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Erstes  Capitel. 
Allgemeine  Begriffe  und  Grundsätze. 


Ornndbegriffe. 

1.  Ruhe  und  Bewegung.  Ein  Punkt  befindet  sich  im  Zu- 
stande der  Ruhe,  wenn  er  beständig  denselben  Ort  im  Räume 
einnimmt,  er  ist  dagegen  in  Bewegung,  wenn  er  diesen  Ort 
nach  und  nach  ändert.  Da  wir  die  Stellung  eines  Punktes  nur 
durch  Vergleichung  desselben  mit  anderen  Punkten  bezeichnen 
können  und  uns  keine  Gegenstände  gegeben  sind,  deren  Unbeweg- 
Hchkeit  ausser  Zweifel  wäre ,  so  können  wir  auch  nicht  mit  voller 
Sicherheit  entscheiden,  ob  ein  beobachteter  Punkt  in  Rühe  oder 
Bewegung  ist;  nur  so  viel  ist  gewiss,  dass,  wenn  mehrere  Punkte 
ihre  gegenseitige  Lage  geändert  haben,  einer  oder  einige  davon 
auch  ihren  absoluten  Ort  im  Räume  geändert  haben  müssen. 
>  Eine  grössere  Anzahl  von  Punkten,  dieMhre  gegenseitige  Lage 

^unverändert  beibehalten,  hält  man  in  der  Regel  für  ruhend,  und 
wenn  einer  jener  Punkte  seine  Stellung  gegen  das  ganze  Punkte- 
^  System  ändert,  so  erklärt  man  diesen  für  den  bewegten,  weshalb 
^'  man  z.  B.  die  Erde  lange  Zeit  für  unbeweglich  im  Räume  ansah. 
^  Eine  genauere  Untersuchung  der  Erscheinungen  kann  diesen  er- 
sfen  Eindruck  modificiren  niemals  aber  volle  Gewissheit  geben, 
daher  sind  auch  die  aus  der  Beobachtung  relativer  Bewegungen 
abstrahirten  Principien  der  absoluten  Bewegung  nur  Inductionen 
von  grosser  Wahrscheinlichkeit  und  bedürfen  immer  der  Prüfung 
duith  den  Vergleich  zwischen  den  berechnetAi  und  den  direct  be- 
obachteten Erscheinungen. 

2.  Kräfte.  Das  einfachste  Princip,  wozu  man  auf  diese 
Weise  gelangt ,  lautet  dahin,  dass  ein  in  absoluter  Ruhe  befind- 
licher Punkt  ewig  in  diesem  Zustande  bleiben  würde,  wenn  nicht 
äussere  Ursachen  ihn  in  Bewegung  setzen;  diese  äusseren 
Ursachen  heissen  Kräfte;  die  Richtung  einer  Kraft  fällt  zu- 
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nicht  von  einander  entfernen ,  wohl  aber  einander  nähern 
können ;  an  A  denken  wir  uns  zwei  in  der  Kichtung  der 
f      Geraden  AB  wirkende  gleich  grosse  und  entgegengesetzte 
Kräfte  P  und  P'  angebracht ,  ebenso  in  B  zwei  derartige 
*'     Kräfte  Q  und  Q'  =  P==:P\  so  dass  in  dem  ganzen  Sy- 
steme Gleichgewicht  vorhanden  ist,  da  es  an  jedem  Punkte 
desselben  statt  findet.    Obschon  nun  die  Kräfte  P  und  Q' 
"^^      sich  aufheben  würden,   wenn  sie  allein  auf  das  System 
j      wirkten,  so  darf  man  sie  doch  nicht  weglassen,  denn  es 
blieben  dann  die  Kräfte  P'  und  Q  übrig,  die  sich  nicht 
■  q'     aufheben  würden,  weil  A  und  B  der  Voraussetzung  zu- 
folge einander  näher  kommen  können.    Die  Gruppe  Py  Q' 
passt  daher  unter  keinen  der  oben  bezeichneten  Fälle. 

Erstens  nämlich  ist  das  Bestehen  des  Gleichgewichtes  zwi- 
schen allen  vier  Kräften  ganz  unabhängig  von  der  Verbindung 
zwischen  den  Punkten  A  und  B ;  man  kann  diese  Verbindung  weg- 
nehmen und  das  Gleichgiewicht  bleibt,  dann  aber  darf  man  auch 
P  nicht  gegen  das  an  einem  isolirten  Punkte  B  wirkende  Q'  auf- 
heben. Zweitens  sind  auch  die  den  Kräften  P  und  Q'  gleichen  und 
entgegengesetzten  Kräfte  P'  und  Q  nicht  im  Gleichgewichte  und 
daher  sieht  man  auch  von  dieser  Seite ,  dass  die  Wegnahme  von 
Pund  Q'  eine  Störung  des  Gleichgewichtes  hervorrufen  würde, 

Componenten  und  Eesnltante. 

10.  Wenn  Kräfte  auf  ein  vollkommen  freies  System  fest  un- 
ter einander  verbundener  Punkte  wirken,  so  ist  der  Fall  denkbar, 
dass  durch  Einführung  einer  neuen  Kraft  R  Gleichgewicht  herge- 
stellt wird;  dann  aber  müssen  sich  auch  alle  gegebenen  Kräfte 
(mit  Ausschluss  von  R)  durch  eine  einzige  der  Kraft  R  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kraft  ersetzen-  lassen.  In  der  That  wird  nämlich 
die  Wirkung  der  ursprünglichen  Kräfte  nicht  geändert ,  wenn  man 
die  Kraft  R  in  Verbindung  mit  einer  gleichgrossen  und  entgegen- 
gesetzten Kraft  einführt.  Der  Voraussetzung  gemäss  hebt  aber  R 
die  erst  genannten  Kräfte  auf  und  folglich  bleibt  nur  die  dem  R 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  übrig.  Jede  solche  Einzelkraft, 
welche  mehrere  andere  Kräfte  ersetzen  kann,  heisst  deren  Resul* 
tante;  die  ursprünglichen  Kräfte,  welche  durch  die  Resultante 
vertreten  werden,  nennt  man  die  Componenten.   Aus  dem  un- 
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mittelbar  Vorhergehenden  erhellt,  dass  die  Bestimmung  der  Resul- 
tante gegebener  Componenten  ein  Problem  der  Statik  ist. 

Mehrere  auf  einen  und  denselben  Puivkt  wirkende  Kräfte, 
zwischen  denen  kein  Gleichgewicht  besteht,  haben  immer  eine  Re- 
sultante; denü  der  Punkt  würde  in  Folge  der  Einwirkung  jener 
Kräfte  sich  in  einer  bestimmten  Richtung  bewegen,  diese  Beweg- 
ung kann  durch  eine  passende  entgegengerichtete  Kraft  aufgeho- 
ben und  damit  Gleichgewicht  hergestellt  werden. 

11.  Wenn  auf  einen  freien  Punkt  drei  im  Gleichgewicht  be- 
findliche Kräfte  wirken  (z.B.  mittelst  biegsamer  Fäden),  so  ist 
kein  Grund  vorhanden  J  warum  eine  dieser  Kräfte  eher  auf  der 
einen  als  auf  der  andern  Seite  der  Ebene  der  beiden  übrigen 
Kräfte  liegen  solle ,  in  der  That  zeigt  auch  die  Erfahrung  ,  dass 
die  Richtungen  der  drei  Kräfte  in  einei'  und  derselben  Ebene  ent- 
halten sind.  Ferner  fällt  die  Richtung  jeder  Kraft  in  den  von  den 
beiden  anderen  Kraftrichtnngen  gebildeten  Winkel.  Wäre^äm- 
lieh  nur  eine  Kraft  vorhanden,  so  würde  sich  der  von  ihr  getrie- 
bene Punkt  in  der  Richtung  dieser  Kraft  bewegen;  das  Hinzutre- 
ten einer  zweiten  Kraft  bewirkt  eine  Ablenkung  von  dieser  Rich- 
tung und  zwar  nach  der  Seite  hin ,  nach  welcher  die  zweite  Kraft 
wirkt ;  der  Punkt  kann  sich  also  nur  nach  einer  Richtung  bewegen, 
welche  zwischen  den  Richtungen  der  beiden  Kräfte  enthalten  ist. 
Die  Resultante  der  letzteren  muss  folglich  dieselbe  Richtung  haben, 
und  das  Nämliche  gilt,  nur  im  umgekehrten  Sinne ,  auch  von  der 
dritten  der  Resultante  entgegengesetzten  Kraft,  welche  das  Gleich- 
gewicht herstellt.   Die  Erfahrung  bestätigt  übrigens  diesen  Satz. 

In  dem  besondern  Falle  zweier  gleichen  Kräfte  kann  die  Re- 
sultante keine  andere  Richtung  haben,  als  die  der  Geraden, -welche 
den  Winkel  zwischen  den  Componenten  halbirt. 

12.  Zwei  gleiche  auf  einen  Punkt  wirkende  Kr^e  können 
immer  parallel  >u  sich  selbst  nach  einem  Punkte  der  winkelhal- 
birenden  Geraden  veri^etzt  werden,  wenn  dieser  neue  Angriffspunkt 
mit  den  früheren  fest  verbunden  ist.  Denn  man  kann  die  ursprüng- 
lichen Kräfte  erst  zu  ihrer  Resultante  vereinigen,  welche  in  der 
Richtung  der  Winkelhalbirenden  wirkt,  dann  die  Resultante  nach 
dem  neuen  Angriffspunkte  versetzen  und  schliesslich  sie  hier  wie- 
der in  ihre  beiden  gleichen  Componenten  verlegen ,  die  nun  den 
anfanglichen  Componenten  parallel  und  gleich  sind. 


Zweites  Capitel.    • 

Zusammensetzung  und  Gleichgewicht  von  Kräften 

an  einem  Punkte, 


Parallelogramm  der  Kräfte. 

J3.   Richtung  der  Resultante   zweier  Kräfte.     Auf 
einen  freien  Punkt  A  mögen  zwei  Kräfte  P  und  Q  wirken,  deren 

Intensitäten  und  Richtungen  durch  die  Ge- 
raden A  M  und  A  N  repräsentirt  sein  sollen. 
Setzen  wij:  zunächst  voraus,  dass  ^^  zu 
^iV  in  demselben  rationalen  Verhält- 
nisse stehe,  wie  «die  ganze  Zahl  m  zur  gan- 
zen Zahl  n  ,  dass*  also  P\Q-=^'AM\  AN 
z=m:ny  so  können  wir  P durch  tn  gleiche 
Kräfte  und  Q  durch  n  gleiche  Theile  er- 
setzen und  jede   dieser  gleichen  Kräfte 

P       0 

—  =  —  sichtbar  machen,  indem  wir  AM 
m       n 

in  m  gleiche  Theile  AB^  BC .  .  .  und  AN 
in  n  gleiclte  Theile  AB,  HK  . .  .  zerlegen.  Führen  wir  noch  durch 
die  Punkte  B,  C . . .  Parallelen  zu  AN,  sowie  durch  die  Punkte 
iT,  if .  . .  Parallelen  zu  AM,  so  erhalten  wir  ein  in  m»  gleiche 
Rhomben  getheiltes  Parallelogramm.  Nach  Nr.  12  dürfen  wir  nun 
die  gleichen  Kräfte  >^^  und  ^J7  parallel  mit  sich  selbst  an  den  Eck- 
punkt J)  des  Rliombns  ABB  ff  versetzen,  weil  B  auf  der  Ilalbi- 
rnngslinie  des  Winkels  BAff^=MAN  liegt.  Nehmen  wir  jetzt  die 
zweite  in  der  Richtung  von  P  wirkende  Kraft  BC  hinzu,  so  können 


wir  —  an  i>  nach  B  versetzen,  dann  BB  mit  BC  zusammen  nach 
n 


—    II    — 

i>     . . 

E  bringen  und  gleichzeitig  die  in  D  wirkende  K^aft  —  gleichfalls 

p 

nach  E  verschieben  ;  wir  haben  dann  in  j?  die  Kraft  2  —  //  ^^und 

tn 

O  P 

*  —  IJ  AN,  So  fortgehend  erhalten  wir  zuletzt  an  ^  die  Kraft  m  — 
n  tn 

=^=z  AM  und  —  =  AH.   Auf  die  nämliche  Weise  können  wir  die 
n 

Kräfte  AM  und  HE  nach  G  bringen  u.  s.  w. ,  bis  wir  zuletzt  die 
Kräfte  AM==Pnnd  AN=Q  nach  /  versetzt  haben.  An  dieser 
Stelle  würden  sie  nun  dieselbe  Resultante  wie  in  A  liefern,  die  Re- 
sultante muss  also  nach  /  versetzbar  sein,  folglich  (Nr. 8)  /in  der 
Richtung  der  Resultante  liegen.  Die  gesuchte  Resultante  fallt  da- 
her ihrer  Richtung  nach  in  die  Diagonale  des  Parallelogrammes 
AMIN.  Durch  eine  Grenzenbetrachtung  kann  man 'diesen  Satz 
auf  zwei  in  incommensurablem  Verhältniss  stehende  Kräfte  aus- 
dehnen ;  einfacher  aber  ist  der  folgende  apagogische  Beweis. 

Wenn  die  Resultante  zweier  incommensurabelen  Kräfte  AM 
und  AN  nicht  die  Richtung  der  Diagonale  AI  haben  sollte,  so 
müsste  sie  nach  irgend  einer  anderen  Richtung  p*     ^ 

AH  gehen;  diese  schneidet  eine  der  Seiten  des 
Parallelogrammes  etwa  NI  in  H  und  durch  die- 
sen Punkt  legen  wir  die  Gerade  HE  parallel 
zur  anderen  Parallelogramtnseite  AN.  Jeden- 
falls können  wir  nun  zwischen  E  und  M  einen 
Punkt  B  der  Art  finden ,  dass  AB  in  commen-  ^^ 
surabelem  Verhältniss  zu  ^JV  steht  und  dann 
giebt  die  Diagonale  A  C  dia  Richtung  der  Re- 
sultante aus  A  N  und  A  B. 

Verbinden  wir  nun  AC  mit  der  noch  übri- 
gen Kraft  BM,  die  wir  uns  nach  ^  versetzt  denken,  so  müsste 
schliesslich  die  Kraft  A  E  resultiren.  Dies  ist  aber  unmöglich,  weil 
die  Richtung  von  AH  ausserhalb  des  von  AC  und  BM  gebildeten 
Winkels  CAMliegt. 

14.  Grösse  der  Resultante.  Welche  auch  die-Grösse  R 
der  Resultante  aus  P  und  Q  sein  möge,  so  muss  doch  eine  der  Re- 
sultante gleiche  und  im  entgegengesetzten  Sinne  nach  A  X  wir- 
kende Kraft  das  Gleichgewicht  herbeiführen;  dann  aber  muss  auch 
die  ans  P  und  R  gebildete  Resultante  gleich  und  entgegengesetzt 
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Fig.  6.  der  Kraft  Q  sein.  Legen  wir  nun  durch  den  Punkt 

P  eine  zn  AX  parallele  Gerade,  welche  die  ver- 
längerte AQ  in  B  schneidet  und  durch  B  eine  Pa- 
rallele zu  ^P  bis  zum  Durchschnitte  Cuiit  AÄy  so 
kann  nur  AC  die  Kraft  R  repräsentiren,  denn  jedt» 
andere  auf  ^^  abgeschnittene  Strecke  würde  mit 
-<4-P  verbunden  ein  Parallelogramm  liefern,  dessen 
Diagonale  von  AB  verschieden  ist.  Wegen  AC 
=  BP:=z  AI  ist  folglich  die  Resultante  aus  P  und 
0  gleich  Al^  und  dies  giebt  mit  dem  in  Nr.  13  ge- 
fundenen Ergabnisse  zusammen  den  Satz : 

Die  Kesultante  zweier  au  feinen  Punkt 
wirkendenKräftewird,  derRichtnngund 
Grösse  nach,  durch  die  Diagonale  desje- 
nigen Paf allelogrammes  dargestellt,  welches  aus  den 
linear  construirten  Componenten  zusammengesetzt 
werdenkann. 

Die  Kräfte  P,  0*und  ihre  Resultante  R  stellen  die  Seiten  eines 
Dreiecks  ABPäar,  welches  zugleich  die  Winkel  APB^=:L(PyR), 
ABP  =  L(Oy  R)nni  das  Supplement  des  Winkels  (/>,  Q)  enthält ; 
man  hat  daher 

P:Q:  R:=siniQR);  sin  {PR)  :  sin  {PQ) 
und  ^ 

Ä«  =  i>«  +  ^«  -f.  ^PQ  cos  (PQ). 
Ist  der  Winkel  zwischen  P  und  Q  ein  rechter,  so  werden  diese 
Relationen  zu  den  einfacherem 

P=RcosiPR),  0  =  Rcos(QR),  R*  =  P*+Q\ 
Alle  Fragen  über  die  Zusammensetzung  zweier  an  einem 
Punkte  wirkenden  Kräfte,  sowie  hinsichtlich  der  Zerlegung  einer 
Kraft  in  zwei  andere  sind  demnach  durch  Construction  oder  trigo- 
nometrische Auflösung  eines  Dreiecks  beantwortbar,  was  keiner 
näheren  Erörterung  bedarf. 


ZnBampiensetzimg  und  Gleichgewicht  beliebiger  Kräfte  an 

einem  freien  Punkte. 

15.  Um  die.  Resultante  mehrerer  auf  einen  und  denselben 
freien  Punkt  k  wirkenden  Kräfte  P,  P\  P"  .  .  .  zu  erhalten,  bedarf 
es  nur  einer  fortgesetzten  Anwendung  des  Satzes  vom  Parallelo- 
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gramm  der  Kräfte ;  man  verbindet  nämlich  P  mit  P' ,  die  entste- 
hende Resultante  mit  P" ,  die  neue  Kesultante  mit  P'"  u.  s.  f.  bis 
zur  letzten  Kraft.  Am  einfachsten  führt  man  diese  successive  Zn- 
sammensetzung auf  die  Weise  aus,  dass  man  ein  Polygon  APBCD 
construirt,  dessen  Seiten  parallel  und  gleich 
den  die  Kräfte  repräsentirenden  Geraden  AP^ 
AP'  y  AP" , , .  sind ;  die  Verbindungslinie  des 
Endpunkts  D  dieses  Polygones  mit  dem  An- 
fangspunkte A  giebt  dann,  der  Grösse  und 
Richtung  nach,  die  Resultante  aller  vorhan- 
denen Kräfte.  Bei  drei  Kräften,  deren  Rich- 
tungen nicht  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  erhält  man  hiernach  die  Diagonale  i 
des  Parallelepipedes ,  welches  die  drei  linear      ^  ^ 

dargestellten  Kräfte  zu  Kanten  hat. 

16.  Zum  Bestehen  des  Gleichgewichtes  unter  mehreren  Kräf- 
ten ist  es  der  einigen  Construction  zufolge  nothwendig  und  hin- 
reichend ,  dass  ^i>  =  0  mithin  das  Polygon  ein  geschlossenes 
wird.  In  diesem  Falle  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Kraft  in 
den  Cosinus  des  Winkels  zwischen  ihrer  und  einer  festen  Richtung 
gleich  Null,  wie  auch  diese  feste  Richtung  angenommen  werden  möge. 
Umgekehrt  muss  das  Polygon  ein  geschlossenes  sein,  wenn  jene 
Summe  bei  jeder  Lage  der  festen  Richtung  verschwindet.  Man  be- 
merkt aber  leicht,  dass  es  hinreicht,  wenn  die  genannte  Eigenschaft 
für  drei  von  einem  Punkte  ausgehende  Richtungen  stattfindet.  Wäre 
nämlich  das  Polygon  kein  geschlossenes ,  so  könnte  die  fragliche 
Summe  nur  für  solche  Richtungen  verschwinden,  welche  auf  der 
Verbindungslinie  der  ersten  und  letzten  Ecke  iAL)  senkrecht 
stehen ;  nun  kann  aber  diese  Gerade  nicht  gleichzeitig  normal  zu 
drei  Richtungen  sein,  welche  in  einem  Punkte  zusammentreffen  und 
in  verschiedenen  Ebenen  liegen.  Verschwindet  also  jene  Summe 
in  Beziehung  auf  drei  'solche  Richtungen ,  so  ist  das  Polygon  noUi- 
wendig  ein  geschlossenes  und  daher  auch  Gleichgewicht  vorhan- 
den.   Man  hat  demgemäss  den  Satz : 

Für  das  Geichgewicht  vonKräften  an  einemfreien 
Punkteist  es  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die 
Summen  der  Projectionen  der  Kräfte  auf  drei  nicht  in 
derselben  Ebene  liegende  Richtungen  einzeln  ver- 
schwinden. 
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Aas  dem  Vorigen  erliellt  unmittelbar,  dass  die  Projeetionen 
der  Kräfte  ebenso  wie  die  Projeetionen  von  begrenzten  Geraden 
als  positiv  oder  negativ  angesehen  werden ,  je  nachdem  die  Cosi- 
nus der  Winkel  zwischen  den  Kraftrichtungen  und  der  festen 
Richtung  posHiv  oder  negativ  sind.  Nimmt  man  für  die  letztere 
der  Reihe  nach  drei  auf  einander  senkrechte  Gerade  x^  y^  z  und 
bezeichnete  mit  a^  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  einer 
Kraft  P  mit  den  Richtungen  der  positiven  x,  y,  z  bildet,  so  wer- 
den die  Gleichgewichtsbedingungen  durch  die  folgenden  drei 
Gleichungen  ausgedrtlckt : 

-S  (P CO«  a)  =  0 ,     i:  (P  CO«  /J)  =  0 ,     S  (P  cos  y)  =  0, 
in  denen  sich  die  Summenzeichen  H  auf  alle  gleichgebildeten  Aus- 
drücke beziehen. 

17.  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte  sind, 
so  kann  man  mittelst  der  vorigen  Formeln  ebensowohl  die  Grösse 
ihrer  Resultante  R  als  die  Winkel  a,  by  c  bestimmen,  welche  B  mit 
den  drei  festen  Achsen  einschliesst.  Dazu  reicht  die  Bemerkung 
hin,  dass  Gleichgewicht  eintreten  muss,  sobald  man  zu  den  bis- 
herigen Kräften  eine  neue  Kraft  hinzusetzt ,  welche  von  der 
nämlichen  Grösse  wie  R,  aber  entgegengesetzter  Richtung  ist,  d.h. 
mit  den  Achsen  die  Winkel  180® — ö,  180®— 6,  180®— c  bildet. 
Man  hat  daher  die  Gleichungen    • 

£  (P  cos  a)  +  R  cos  (180®—«)  =  0, 
ZiPcosß)  +  Ä  CO«  (180®  — &)  =  0, 
2;(Pco«y)  + Äco«(180®— c)  =  0, 
oder 

Rcosa  =  II(P cos  a), 
Rcosb^=z£(P cos  ß), 
Rcosc^=  £(P  cos  y\ 
die  man  auch  unmittelbar  durch  Betrachtung  des  Polygons  ^P^2>^ 
erhalten  kann,  in  welchem  die  Projection  der  Resultante  auf  irgend 
eine  Richtung  gleich  ist  der  algebraischen  Summe  der  Projeetionen 
der  Componenten.     Indem  wir  zur  Abkürzung 

SiPcosa)  =  X,     £iPcosß)^=Y,     £(Pcosy)  =  Z 
setzen ,  finden  wir  aus  den  obigen  Gleichungen :  ' 


X  ^        T  Z 

cos  <l  =  —  ,        cos  &=:—■,        COS  C  =  -— , 
Jn  R  R 


—      15     — 

18.  Die  zar  Bestiininiiiig  der  «Grösse  ron  JR  dienende  Formel 
kann  Übrigens  unabhängig  von  den  Richtungen  der  Achsen  darge- 
stellt werden,  wenn  man  die  Winkel  a,  ß,  y  herausschafft  und  statt 
deren  die  Winkel  zwischen  den  Kraftrichtungen  einführt.  Man 
rechnet  zu  diesem  Zwecke  die  Quadrate  von  x,  y,  z  aus  und  be- 
achtet die  Gleichungen 

cos^  a  +  cos*  ß  "t-  cos*  y  ==  I, 
cos  €t  cos  «'  +  cos  ßcos  ß'  +  cos  Y  cos  y  =  cos  {PP') ; 
dies  giebt 

R*  =  S (P«)  +  2  Z  [/>/>'  cos  (PP')]. 

19.  Zu  den  so  eben  entwickelten  Resultaten  führt  auch  fol- 
gender  Weg.  Jede  der  Krähe  />,  P\  P7 . . .  lässt  sich  vermittelst 
des  Parallelepipedes  der  Kräfte  in  drei  auf  einander  senkrechte 
SeitenkrMfte  zerlegen,  z.  B.  P  in  die  Componenten  P  cos  «^  Pcos  ß^ 
P  cos  y ,  und  zwar  sind  diese,  entsprechend  den  jedesmaligen  Vor- 
zeichen der  Cosinus,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  im  Sinne 
der  positiven  oder  negativen  i^chsen  wirken.  Die  längs  einer  Achse 
wirkenden  Kräfte  können  jetzt  zu  einer  Kraft  zusammengezogen 
werden  und  zwar  ist  diese  die  algebraische  Summe  jener  Kräfte; 
damit  sind  alle  vorhandenen  Kräfte  auf  die  drei  längs  der  Achsen 
wirkenden  Kräfte 

jr=2;(Pco««),     Yz=E(Pcosß),     Z==:i£(Pcos\} 
zurückgeführt.  Soll  nun  Gleichgewicht  vorhanden  sein ,  so  müssen 
X,  F,  Z  gleichzeitig  verschwinden,  weil  sonst  aus  Xy  F,  Z  eine 
von  Null  verschiedene  Resultante  entspränge;  die  zum  Gleichge- 
wichte nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  sind  daher 

^=0,    r=o,    z=o. 

Ist  dagegen  kein  Gleichgewicht  vorhanden ,  so  wird  die  gesuchte 
Resultante  B  sowohl  der  Grösse  als  der  Richtung  nach  durch  die 
Diagonale  eines  Parallelepidedes  dargestellt,  wovon  X^  Y,  Z  die  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  sind;  aus  dieser  Bemer- 
kung zieht  man  die  Fqrmeln 


R^yx*+Y*+z\ 

cos{nx)^j,     cos{RY)=j,     cos{liZ)=^, 

welche  mit  den  frühem  Übereinstimmen. 

20.Reduction  für  schiefe  Achsen.  Denkt  man  sich  das 
Polygon  APBCD  auf  drei  schiefwinklige  Achsen  projicirt,  so  ge- 
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langt  man  durch  dieselben  Scblüsse  wie  in  Nr.  16  zu  dem  Satze, 
dass  es  zum  Gleichgewichte  der  gegebenen  Kräfte  nothwendig  und 
ausreichend  ist,  wenn  die  algebraischen  Summen  der  Projectionen 
einzeln  verschwinden,  wobei  die  Projectionen  als  positiv  oder  ne- 
gativ gelten,  jenachdem  sie  im  Sinne  der  positiven  oder  negativen 
Achsen  wirken.  Für  die  Rechnung  gestalten  sich  in  diesem  Falle 
die  Gleichgewichtsbedingungen  etwas  anders,  ohne  dass  jedoch  in 
der  Sache  selbst  eine  Aenderung  einträte.  Ist  kein  Gleichgewicht 
vorhanden,  so  bilden  die  algebraischen  Summen  der  Kräfteprojec- 
tionen  drei  neue  Componenten,  deren  Resultante  nachdem  Paral- 
lelepiped  der  Kräfte  bestimmt  werden  kann. 

21.  Im  Folgenden  werden  wir  bisweilen  den  Ausdruck  „die 
nach  einer  Richtung  genommene  oder  projicirte  Kraft ^' 
brauchen;  wir  verstehen  darunter  die  Projection  einer  Kraft  auf 
eine  Gerade  dieser  Richtung  oder  was  dasselbe  ist,  die  Compo- 
nente ,  welche  entsteht ,  wenn  man  die  gegebene  Kraft  in  andere 
Kräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  nach  der  gegebenen  Richtung 
wirkt  und  die  übrigen  in  der  darauf  senkrechten  Ebene  liegen. 
So  sind  z.  B.  in  den  obigen  Formeln  P  cos  a,  Pcos  ß  und  Pco9  y 
die  nach  den  Richtungen  der  a:,  y,  z  genommenen  Werthe  der 
Kraft  P. 


Gleichgewicht  eines  Punktes,  der  auf  einer  festen  Oberflache 

oder  Corvo  bleiben  muss. 

22.  Wenn  ein  Punkt  sich  nicht  anders  als  auf  einer  festen 
Fläche  bewegen  kann  und*  von  einer  normal  zu  dieser  Fläche  ge- 
richteten Kraft  angegriffen  wird ,  so  muss  er  in  Ruhe  bleiben ;  denn 
alle  Richtungen,  nach  denen  er'sich  bewegen  könnte,  liegen  gleich- 
förmig um  die  Normale  herum  und  es  ist  daher  kein  Grund  vor- 
handen, warum  er  eher  die  eine  als  die  andere  Richtung  einschla- 
gen sollte.  Auch  wird  dieser  Grundsatz  durch  alle  Erfahrungen 
bestätigt.  Eine  schief  gerichtete  Kraft  dagegen  lässt  sich  in  zwei 
Kräfte  zerlegen,  deren  eine  in  die  Normale  und  deren  andere  in 
die  Berührungsebene  fällt;  die  erste  wird  durch  den  Widerstand 
der  Fläche  aufgehoben  und  es  bleibt  nur  die  zweite  Componente 
übrig ,  welche  durch  nichts  verhindert  wird ,  dem  Punkte  eine  Be- 
wegung zu  ertheilen,  vorausgesetzt,  dass  letzterer  auf  der  Ober- 
fläche nach  allen  Seiten  hin  frei  beweglich  ist.    Der  letztere  Um- 
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stand  würde  übrigens  nicht  in  alter  Strenge  statt  haben ,  sobald 
Keibung  vorhanden  wäre;  vor  der  Hand  aber  abstrahiren  von  die- 
ser und  betrachten  den  Punkt  als  frei  beweglich  auf  der  Fläche. 

Da  die  genannte  Fläche  nur  die  normal  zu  ihr  wirkenden 
Kräfte  aufhebt,  so  leistet  sie  dasselbe  wie  eine  Kraft,  welche  der 
Kesnltante  aller  in  jedem  Punkte  aufgehobener  Kräfte  gleich  ist 
und  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Normale  wirkt.  Ebenso  ver- 
hält sich  eine  feste  Curve,  auf  der  ein  Punkt  frei  beweglich  ist;  sie 
hebt  durch  ihren  Widerstand  gleichfalls  alle  Kräfte  auf,  deren 
Kichtungen  in  der  Normalebene  des  Punktes  liegen,  niemals  aber 
andere  Kräfte.  Sie  wirkt  daher  wie  eine  normale  Kraft,  welche 
der  Resultante  aller  aufgehobenen  Kräfte  gleich  und  entgegenge- 
setzt ist. 

23.  Wird  nun  ein  Punkt,  der  sich  nur  auf  einer  durch  die 
Gleichung  F  {x,  y,  z)  =  0  repräsentirten  Fläche^bewegen  kann, 
durch  die  Kräfte  P,  P',  P"  etc.  getrieben,  so  ist  es  zum  Bestehen 
des  Gleichgewichtes  nicht  mehr  erforderlich ,  dass  sich  die  Kräfte 
Py  P\  P"  etc.  untereinander  aufheben,  es  reicht  vielmehr  hin, 
wenn  ihre  Kesultante  senkrecht  auf  der  Fläche  steht ,  wobei  auf 
die  Grösse  der  Resultante  nichts  ankommt.  Da  ferner  die  Resul- 
tante und  die  Normale  einen  Punkt  {xyz)  gemein  haben,  so  findet 
das  Zusammenfallen  beider  statt,  sobald  ihre  Richtungen  parallel 
sind  und  hierzu  gehört,  dass  die  Cosinus  der  in  Nr.  19  bestimmten 
Winkel  (RX),  {RY),  (RZ)  sich  wie  die  Cosinus  der  Winkel  verhal- 
ten, welche  die  Normale  im  Punkt  xyz  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst.  Die  letzteren  Winkel  können  aus  der  Gleichung  ana- 
lytisch bestimmt  und  durch  a*,  y,  z  ausgedrückt  werden ;  sie  mögen 
i,  fi,  V  heissen.  Diesen  Erörterungen  zufolge  lauten  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts 

X  Y    _    Z 

cos  A       cos  f*       cos  V 

Sind  dieselben  nicht  erfüllt,  so  findet  auch  kein  Gleichgewicht 
statt;  doch  könnte  man  in  diesem  Falle  denjenigen  Punkt  der 
Fläche  aufsuchen ,  an  welchem  die  gegebenen  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht sind;  man  hätte  dann  die  Werthe  von  ar,  y,  z  aus  den 
obigen  zwei  Gleichungen  und  der  Gleichung  der  Fläche  zu  be- 
stimmen. 

Bietet  die  Fläche  nur  nach  einer  Seite  hin  Widerstand ,  so 
muss  die  Resultante  der  Kräfte  nach  der  entgegengesetzten  Seite 

Analytische  Mechanik.  2 
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hin  wirken,  weil  sie  sonst  nicht  anfgehoben  würde.  Dieser  Fall 
tritt  z.  B.  bei  einem  Punkte  ein,  welcher  die  Fläche,  auf  der  er  sich 
bewegt,  zwar  nicht  durchdringen,  wohl  aber  sich  von  ihr  entfernen 

könnte. 

24.  Für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  Funkte ,  der 
auf  einer  gegebenen  Curve  zu  bleiben  gezwungen  ist,  reicht  es 
hin ,  wenn  die  Resultante  der  Kräfte  senkrecht  auf  der  Tangente 
an  jenem  Curvenpunkte  steht.  Nennen  wir  A,  f*,  v  die  Winkel 
zwischen  der  Tangente  und  deji  Coordinatenachsen ,  welche  Win- 
kel leicht  aus  den  Gleichungen  der  Curve  zu  finden  sind,  so  haben 
wir  als  Bedingung 

cos  {RX)  cos  X  +  cos  (RY)  cos  ft  +  cos  (RZ)  cos  v  =  0, 
d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  cos  {RX) ,  cos  {RY)  und  cos  {R  Z) 

X  cos  k  +  Y  cos  (1  +  Z  cos  V  =  0. 
Das  Gleichgewicht  kann  nicht  statt  finden,  wenn  diese  Be- 
dingung nicht  erfüllt  ist;  letztere  dient  dann  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  der  Curve  zur  Bestimmung  desjenigen  Punktes  der 
Curve ,  an  welchem  die  gegebenen  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind. 

Andere  Bestimmung  des  Widerstandes  krummer  Flachen 

^nnd  Linien. 

25.  Da  der  Widerstand  einer  Fläche  oder  Curve  wie  eine  nor- 
male Kraft  wirkt,  so  kann  man  letztere  statt  der  Fläche  oder 
Curve  einführen  und  nachher  den  Punkt  als  völlig  frei  ansehen. 
Die  Grösse  dieser  widerstehenden  Kraft  ist  vorläufig  als  Unbe- 
kannte zu  betrachten,  ihre  Richtung  fällt  bei  einer  Fläche  mit  der 
Kichtung  der  Normale  in  dem  einen  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne  zusammen,  und  steht  bei  einer  Curve  senkrecht  auf  der 
Tangente. 

26.  Die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  sei  F{xj  y,  z)  =  0» 
die  Intensität  ihres  normalen  Widerstandes  =  N;  die  Winkel, 
welche  die  in  einem  bestimmten  Sinne  genommene  Normale  mit 
den  Achsen  einschliesst,  mögen  iL,  f*,  v  heissen  und  folglich  die 
Componenten  des  Widerstandes 

+  NcosX^    '+  Neos  (if     +  N cos  v, 
wobei  die  oberen  oder  untern  Zeichen  gelten,  jenachdem  A'  im 
Sinne  der  Normale  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt.    Be- 
trachten wir  jetzt  den  Punkt  als  vollkommen  frei ,  so  müssen  die 
früheren  Gleichgewichtsbedingungen 
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X+NcOSk=0,       Y+NCOS(1=:=:0,      Z+Ncosv  =  0 

statt  haben ,  und  aus  diesen  erhalten  wir  durch  Elimina'tion  von  N, 
auf  dessen  Grösse  es  nicht  ankommt, 

cos  k       cos  (i       cos  V ' 
Ausser  diesen  Bedingungsgleichungen,  welche  mit  den  früheren 
übereinstimmen  liefern  die  vorhergehenden  Gleichungen  noch  den 
Werth  von  N^  nämlich 

Mit  dem  einen  Vorzeichen  giebt  diese  Formel  die  Grösse  des 
Widerstandes,  mit  dem  anderen  Vorzeichen  den  Druck,  welchen 
die  Fläche  durch  die  Einwirkung  der  gegebenen  Kräfte  erleidet. 

27.  Liegt  der  Punkt  auf  einer  Curve,  deren  Gleichungen  sind 

so  hat  die  Kraft  JV,  welche  den  Widerstand  der  Curve  repräsen- 
tirt,  irgend  eine  vor  der  Hand  noch  nicht  bekannte  Lage 'in  der 
Normalebene.     Die  Winkel  k,  fi,  v  zwischen  der  Tangente  und 

den  Coordinatenachsen  sind  durch  die  Gleichungen  der  CJurve  als 

• 

Functionen  von  a*,  y,  z  bestimmt,  die  Winkel  zwischen  N  und  den 
Coordinatenachsen  mögen  er,  ßy  y  heissen;  es  ist  dann 

cos  k  cos  a  +  cos  fi  cos  ß  +  cos  v  cos  y  =  0 
und  ferner  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 

X+Ncosa  =  0,      Y+Ncosß  =  0,     Z+Ncosy  =  0. 
Durch  Elimination  der  Unbekanten  iV,  er,  ß,  y  findet  man  überein- 
stimmend mit  dem  Früheren  die  Bedingungsgleichung 

X,cos  k+  Y cos  I*  +  Z cos  V  =  0. 
Die  vorigen  drei  Gleichungen  bestimmen  auch  die  Grössen  und 
Vorzeichen  der  Widerstandscomponenten  Ncosa^  N  cos  ß,  Ncosy, 
welche  den  Componento.n  gleich  und  entgegengesetzt  sind ;  daraus 
findet  sich  nachher  der  Widerstand  (oder  umgekehrt  der  Druck)  N 
gleich  und  entgegengesetzt  der  Resultante  aller  gegebenen  Kräfte. 
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Drittes  CapiteL 

Zusammensetzung  und  Gleichgewicht 

paralleler  Ejräfte. 


ParaUele  Kräfte  an  zwei  Piinkten. 
28.  Kesultante  zweier  parallelen  Kräfte.    An  zwei 
unveränderlich  mit  einander  verbundenen  Punkten  u4  und  B  mögen 

zwei  in  gleichem  Sinne  parallele 
Kräfte  P  und  Q  wirken ,  und  es  sei 
die  Aufgabe  gestellt,  die  Grösse  und 
Richtung  ihrer  Kesultante  zu  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  bringen 
wir  in  A  und  B  zwei  längs  der  Ge- 
raden AB  wirkende  gleich  grosse 
und  entgegesetzte  Kräfte  AM  und 
BN  9Ln\  diese  heben  sich  zwar  auf 
und  ändern  daher  den  Zustand  des 
Systemes  nicht,. wohl  aber  bieten  sie 
den  Vortheil,  dass  durch  Verbindung 
von  Pmit  AM^  sowie  vonöniit^JV  zwei  andere  nicht  mehr  parallele 
Kräfte  erhalten  werden  können.  Statt  Pund  u^ilf  setzen  wir  näm- 
lich die  in  der  Richtung  der  Diagonale  AC  wirkende  Kraft,  statt 
Q  und  AN  die  Kraft  BD,  Die  Richtungen  von  ^C  und  BD  treffen 
in  einem  Punkte  /  zusammen;  diesen  denken  wir  uns  mit  dem 
Systeme  fest  verbunden  und  versetzen  an  ihn  die  Kräfte  AC  und  BD 
der  Art,  dass  IG  =  AC,  JL=z  BD.  Zerlegen  wir  nun  die  an  / 
wirkenden  Kräfte  wieder  in  die  Componenten,  aus  denen  sie  früher 
in  A  und  B  zusammengesetzt  wurden,  so  erhalten  wir  zwei  Paral- 
lelogramme EIHG  ~  MAPC  und  IFLK^  BNDQ  mit  den  Kräf- 
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teil  IE,  lU  einerseits  und  IF,  IK  andererseits.  Unter  diesen  he- 
ben sich  die  beiden  gleichen  und  entgegengerichteten  Kräfte  IE 
und  IF  auf,  und  es  bleiben  nur  die  gleichgerichteten  Kräfte  IH, 
IK  übrig,  welche  sich  durch  Addition  vereinigen  lassen.  Diess 
giebt  den  Satz : 

Zwei  in  gleichem  Sinne  parallele  Kräfte  haben 
eine  in  demselben  Sinne  parallel  wirkende  Eesul- 
tante  gleich  ihrer  Summe;  die  Richtung  der  Resul- 
tante schneidet  die  Verbindungslinie  AB  zwischen 
den  Punkten  Ä  und  B. 

Um  den  Durchschnitt  0  von  IE  mit  Ä  B  näher  zu  bestimmen, 
benutzen  wir  die  aus  ähnlichen  Dreiecken  folgenden  Proportionen 

AOiG  ff  =10:1  ff  und  EL  :  B0  =  IK:  10-, 
durch  Zusammenziehung  derselben  und  unter  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen 

Iff=P,     1K=Q,     Gff=KL 
erhalten  wir 

AO:  BO  =  Q:P. 
Die  Abschnitte,  in  welche  die  Linie  A  B  durch  die  Resultante 
getheilt  wird,  verhalten  sich  demnach  umgekehrt  wie  die  Kräfte, 
oderj  was  Dasselbe  ist,  die  Producte  aus  jeder  Kraft  in  den  an- 
liegenden Abschnitt  sind  gleich. 

Bemerkenswerth  ist ,  dass  der  Punkt  0  von  der  Ri<üitung  der 
Kräfte  nicht  abhängt ;  er  bleibt  derselbe ,  so  lange  die  Kräfte  nur 
in  dem  Sinne  parallel  wirken,  auch  selbst  dann  noch,  wenn  die 
Kräfte  in  demselben  Verhältnisse  geändert  werden.  Wir  nennen 
diesen  Punkt  ausschliesslich  den  Angriffspunkt  der  Resultante 
oder  den  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte. 

Bezeichnet  R  die  Resultante  ,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

P:  Q:R=OB:OA:AB. 

Diese  Relationen  liefern  immer  drei  Gleichungen  und  durch 
diese  jederzeit  die  Auflösung  der  verschiedenen  einfachen  Aufga- 
ben, die  sich  bilden  lassen,  wenn  man  drei  von  den  sechs  Grössen 
i>,  Q,  Ä,  OA,  OB,  AB  als  gegeben  und  die  übrigen  als  Unbekannte 
ansieht. 

29.  Wir  gehen  nun  zu  dem  zweiten  Falle  über,  wenn  die 
Kräfte  P  und  Q  in  entgegengesetztem  Sinne  parallel  sind, 
and  denken  uns  dabei  P'^  Q^ 


woraus  man  wegen 
erhält 
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Die  Kraft  P  zerlegen  wir  in  zwei  andere  in  gleichem  Sinne 
^,     Q  parallele  Kräfte,  deren  eine  derKraft^  gleich 

^  und  entgegengesetzt  ist,  was  nach  dem  obigen 

Satze  immer  geschehen  kann;  da  hierbei  Q 
aufgehoben  wird,  so  bleibt  zuletzt  nur  die 
zweite  Kraft  übrig  und  stellt  die  Resultante 
von  P  und  Q  dar.  Ihre  Grösse  beträgt  P —  Q, 
ihr  Angriffspunkt  X  liegt  ausserhalb  der 
Strecke  AB  und  bestimmt  sich  durch  die  Pro- 
portion 

AX\AB=Q:R, 

R  =  P—Q 

V 

Q 

P—O 
Mit  Ausnahme  des  Falles  P=Q  haben  also  zwei  antiparallelc 
Kräfte  immer  eine  Resultante,  welche  ihnen  parallel  im  Sinne  der 
grösseren  Kraft  wirkt  und  ausserhalb  beider  Kräfte  auf  der  Seite 
der  grösseren  Kraft  angreift;  ihre  Grösse  kommt  der  Differenz  der 
ailtiparallelen  Kräfte  gleich  und  alle  drei  Kräfte  verhalten  sich 
wie  die  Strecken  zwischen  den  Angriffspunkten  der  jedesmaligen 
beiden  übrigen  Kräfte.  Ausserdem  ist  der  Punkt  -¥,  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante,  unabhängig  von  der  Richtung  und  dem  Ver- 
hältnisse der  Kräfte. 

30.  Bei  zwei  antiparallclen  Kräften  von   gleicher   Grösse 

wird -<4Ar=  Qo,   was  eine  Unmöglichkeit  andeutet;    dass  in   der 

That  unter  diesen  Umständen  keine  Resultante  existirt,  kann  man 

auch  direct  auf  folgende  Weise  bestätigen.  Man  drehe  da»  System 

Fiff.  10.  ^^^  Kräfte,  um  den  Mittelpunkt  0  der  Strecke 

AB  und  zwar  so,  dass  die  Drehung  180®  aus- 
macht; die   Kräfte  P  und  Q  tauscheu   daun 
gegenseitig  ihre  Plätze  und  es  hat  sich  in  ihrer 
Wirkung  nichts  geändert.    Wäre  nur  irgend 
eine   Resultante  vorhanden,    so   würde  diese 
eine  gleiche  Drehung  erfahren  und  sie  müsste 
nach  wie  vor  die  nämliche  Wirkung  ausüben; 
diess  ist  aber  unmöglich ,  weil  die  Resultante 
nach  der  Drehung  eine  andere  Richtung  hat,  als  vor  derselben. 


n 
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Ein  solches  System  von  zwei  gleichen  und  antiparallelen 
Kräften,  welches  demnach  nicht  durch  eine  Einzelkraft  ersetz- 
bar ist,  heisst  nach  Po  in  so  t  ein  Kräftepaar.  Die  Theorie  der 
Kräftepaare  bildet  gegenwärtig  einen  wesentlichen  Theil  der 
Mechanik. 

31.  Gewöhnlich  bezieht  man  die  Angriffspunkte  paralleler 
Kräfte  auf  ein  Coordinatensystem  und  hat  dann  die  Lage  des  An- 
griffspunktes der  Resultante  gleichfalls  durch  Coordinaten  zu  be- 
stimmen.   Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Die  Angriffspunkte  zweier  in  gleichem  Sinne  parallelen  Kräfte 


Fig.  U. 


I» 


P'  und  P"  mögen  M'  und  M*'  sein; 
3/,  sei  der  Angriffspunkt  der  Resul- 
tante ;  die  zur  Achse  der  z  paralle- 
len Coordinaten  der  drei  Punkte  M\ 
M'\  Ml  sollen  der  Reihe  nach  z\  z\ 
z,  heisaen.  Nach  dem  Vorigen  hat 
man 

P\M,M'=P'\M''  M,, 

welche  nun  auch  die  Vorzeichen  der 
Coordinaten  sein  mögen,  so  gilt  doch 
immer'die  Proportion 

M'Mi\M"M,'=z,  —  z 
woraus  man  den  Werth  des  Verhältnisses  M'  M^  :M"  M,  entnehmen 
und  in  die  vorige  Gleichung  einsetzen  kann.    Diess  giebt 

P'  (Z,  -  Z)  =  P'  (2"  -  Z.) 

oder 

{P'  ^P")z,^P'z  +  P''z" 

d.  i.  weil  P'  H-  P"  gleich  der  Resultante  R, 

Bz,  =  P'z+P"z\ 
Auf  ähnliche  Weise  wie  hier  z,  gefunden  wurde,  kann  man  auch  x, 
durch  X  und  x'  sowie  y^  durch  tj  und 
y"  ausdrücken. 

Bei  zwei  antiparallelen  Kräften 
sei  P"  die  grössere  und  M^  wieder 
der  Angriffspunkt  der  Resultante, 
welcher  jetzt  ausserhalb  M'  M"  auf 
der  Seite  von  M"  liegt.  Man  hat  wie 
früher 

P' .  M,  M'  =  P" .  M,  M" 


Fig.  12. 


M 


0 


-X 
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dagegen  ist  nun  allgemein 

MfM' :  M,  M"  =  z,  —  z' :  i, • —  i", 
folglich  P'  (z,  -  «')  =  P"  (*,  -  z") 

oder  (i>"  —  P')  2.  =  P"  «"  —  P'  i 

und  weil  P" — /*'  =  der  Resultante  R  ist, 

I^zz^P     Z      —r  P    2  . 

Aobnlich  gestalten  sich  die  Formeln  für  x^  und  y^, 

32.  Die  Momente.    Die  soeben  entwickelten  Gleichungen 
lassen  sich  durch  Einführung  eines  neuen  Begriffes  zu  einem  kur- 
zen Theoreme  zusammenfassen,  welches  bald  nachher  erweitert 
werden  soll  und  Überhaupt  häufig  Anwendung  findet.    Die  einzel- 
nen Glieder  der  vorigen  Gleichungen  sind  Producte ,  deren  jedes 
eine  Kraft  und  eine  Coordinate  ihres  Angriffspunktes  zu  Faktoren 
hat,  wobei  man  die  Coordinate  als  Entfernung  des  Punktes   von 
der  entsprechenden  Coordinatenebene   betrachtet.     Jedes   solche 
Product  nennt  man  ein  Moment  der  Kraft  in  Beziehung  auf  eine 
Ebene.    Die  vorigen  Gleichungen  folgen  demnach ,  dass  das  Mo- 
ment der  Resultante  zweier  parallelen  Kräfte  gleich  der  Summe 
oder  Differenz  der  Momente  der  Componenten  ist,  jenachdem  die 
l^räfte  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  wirken.   Um  noch  diese 
beiden  Sätze  auf  einen  gemeinschaftlichen  Ausdruck  zu  bringen, 
legen  wir  den  Kräften  Vorzeichen  bei,  indem  wir  alle  in  dem  einen 
Sinne  wirkenden  Kräfte  als  positive  und  die  im  entgegengesetzten 
Sinne  thätigen  als  negative  bezeichnen;    wir  gelangen  damit    zu 
dem  Theoreme : 

Das  Moment  der  Resultante  zweier  irgendwie  pa- 
rallelen Kräfte  ist  gleich  der  algebraischen  Summe 
der  Momente  der  Componenten. 

Beliebig  viele  parallele  Kräfte. 

33.  Wir  betrachten  jetzt  eine  beliebige  Anzahl  paralleler 
Kräfte,  deren  Richtungen  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  lie- 
gen, und  setzen  zunächst  voraus,  dass  alle  Kräfte  in  gleichem 
Sinne  wirken.  Vereinigen  wir  die  ersten  beiden  Kräfte  zu  einer 
Resultante,  verbinden  diese  mit  der  dritten  Kraft,  die  neue  Re- 
sultante mit  der  vierten  Kraft  u.  s.  w. ,  so  gelangen  wir  schliesslich 
zu  einer  Resultante  ,  welche  der  Summe  der  parallelen  Kräfte 
gleichkommt  und  den  letztern  in  gleichem  Sinne  parallel  wirkt. 
Die  Resultante  geht  durch  einen  Punkt ,   dessen  Lage  von  den 
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Liagen  der  Angriffspunkte  der  Componenten  sowie  von  dem  Yer- 
lältniss  der  gegebenen  Kräfte  abhängt,  dagegen  von  der  Richtung 
ler  Componenten  und  den  absoluten  Grössen  der  letzteren  unab- 
längig  ist.  Diess  Alles  folgt  unmittelbar  aus  dem  über  die  Zu- 
lammen Setzung  zweier  Parallelkräfte  Gesagten. 

Wenn  nicht  alle  gegebenen  Kräfte  in  gleichem  Sinne  wirken, 
;o  kann  man  diejenigen  unter  ihnen,  welche  in  gleichem  Sinne  pa- 
allel  sind,  zu  einer  Resultante  zusammenziehen  und  ebenso  mit 
len  im  entgegengesetzten  Sinne  thätigen  Kräften  verfahren;  das 
vräftesjstem  ist  dann  auf  zwei  antiparallele  Kräfte  zurückgeführt, 
.ese  beiden  geben  im  Allgemeinen  eine  im  Sinne  der  grösseren 
K-raft  wirkende  Resultante  gleich  der  Differenz  beider  Kräfte. 
Der  Angriffspunkt  dieser  Resultante  bestimmt  sich  nur  durch  die 
Grössenverhältnisse  der  Componenten  und  die  Lage  ihrer  Angriffs- 
punkte. Sind  die  beiden  antiparallelen  Kräfte,  auf  die  das  Kräfte - 
System  zurückkommt ^  von  gleicher  Grösse,  so  ist  zu  untersuchen, 
ob  ihre  Angriffspunkte  dieselben  sind  oder  nicht.  Im  ersten  Falle 
hat  man  zwei  gleiche  direct  entgegengesetzte  Kräfte  mithin  Gleich- 
gewicht; im  zweiten  Falle  ist  weder  Gleichgewicht  noch  eine  Re- 
«jultante  und  ebensowenig  ein  Angriffspunkt  (Mittelpunkt)  vorhan- 
den; das  Kräftesjstem  reducirt  sich  dann  auf  ein  Kräftepaar. 

34.  Momentegleichung.  Das  in  Nr.  32  bewiesene  Theorem 
von  den  Momenten  zweier  parallelen  Kräfte  kann  leicht  auf  belie- 
big viele  Kräfte  ausgedehnt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  denken 
wir  uns  zunächst  das  ganze  Kräftesystem  in  zwei  Gruppen  von 
Kräften  zerlegt,  deren  erste  alle  in  dem  einen  Sinne  parallelen 
Kräfte  P\  P'\  P'"  . . .  enthält ,  und  deren  zweite  die  Kräfte  Q\  (/' 
if\..  entgegengesetzten  Sinnes  umfasst ;  die  Resultante  aller  P 
heisse  R ,  die  Resultante  aller  Q  entsprechend  S, 

Die  Kräfte  P'  und  P"  lassen  sich  durch  eine  Kraft  Pj  =  P' 
+  P"  ersetzen,  deren  Moment  in  Beziehung  auf  irgend  eine  Ebene 
gleich  ist  der  Summe  der  Momente  von  P'  und  P"  bezüglich  der- 
selben Ebene.  Femer  geben  P,  und  P"*  zusammen  eine  neue  Kraft 
Pt=/*i  + P'"  =  P' +  P"  +  P'",  und  das  Moment  von  P,  kommt 
überein  mit  der  Summe  der  Momente  von  P^  und  P'"  ist  also  gleich 
der  Summe  der  Momente  von  P\  P*\  P"\  Aus  dem  leicht  zu  über- 
sehenden Fortgange  dieser  Schlüsse  ergiebt  sich ,  dass  das  Moment 
von  R  ebensoviel  beträgt,  als  die  Summe  der  Momente  aller  in  der 
ersten  Gruppe  enthaltenen  Kräfte  P\  P",  P'"  ....  Ebenso  ist  das 
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Moment  von  S  gleich  der  Samme  der  Momente  aller  Kräfte  (/  t^ 
(J"  .  .  .  der  zweiten  Gruppe. 

Mit  Ausnahme  des  Falles  R  =  S^  in  welchem  R  und  5  ei 
Krfiftepi^ar  bilden ,  haben  nun  die  antiparallelen  Kräfte  eine  Jlt 
sultante  ,  deren  Moment  gleich  der  Differenz  der  Momente  von  i 
und  S  ist  also  etwa  =  Br  —  Ss^  wenn  r  und  $  die  Coordinaten  d»^ 
Angriffspunkte  von  R  und  S  bezeichnen.  Diese  Differenz  kam 
man  aber  direct  erhalten ,  wenn  man  die  Momente  aller  gegebene) 
Kräfte  P\  P" ,  . .  0\  Q>'...  in  irgend  einer  Ordnung  addirt  uni 
dabei  jeder  Kraft  das  positive  oder  negative  Zeichen  giebt,  jenach 
dem  sie  zur  Gruppe  der  P  oder  zur  Gruppe  der  Q  gehört.  Deu 
nach  gilt  der  allgemeine  Satz :  Das  Moment  der  ResultanH 
eines  Systemes  irgendwie  paralleler  Kräfte  istgleicl 
der  algebraischen  SummederComponentenmomente, 
wobei  alle  Momente  in  Beziehung  auf  eine  und  dieselbe  beliebi^'^ 
Ebene  zu  nehmen  sind. 

35.  Coordinaten  des  Mittelpunktes  parallele! 
Kräfte.  Durch  das  vorige  Theorem  ist  man  in  den  Stand  gesetzt^ 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  paralleler  Kräfte  unmittelbar 
aus  den  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieser  Kräfte  herzuleiten 
indem  man  der  Reihe  nach  die  Momente  der  Kräfte  in  Beziehung' 
auf  die  drei  Coordinatenebenen  berechnet.  Sind  nämlich  /*,  /'', 
P"  .  .  .  die  gegebenen  positiven  oder  negativen  Parallelkrafte 
aryz,  xyz\  x'z'y'..,  ihre  Angriffspunkte,  und  bezeichnen  wir 
ferner  die  Resultante  der  Kräfte  mit  R  und  ihren  Angriffspunkt 
mit  ociy^z^ ,  so  haben  wir  folgende  vier  Gleichungen 

R     =i>    +P'     +/>"     +  ... 

Rx,  =Px  +  P'x  +  P"x*  +  .  .  . 

oder  R  =  ZP, 

Dabei  ist,  wie  erwähnt,  der  Fall  auszunehmen,  in  welchem 
das  Kräftesystem  auf  ein  Kräftepaar  zurückkommt,  wobei  Ä  =  0 
wird ,  ohne  dass  Gleichgewicht  besti^t.  Vor  der  Hand  mag  diese 
Bemerkung  genügen,  da  wir  den  bezeichneten  Ausnahmefall  spä- 
terhin genauer  betrachten. 


Kfi' 


'  r 


r 


Viertes  CapiteL 
Theorie   der  Kräftepaare. 


Verlegang  der  Kräftepaare. 

36.  An  den  fest  mit  einander  verbundenen  Punkten  M  und  N 
mögen  zwei  Kräfte ,  jede  =  P,  nach  den 
antiparallelen  Richtungen  MS  und  iVT  wir- 
ken; man  hat  dann  ein  Kräftepaar,  in  wel- 
chem der  Winkel  aswischen  der  Verbindungs- 
linie der  Angriffspunkte  und  der  Kraftrich- 
tung ein  schiefer  ist.  Um  dieses  Paar  durcli 
ein  anderes  zu  ersetzen,  bei  welchem  jener 
Winkel  einem  jrechten  gleichkommt,  legen 
wir  durch  den  Halbirungspunkt  0  der  Ge- 
raden M 19"  eine  Senkrechte  ^i?  zu  den  Richtungen  der  antiparalle- 
len Kräfte  und  versetzen  die  Kräfte  nach  den  Durchschnitten  A 
und  By  sodass  nun  ein  neues  Kräftepaar  der  verlangten  Art  ent- 
steht. 

Jedem  schiefwinkligen  Kräftepaare  kann  also  ein 
rechtwinkliges  mit  der  nämlichen  Kraft  versehenes 
Paar  snbstituirt  werden. 

Ein  Kräftepaar  der  letzten  Art  bezeichnen  wir  im  Folgenden 
mit  P,  AB-,  die  zur  Kraftrichtung  senkrechte  Gerade  AB  möge  der 
Arm  (oder  die  Breite)  des  Paares  und  das  Product  P.  AB  das 
Moment  des  Paares  heissen. 

Denkt  man  sich  den  Arm  eines  Paares  als  drehbar  um  seinen 
Mittelpunkt  und  zwar  in  dem  Sinne  wie  die  angebrachten  Kräfte 
wirken ,  so  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  bei  den  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegenden  Kräftepaaren  zwei   entgegengesetzte 
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Dreliungsrichtungen  zu  tinterscheidcn  sind  ,  d.  h.  dass  es  sowoh! 
rechts-  als  linksdrehende  Paare  geben  kann.  Um  die  Drehungs- 
richtung eines  Paares  scharf  zu  bezeichnen ,  denken  wir  uns  im 
Mittelpunkte  des  Armes  eine  zur  Ebene  des  Paares  senkrechte 
Gerade  und  längs  derselben  einen  Beobachter  mit  den  Füssen  gegen 
die  Ebene  so  gestellt,  dass  er  die  Drehung  des  Paares  von  der 
Linken  zur  Rechten  vor  sich  gehen  sieht.  Die  Richtung,  nach 
welcher  dieser  Beobachter  längs  der  Normalen  hinsehen  mnss,  be- 
stimmt dann  die  Achsenrichtung  des  Paares;  Kräftepaaren 
von  entgegengesetzten  Drehungsrichtungen  entsprechen  dann  ent- 
gegengesetzte Achsenrichtungen. 

37.  Es  sei  P^  AB  ein  Kräftepaar,  AB'  eine  in  derselben  Ebene 

liegendeGerade  parallel  und  gleich 
A  B  ^  endlich  mögen  an  jedem  der 
Punktet'  und  B'  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte  P'  und 
/*"  in  der  Art  angebracht  sein,  da^s 
P'  und  JP"  der  Grösse  und  Rich- 
tung nach  mit  -P überein  kommen; 
die  Wirkung  aller  sechs  Kräfte  re- 
ducirt  sich  dann  auf  die  des  Kräfte- 
paares  /*,  AB^  da  sich  die  übrigen  vier  Kräfte  paarweis  aufheben. 
Andererseits  haben  die  an  A  und  B'  angreifenden  in^gleichem  Sinne 
parallelen  Kräfte  P  und  F'  eine  Resultante,  welche  =  /^  ^  7>"  ist 
und  parallel  P  im  Mittelpunkte  0  der  Geraden  AB'  angreift.  Aus 
gleichen  Gründen  geben  die  an  j^  und  B  wirkenden  Kräfte  Pund 
P"  eine  Resultante  i*  +  -P",  welche  im  Mittelpunkte  0  von  A'B  an- 
greift. Beide  Resultanten  sind  gleich  und  wirken  an  demselben 
Punkte  0  in  entgegengesetztem  Sinne;  sie  heben  sich  folglich  auf 
und  lassen  nur  das  Paar  P\  A'B'  übrig,  welches  nichts  anderes 
als  das  erste  parallel  zu  sich  selbst  verschobene  Paar  ist.  Man  wird 
ferner  bemerken,  dass  diese  Betrachtung  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  sich  A'B'  nicht  in  derselben,  sondern  in  einer  parallelen  Ebene 
denkt,  vorausgesetzt,  dass  diese  mit  jener  fest  verbunden  ist.  Dem- 
nach gilt  der  Satz : 

Ein  Kräftepaar  darf  ohne  Aenderung  seiner 
Wirkungsweise  parallel  zu  sich  selbst  verschoben 
werden. 

Behufs  weiterer  Untersuchung  sei  P,  A  B  ein  Kräftepaar ,  der 
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Flg.  15. 


Arm  desselben  durch  Drehung  um  seinen 
Mittelpunkt  0  in  eine  andere  Lage  A'ff 
i^ersetzt ,  an  jedem  der  Punkte  A'  und  B^ 
mögen  zwei  einander  entgegengesetzte  , 
Kräfte  senkrecht  zu  AB'  wirken  und  alle 
diese  Kräfte,  nämlich  P'  und  P"  an  A ',  so- 
wie P'  und  P"  an  iP',  der  Grösse  nach  ==/* 
sein ;  sämmtliche  sechs  Kräfte  kommen  dann 
auf  das  anfangs  genannte  Kräftepaar  zurück,  weil  sich  die  Kräfte 
P\  P\  P"y  P"  gegenseitig  zu  zweien  aufheben.  Andererseits  geben 
die  gleichen  Kräfte  P  und  P"  an  A  und  A' ,  welche  man  sich  an 
den  Durchschnitt  D  ihrer  Richtungen  verlegt  denken  kann ,  eine 
nach  D  0  wirkende  Besultante ;  ebenso  lassen  sich  P  ah  B  und  P" 
an  B*  nach  dem  Durchschnitte  C  verlegen  und  hier  zu  einer  nach 
CO  gerichteten  Resultante  vereinigen.  Diese  zwei  Resultanten  sind 
von  gleicher  Grösse  und  einander  direct  entgegengesetzt,  weil  ihre 
beiderseitigen  Richtungen  die  Winkel  AOA'  =^  BOB'  halbiren;  es 
heben  sich  also  jene  Resultanten  auf  und  lassen  nur  das  Kräfte- 
paar P\  A  *B'  übrig ;  d.  h. : 

Ein  Kräftepaar  kann  in  seiner  Ebene  um  einem 
beliebigen  Winkel  gedreht  werden. 

Denkt  man  sich  die  beiden  erwähnten  Verlegungen  des  Kräfte- 
paares nach  einander  vorgenommen,  so  hat  man  den  Satz : 

Ein  Kräftepaar  kann  ohne  Störung  seiner  Wir- 
kungsweise beliebig  versetzt  werden,  wenn  nur  seine 
Achse  in  demselben  Sinne  parallel  bleibt  und  der 
neue  Arm  mit  dem  früheren  fest  verbunden  ist. 

38.  Irgend  ein  Kräftepaar  P^AB  sei  gegeben ;  wir  verlängern 
seinen  Arm -iß  um  eine  beliebige  Strecke  p.     .g 

BC  und  bringen  an  den  Punkten  B^C^ 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte 
ö,  ö'  an,  für  welche  die  Relation 

Q.BC=P,AB 
gilt;  diese  Kräfte  heben  sich  zu  je  zweien 
gegenseitig  auf  und  lassen  folglich  das 

ursprüngliche  Paar  ungestört.  Die  Kräfte  P  fiu  A  und  Q'  an  C  be- 
sitzen nun  eine  Resultante  =  P+  jß',  deren  Richtung  in  gleichem 
Sinne  parallel  mit  P  und  Q*  ist,  und  deren  Angriffspunkt  vermöge 
der  obigen  Gleichung  nach  B  i^llt.  An  demselben  Punkt  wirkt  aber 


f 


^' 


<l 
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im  entgegengesetztem  Sinne  die  Kraft  P+Q  =  P+  0'  und  hebt 
folglich  jene  Resultante  anf.  Demnach  bleibt  nur  das  Kraft^'psftr 
Qy  BC  übrig,  Welches  in  demselben  Sinne  wie  das  ursprünglicb«* 
Paar  wirkt  und  das  nämliche  Moment  besitat.  Diess  giebt  mit  dem 
in  Nr.  37  Bewiesenen  zusammen  den  Satz : 

Jedes  Kräftepaar  kann  durch  ein  anderes  ersetzt 
werden,  dessen  Achse  in  gleichem  Sinne  parallel  der 
Achse  des  ersten  Paares  ist,  und  dessen  Moment  dem 
Momente  jenes  Paares  gleichkommt. 

pie  Wirkung  eines  Paares  bestimmt  sich  hiernach  einzig  und 
allein  durch  die  Richtung  seiner  Achse  und  durch  sein  Moment. 
Denken  wir  uns  künftig  das  Moment  jedes  Kräftepaares  als  eine 
auf  der  Achse  von  deren  Anfange  aus  abgeschnittene  Strecke,  so 
haben  wir  den  Vortheil,  Kräftepaare  ebenso  wie  Einzelkräfte  durch 
Strecken  von  bestimmter  Richtung  geometrisch  darstellen  zu  kön- 
nen. Nur  findet  der  Unterschied  statt;  dass  diese  Geraden  bei 
Kräftepaaren  parallel  zu  sich  selbst  beliebig  verschoben  werden 
dürfen ,  während  sie  bei  Kräften  bloss  in  ihrer  eigenen  Richtung 
fortgleiten  können.  , 


Zasammensetznng  der  Eraftepaare. 

39.  Zusammensetzung  für  parallele  Achsen.  Wenn 
mehrere  mit  parallelen  Achsen  versehene  Kräftepaare  in  verschie- 
denen (also  parallelen)  Ebenen  liegen,  so  können  sie  zunächst  in 
eine  Ebene  verlegt  werden,  und  hier  lässt  sich  jedes  Paar  durch 
ein  anderes  ersetzen,  wenn  letzteres  nur  dasselbe  Moment  besitzt 
und  im  gleichen  Sinne  wirkt.  Diese  Substitution  kann  so  g<*' 
schehen,  dass  die  neuen  Kräftepaare  einen  und  denselben  Arm 
erhalten,  denn  wenn  aP,  aP\  d' P*\  . .  die  Momente  der  ursprüng- 
lichen Paare  sind  und  h  der  gemeinschaftliche  Arm  der  neuen  Paare 
werden  soll,  so  braucht  man  die  Kräfte  ö»  Q\  ö" .  •  •  nur  nach  den 
Formeln 


II  r\  II 


Q=^^J1,      ß'  =  ^'-0"  =  «"ö 


zu  bestimmen  um  sofort  aP=:  bQ^  aP'^=ibQ\  a"P"  =  f> jp" . .  • 
zu  erhalten.  Bringt  man  ferner  die  Arme  der  neuen  Paare  zvr 
Deckung,  so  fallen  die  Richtungen  aller  der  Kräfte  zusammen^ 
welche  von  Kräftepaaren  gleichen  Sinnes  herrühren  und  es  lassen 
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sicli  an  jedem  Endpunkte  des  Armes  b  die  daselbst  vorhandenen 
Kräfte  zu  einer  einzigen  Kraft  vereinigen;  diese  beträgt  soviel  als 
die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  rechtsdrehenden  nnd  der 
Summe  der  linksdrehenden  Kräfte,  und  wirkt  im  Sinne  der  grösse- 
ren von  beiden  Summen.  Demnach  bleibt  ein  Kräftepaar  mit  dem 
Arme  b  übrig,  dessen  Moment  dem  Prodncte  aus  b  in  die  vorhin 
genannte  Kräftedifferenz  gleichkommt  also  =  6  (<P  +  ö'  +  Q" 
+  .  . .)  =aP+ aP*  +  a'P"  isij  wobei  wir  die  Summe  im  alge- 
braischen Sinne,  d.  h.  die  Momente  als  positiv  oder  negativ  nehmen 
jenachdem  die  Paare  rechts  oder  links  drehende  sind ;  das  Vor- 
zeichen der  Summe  bestimmt  dann  von  selbst  die  Dreliungsrichtung 
des  resultirenden  Paares.  Letzteres  kann  nach  den  früheren 
Sätzen  verlegt  und  umgeformt  werden. 

Denkt  man  sich  die  Momente  der  betreffenden  Paare  auf  deren 
Achsenrichtungen  aufgetragen  und  nennt  jede  solche  Strecke  die 
Achse  des  zugehörigen  Paares,  so  lässt  sich  das  erhaltene  Resul- 
tat folgendermaassen  zusammenfassen : 

UmKräftepaare  mit  parallelen  Achsen  zusammen- 
zusetzen, verlegt  man  deren  Achsen  so,  dass  letztere 
einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  erhalten 
und  führt  die  Zusammensetzung  so  aus,  als  ob  die  Ach- 
sen Kräfte  wären;  die  erhaltene  Resultante  ist  dann 
der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Achse  des  resulti- 
renden Paares. 

40.  Zusammensetzung  für  nicht  parallele  Achsen. 
Zwei  beliebige  Paare  verlegen  wir  zunächst  so ,  dass  ihre  Achsen 
einen  und  denselben  Anfangspunkt  j4  bekommen  und  durch  die 
Strecken  ABy  AC  dargestellt  werden. 
Die  Ebenen  der  beiden  Paare  schnei- 
den die  Ebene  ABC  in  zwei  Gera- 
den AMy  AN,  welche  beziehtingsweis 
auf  AB,  AC  senkrecht  sind  und  durch 
den  Punkt  A  gehen.  Den  beiden  Paaren 
geben  wir  Arme,  welche  ihren  Achsen 
gleich  sind,  nämlich  AM=^  AB  ^  AN 
=^ACy  und  es  besitzen  dann  die  an  den 
Armen  wirkenden  Kräfte  eine  und  die- 
selbe, der  Einheit  gleiche  Intensität. 
Endlich  verlegen  wir  die  Paare  noch  so- 
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-weit,  dass  beide  eine  in  gleichem  Sinne  in  A  angreifende  Kraft 
besitzen,  dass  also  an  A  zwei  gleiche  in  gleichem  Sinne  wirkende 
Kräfte  zusammenkommen.  Dabei  liegen  AM  und  Alf  (die  Mo- 
mente der  Paare)  so,  dass  eine  um  A  ausgeführte  Drehung  von 
90®,  welche  ^^nach  AB  brächte,  gleichzeitig  das  Zusammenfallen 
von  A^  mit  AC  bewirken  würde. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  verschieben  wir  das  mit  dem 
Arme  ^^  versehene  Paar  soweit  parallel  zu  sich  selbst,  dass  der 
Arm  desselben  nach  Off  fallt;  die  eine  seiner  Kräfte  hebt  dann 
die  an  If  wirkende  Kraft  auf,  und  die  ursprünglich  vorhandenen 
vier  Kräfte  reduciren  sich  auf  ein  Kräftepaar,  dessen  Achse  die 
Diagonale  des  Parallelogrammes  BACD  ist;  die  Ebene  des  letz- 
teren steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Paares  nach  der  gehörigen 
Seite.  Da  ferner  die  Kräfte  des  rcsultirenden  Paares  den  Kräften 
der  anfänglichen  zwei  Paare  gleich  sind,  so  muss  auch  sein  Mo- 
ment durch  den  Arm  AO  oder  durch  die  ihm  gleiche  Strecke  AB 
dargestellt  sein ;  hiermit  gelangt  man  zu  dem  Satze : 

Zwei  Kräftepaare  mit  nicht  parallelen  Achsen 
lassen  sich  zu  einem  einzigenPaare  zusammensetzen, 
dessenAchse  nach  Richtung  und  Grössedurch  die  Dia- 
gonale desjenigen  Parallelogrammes  dargestellt 
wird,  welches  aus  den  Achsen  der  Componenten paare 
gebildet  ist. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Theoremes  kann  man  be- 
liebig viele  Kräftepaare  zu  einem  einzigen  Kräftepaare  vereinigen 
und  überhaupt  für  alle  Fälle  folgende  Regel  aussprechen : 

Um  irgend  welche  Kräftepaare,  deren  Achsen  be- 
liebige Grössen  und  Richtungen  haben,  zusammenzn- 
setzen,  verschiebt  man  alle  Achsen  nach  einem  ge~ 
meinschaftlichen  Anfangspunkte  und  setzt  sie  so  zu- 
sammen, als  wenn  sie  Kräfte  bedeuteten;  die  entste- 
hende Resultante  giebt  dann  derGrösse  und  Richtung 
nach  die  Achse  des  resultirenden  Paares. 

Vermöge  dieser  Analogie  zwischen  den  Kräften  an  einem 
Punkte  und  den  Achsen  der  Kräftepaare  lassen  sich  den  auf  Zu- 
sammensetzung und  Zerlegung  der  Kräfte  an  einem  Punkte  bezüg- 
lichen Sätzen  analoge  Theoreme  für  die  Kräftepaare  zur  Seite 
stellen.  Dem  Parallelepiped  der  Kräfte  z.  B.  entspricht  das  Pa- 
rallepiped  der  Kräftepaare,  auch  bleiben  die  metrischen  Relationen 
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zwiscilen  den  Componenten  and  der  Resultante  die  nämlichen  für 
die  Achsen  der  Componentenpaare  und  des  Resultantenpaares. 
Diess  wird  keiner  weiteren  Auseinandersetzung  bedürfen. 

Gleichgewichtsbedingungen  für  Kräftepaare. 

41.  Bei  Kräftepaaren  mit  parallelen  Achsen ,  also  bei  Kräfte- 
paaren in  derselben  Ebene  oder  in  Parallelebenen,  ist  es  zum 
Gleichgewichte  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  algebraische 
Summe  ihrer  Momente  verschwindet,  denn  eben  dies9  Summe  bil- 
det das  Moment  des  resultirenden  Paares. 

Bei  nicht  parallelen  Achsen  folgt  aus  der  Analogie  zwischen 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  und  jener  der  Achsen,  dass  die 
algebraischen  Summen  der  Achsenprojectionen  auf  drei  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Gerade  einzeln  für  sich  verschwinden  müssen 
wenn  Gleichgewicht  vorhanden  sein  soll.  Liegen  alle  Achsen  in 
einer  und  derselben  Ebene  oder,  was  Dasselbe  ist,  sind  die  Ebenen 
aller  Kräftepaare  senkrecht  zu  einer  und  derselben  Ebene,  so 
brauchen  jene  Projectionssummen  nur  in  Beziehung  auf  zwei  nicht 
parallele  in  der  nämlichen  Ebene  liegende  Gerade  zu  verschwinden. 


Analytische  Mechanik. 


Fttnftes  Capitel. 

Gleichgewichtsbedingungen   für  ein  vollkommen 

freies  starres  System. 


Allgemeine  Eednction  der  Kräfte. 

42.  Die  Wirkung  einer  am  Punkte  M  angreifenden  Kraft  wird 
nicht  geändert ,  wenn  man  M  mit  einem  andern  Punkte  N  fest  ver- 
bindet und  an  letzterem  zwei  gleich  grosse  und  entgegengesetzte 
Kräfte  anbringt;  nimmt  man  diese  parallel  und  gleich  P,  so  bat 
man  drei  Kräfte ,  welche  sich  auch  als  Verbindung  der  Kraft  P  an 
N  mit  dem  Kräftepaare  P^  MN  ansehen  lassen;  d.  h. 

Jede  Kraft  lässt  sich  ersetzen  durch  eine  gleiche 
und  parallele  Kraft  an  einem  anderen  fest  mit  dem 
ersten  verbundenen  Angriffspunkte  und  durch  ein 
Kräftepaar  zwischen  beiden  Angriffspunkten. 

Bei  mehreren  Kräften  an  verschiedenen  Punkten  kann  diese 
Substitution  so  vorgenommen  werden ,  dass  der  Angriffspunkt  {X) 
aller  verlegten  Kräfte  derselbe  ist;  man  erhält  dann  alle  Kräfte 
parallel  zu  sich  selbst  an  einen  und  denselben  Punkt  verlegt  und 
ausserdem  eine  gleiche  Anzahl  von  Kräftepaaren,  deren  Ebenen 
im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.  Alle  jene  Kräfte 
lassen  sich  zu  einer  Kraft,  ebenso  alle  Kräftepaare  zu  einem 
einzigen  Kräftepaar  zusammenziehen ,  d.  h. 

Irgendwelche  an  verschiedenen  fest  mit  mit  ein- 
ander verbundenen  Angriffspunkten  wirken  de  Kräfte 
lassen  sich  immer  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar 
zurückfilhren. 

Da  nun  eine  Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar  sich^JP^enseitig 
nicht  aufheben  können  (weil  ein  Paar  nicht  durchjerMI^ Kraft  ersetz- 
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bar  ist)  so  bestehen  die  zum  Gleichgewichte  eines  starren  und  freien 
Systemes  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen  darin, 
dass  sowohl  die  Kraft  als  dass  Kraftepaar  einzeln  verschwinden. 
Jede  dieser  Bedingungen  wird  im  Allgemeinen  durch  drei  Gleich- 
ungen ausgedrückt,  es  gehören  daher  sechs  Bedingungsgleichungen 
zum  Gleichgewichte  eines  derartigen  Systemes. 

Bevor  wir  indessen  die  allgemeinen  Formeln  entwickeln,  be- 
trachten wir  erst  den  speciellen  Fall  paralleler  Kräfte ,  da  es  be- 
quemer ist ,  denselben  direct  zu  behandeln ,  als  ihn  aus  den  allge- 
meinen Untersuchungen  herzuleiten. 


Gleichgewicht  und  ZusammeiuetzaBg  paraUdler  Kräfte. 

43.  Wir  setzen  zunächst  parallele  Kräfte  in  einer  Ebene  vor- 
aus und  legen  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  ^er  nämlichen  Ebene 
eine  Gerade  senkrecht  zu  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der 
Kräfte ;  diese  Normale  betrachten  wir  als  Abscissenachse  mit  dem 
Anfangspunkte  0.  Die  Lagen  der  einzelnen  Kräfte  sind  vollstän- 
dig bestimmt  durch  die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die  Ab- 
scissenachse von  den  Kraftrichtungen  geschnitten  wird;  selbstver- 
ständlichkönnen die  zu  den  einzelnen  Kräften  gehörigen  Abscissen 
ebensowohl  positiv  als  negativ  sein. 

Ist  nun  P  eine  der  parallelen  Kräfte  und  x  die  entsprechende 
Abscisse  ,  so  lässt  sich  P  durch  eine  an  0  wirkende ,  im  gleichen 
Sinne  parallele  und  gleichgrosse  Kraft  und  durch  ein  Kräftepaar 
mit  dem  Momente  Px  ersetzen.  Hierbei  ist  auf  das  Vorzeichen 
von  Px  zu  achten ,  und  indem  man  die  vier  verschiedenen  Oombi- 
nationen  der  Vorzeichen  von  P  und  x  durchgeht ,  bemerkt  man 
leicht,  dass  der  Sinn  des  Kräftepaares  sich  in  den  entgegengesetz- 
ten umändert,  wenn  eine  der  Grössen  P  und  x  negativ  wird,  dass 
dagegen  der  Sinn  des  Kräftepaares  bei  gleichen  Vorzeichen  von 
P  and  X  derselbe  bleibt;  das  Product  Px  hat  demnach  für  alle 
Paare  des  entgegengesetzten  Sinnes  das  entgegengesetzte  Zeichen. 
Die  algebraische  Summe  aller  Momente  nämlich 

Px  +  P'x  +  P"x'  +  ...  —  Z  {Px) 
giebt  nun  das  Moment  des  resultirenden   Paares  und  durch   ihr 
Vorzeichen  den  Sinn  desselben ;  ebenso  bestimmt  die  algebraische 
Summe 

P+P'  +  P*'  +  ...  —  2P 

3* 
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die  Öröfl$e  und  Bicbtmng  der  parallel  nach  0  verlegten  Kräfte.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  sind  jetzt 

^i>  =  0   und2;(i^a:)  =  0; 
sie  lassen  sich  leicht  in  Worte  übertragen ,  wenn  man  unter  dem 
Momente  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  einem  Punkt  das  Product 
aus  der  Kraft  in  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Geraden, 
längs  welcher  die  Kraft  wirkt,  versteht;  man  hat  dann  den  Satz  : 

Zum  Gleichgewichte  paralleler  Kräfte,  welche 
in  einer  Ebene  an  einem  freien  Systeme  fest  mit  ein- 
ander verbundener  Punkte  wirken,  ist  es  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  erstens  die  algebraischeSumme 
jener  Kräfte  verschwindet,  und  dass  zweitens  die  al- 
gebraische ^uiame  ihre«  Momente  in  Beziehung  auf 
irgend  eineh  Punkt  derselben  Eben'e  gleich  Null  ist. 

Wenn  die  erwähnten  Bedingungen  in  Beziehung  auf  einen 
Pnnkt  der  Ebene  erfüllt  sind ,  so  findet  Gleichgewicht  statt  und 
folglich  muss  die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte  auch  in  Be- 
ziehung auf  jeden  anderen  Punkt  der  Ebene  verschwinden.  Es 
würde  keine  Schwierigkeit  haben,  diesen  Satz  direct  aus  den  bei- 
den Bedingungsgleichungen  herzuleiten. 

44.  Bei  nicht  vorhandenem  Gleichgewichte ,  d.  h.  wenn  nicht 
gleichzeitig  ZP^=^0  und  E{Px)  =0  ist,  kann  man  nach  der  Re- 
sultante des  Kräftesystems  fragen ,  vorausgesetzt ,  dass  eine  solche 
existirt.  Ist  nun  R  ihr  positiver  oder  negativer  Werth  und  ;r|  die 
ihr  entsprechende  Abscisse,  so  kommt  das  System  ins  Gleichge- 
wicht, sobald  eine  der  Resultante  R  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kraft  hinzutritt,  man  hat  daher 

—  Ä  +  2i>  =  0 ,      —Rx^  +  £  (Px)  =  0, 
woraus  folgt 

R  =  £P,      Rx^  =  S{Px)  oderari  =  ^^^. 

Bei  dieser  Bestimmung  der  Resultante  muss  der  Fall  ausge- 
nommen werden,  in  welchem  £Pz=^0  ist  ohne  dass  zugleich  £(^Px) 
verschwindet;  es  wird  nämlich  unter  diesen  Umständen  a:|=oo 
und  das  Kräftesystem  reducirt  sich  auf  ein  Kräftepaar.  In  jedem 
anderen  Falle  existirt  eine  Resultante  gleich  der  algebraischen 
Summe  d^r  Componenten,  und  die  Gerade,  längs  welcher  sie  wirkt, 
liegt  von  0  entfernt  um  eine  Strecke  gleich  der  algebraischen  Summe 
der  Momente  dividirt  durch  die  algebraische  Summe  der  Kräfte. 
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Fig.  18. 


■p 


45.  Um  für  parallele  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte 
die  entsprechenden  Gleichgewichtsbedingungen  zu  finden,  legen 
wir  zunächst  eine  auf  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der  Kräfte 
senkrechte  Ebene  und  ferner  irgend  zwei  den  Kräften  parallele 
Ebenen.  Die  beiden  letzteren  Ebenen  schneiden  die  erste  in  zwei 
Geraden ;  diese  nehmen  wir  zu  Coordinatenachsen  der  x  ubd  der 
y,  wobei  wir  als  bekannt  die  Coordinaten  der  Funkte  voraussetzen^ 
in  denen  die  Kräfte ,  oder  die  sie  repräsentirenden  Geraden ,  die 
ory- Ebene  schneiden.  Ein  solcher 
Funkt  sei  z.B.  /  und  seine  Coordina- 
ten AB-=  x^  AC=y]  letztere  sind 
identisch  mit  den  beiden  ersten  Coor- 
dinaten des  eigentlichen  Angriffspunk- 
tes ^der  betreffenden  Kraft,  wenn  man 
sich  diesen  Funkt  auf  das  zu  Grunde 
liegende  Coordinatensjstem  derx,  y,  z 
bezogen  denkt. 

Die  an  itf  parallel  zur  jz- Achse  wir- 
kende Kraft  P,  deren  Richtung  durch  ^ 
I  geht ,  lässt  sich  durch  eine  gleiche 
und  in  gleichem  Sinne  parallele  Kraft  P  an  ^  und  durch  das  Kräfte- 
paar Pj  AI  ersetzen.  Denken  wir  uns  ferner  an  C  zwei  iBhtgegen- 
gesetzte  Kräfte  beide  parallel  und  gleich  jP  angebracht,  so  dürfeA 
wir  das  erwähnte  Kräftepaar  in  die  beiden  Paare  P,%iC  und  P,  CI 
zerlegen,  von  denen  das  letztere  parallel  zu  sich  selbst  in  die 
Ebene  xz  verschoben  werden  kann;  statt  des  Kräftepaareö  P,  AI 
haben  wir  dann  die  Faare  P,  AC  und  P^  AB.  Das  erste  liegt  in  der 
Ebene  yz  und  besitzt  das  Moment  Py,  das  zweite  liegt  in  der 
orr- Ebene  und  sein  Moment  ist  Px.  Hierbei  überzeugt  man  sich 
wie  früher  leicht,  dass  diese  Momente  positiv  oder  negativ  sind, 
jenachdem  die  betreffenden  Faare  in  dem  einen  oder  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  wirken.  Zerlegen  wir  auf  gleiche  Weise  alle 
Kräflepaare  und  vereinigen  dann  die  in  einer  Ebene  liegenden 
Paare,  so  reduciren  wir  alle  Faare  auf  zwei,  welche  in  den  Ebenen 
xzj  yz  liegen  und  beziehungsweise  die  Momente  £{Px),  £{Py) 
besitzen.  Ausserdem  bleiben  noch  die  nach  i^- parallel  irerlegten 
Kräfte,  deren  Resultante  =  2P  ist. 

Zum  Gleichgewichte  gehört  nun ,  dass  einerseits  £P  =  0  ist 
und  dass  andererseits  das  resultirende  Paar ,  welcbes  aus  den  bei- 
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den  zuletzt  erhaltenen  Paaren  construirt  werden  könnte ,  gleich- 
falls verschwindet.  Diess  ist,  weil  jene  Paare  nicht  in  parallelen 
Ebenen  liegen ,  nur  möglich ,  wenn  die  Paare  einzeln  verschwin- 
den ;  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  sind  folglich 

£P=0,      £(Pxl^O,      2{Py)=0. 

46.  Bei  nicht  vorhandenem  Gleichgewichte  kann  man  nach 
der  Resultante  der  Kräfte  fragen,  vorausgesetzt,  dass  eine  solche 
existirt.  Nennen  wir  R  ihre  Grösse  und  .Tj^i  den  Punkt,  in  welchem 
sie  die  Ebene  xy  triflPt,  so  wird  das  Gleichgewicht  herbeigeführt, 
sobald  man  im  Punkte  Xij/i  die  Kraft  — -R  anbringt;  diess  giebt 
die  Gleichungen 

—  ä+2:P  =  0,  —Rx^  +  £{Px)  =  0,   ~%,  +  2:(Py)  =  o, 

oder 

B=£P^  Bx^=z£{Px),  Ry,  =  Z{Py), 

_  Z  {Px)  ZjPy) 

Eine  Ausnahme  bildet  hier  der  Fall,  wenn  £P=^0  ist,  ohne  dass 
gleichzeitig  Z{Px)  und  £{Py)  verschwinden;  man  erhält  dann 
OT)  =  QO ,  y^  =  00  ,  und  das  Kräftesjstem  reducirt  sich  auf  ein 
Kräftepaar. 

47.  Wie  schon  bemerkt  wurde ,  bedeuten  in  den  vorigen  For- 
meln X  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes ,  in  welchem  die  Rich- 
tung der  Kraft  P  die  ory- Ebene  schneidet,  zugleich  können  x  und 
y  auch  als  di^  beiden  ersten  Coordinaten  des  eigentlichen  Angriffs- 
punktes von  i* betrachtet  werden,  wobei  der  Winkel  zwischen  den 
Ebenen  xy  und  yz  willkührlich  bleibt;  die  dritte  Goordinate  (z) 
des  Angriffspunktes  jeder  Kraft  kommt  in  den  Formeln  nicht  vor. 
Verstehen  wir  nun  unter  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf 
eine  Ebene  das  Product  aus  der  Kraft  in  den  senkrechten  oder 
schiefen  Abstand  ihres  Angriffspunktes  von  jener  Ebene,  so  kön- 
nen wir  die  erhaltenen  Resultate  folgendermaassen  in  Worte  über- 
tragen : 

1)  Zum  Gleichgewichte  eines  Sjstemes  paralleler 
Kräfte  ist  es  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
erstens  die  algebraische  Summe  der  Kräfte  verch win- 
det und  dass  zweitens  die  algebraischenSummen  ihrer 
Momente  in  Beziehung  auf  zwei  Ebenen,  die  sich  in 
einer  denKräftenparallelenGeraden  schneiden,  ein- 
zeln gleich  Null  sind. 
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2)  Die  liesultaute  eines  Systemes  paralleler 
Kräfte  ist  die  algebraische  Summe  der  letzteren;  ihr 
Moment  in  Beziehung  an f  irgend  eine  deuKräften  pa- 
rallele Ebene  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Momente  der  Componeuten. 

3)  -Die  Kräfte  haben  nurindemeinenFallekeine 
Resultante,  wo  ihre  Summe  verschwindet,  ohne  dass 
gleichzeitig  die  Summen  ihrer  Momente  in  Beziehung 
auf  zwei  sich  schneidende  den  Kräften  parallele  Ebe- 
nen einzeln  verschwinden. 

48.  Der  Angriffspunkt  der  Resultante  (der  Mittelpunkt  der 
parallelen  Kräfte)  bleibt  ungeändert,  wenn  die  Kräfte  ohne  Stö- 
rung ihres  Parallelismus  um  ihre  Angriffspunkte  gedreht  werden, 
liieraus  folgt,  dass  das  Moment  der  Resultante  in  Beziehung  auf 
irgend  eine  Ebene-  gleich  ist  der  Summe  der  Momente  der  Compo- 
nenten  in  Beziehung  auf  dieselbe  Ebene;  denn  wenn  man  die  Kräfte 
soweit  dreht ,  dass  sie  dieser  Ebene  parallel  zu  liegen  kommen,  so 
gilt  der  Satz  nach  Nr.  2  und  bleibt  nachher  auch  für  jede  andere 
Lage  richtig ,  weil  die  Momente  bei  der  Drehung  in  eine  andere 
Lage  keine  Aenderung  erleiden. 

49.  Der  positive  oder  negative,  normale  oder  schiefe  Abstand 
des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte  von  irgend  einer  Ebene 
ist  hiernach  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente  jener 
Kräfte  in  Beziehung  auf  diese  Ebene  dividirt  durch  die  algebraische 
Summe  der  Kräfte.  Man  erhält  folglich  die  •  drei  rechtwinkligen 
oder  schiefwinkligen  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  parallelen 
Kräfte ,  wenn  man  die  genannten  Quotienten  in  Beziehung  auf  die 
drei  Coordinatenebenen  berechnet. 

Soll  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  in  eine  bestimmte 
Ebene  zu  liegen  kommen ,  so  ist  es  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Momentensumme  der  Kräfte  in  Beziehung  auf  diese  Ebene 
verschwindet. 


Oleiohgewichtsbedingongen  für  beliebige  Kräfte  im  Baume. 

50.  Obschon  die  Zugrundelegung  eines  rechtwinklichen  Coor- 
dinatensystemes  am  bequemsten  für  die  Rechnung  sein  würde ,  so 
gehen  wir  doch ,  um  die  Frage  ganz  allgemein  zu  behandeln ,  von 
einem  schiefwinkligen  Coordinateiisjrsteme  aus.   Wir  denken  uns 
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dabei  beliebige  fest  mit  einander  verbundene  Punkte  M^M\M'\,. 
durch  ihre  schiefwinkligen  Coordinaten  xyz^  ^*y'^  ^  x"y'z\, .  be- 
stimmt und  an  diesen  Punkten  die  Kräfte  P^  P\  P" ..,  nach  ir- 
gend welchen  Richtungen  im  Baume  wirkend.  Jede  dieser  Kräfte 
zerlegen  wir  in  drei  Componenten  parallel  zu  den  Coordinaten- 
achsen,  z.  B.  P  in  X,  F,  Z,  und  betrachten  diese  Componenten  als 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  sie  im  Sinne  der  gleichnamigen 
positiven  oder  negativen  Coordinaten  wirken. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  geben  wir 

■pj     jg  dem  Punktet  die  drei  positiven Goor- 

^  ,  dinaten  AB  =  x^   AC=^yy    NM  =  z 

I  j     ^^  und  denken  uns  die  in  M  angreifenden 

m^^  2r   Componenten  X^  F,  Z  als  positiv.    Die 

'  I  Kraft  Z  an  ilf  ersetzen  wir  nun  durch 

_^^    '   B  di©  gleiche  und  in  gleichem  Sinne  pa- 

^^'^h'l  rallole  Kraft  Z  &n  A  und  durch  das  in 

^  ^  der  Ebene  MAN  liegende  Kräftepaar 

Z,  AM=z  Z,  AN'^  das  letztere  zerlegen 
wir  in  die  Paare  Z,  AB  und  Z^  ACy 
welche  beziehungsweise  in  den  Ebenen  zx  und  zy  liegen.  Beide 
Paare  sind  schiefwinklige  aber  nach  Nr.  36  leicht  in  rechtwinklige 
zu  verwandeln,  wenn  man  AB  mit  dem  Sinus  des  Coordinatenwin* 
kels  zx  und  ^ C  mit  5m  (2 ^)  multiplicirt ;  bezeichnen  wir  überhaupt 
die  Sinus  der  Coordinaten winkel  xy,  xzy  yz  der  Beihe  nach  mit 
c,  bj  a,  so  ist,  einstweilen  abgesehen  vom  Vorzeichen,  Zxb  das» 
Moment  von  Z,  AB  und  Zya  das  Moment  von  Z,  AC, 

Hinsichtlich  der  Vorzeichen  der  Momente  wollen  wir  die  Be- 
stimmung treffen ,  dass  ein  Paar  als  positiv  gelten  soll,  wenn  seine 
Achse  von  der  Ebene  des  Paares  aus  nach  derselben  Seite  des 
Raumes  hingeht,  wie  die  positive  Seite  der  dritten  in  jener  Ebene 
nicht  begriffenen  Coordinatenachse;  im  entgegengesetzten  Falle 
bringen  wir  das  Paar  als  negativ  in  Kechnung.  Hiernach  ist  das 
Paar  Z,  AB  negativ,  mithin  sein  Moment  =  —  bxZ,  dagegen  das 
Paar  Z,  ^6' positiv  mit  dem  Momente  +  ayZ^ 

Jede  der  Kräfte  X  und  Fgiebt  auf  ähnliche  Weise  eine  gleiche 
und  im  gleichen  Sinne  parallele  Kraft  an  A  nebst  einem  Paare, 
dessen  Moment  sich  nach  dem  vorigen  Verfahren  finden  oder  auch 
durch  blosse  Buehstabenvertanschnng  ableiten  lässt.  Die  Kraft 
Y liefert  in  der  yz- Ebene  eip  Paar  mit  dem  Momente  —  azT  und 


_      41      - 

in  der  ya;- Ebene  ein  Paar  mit  dem  Momente  +cxY:  die  Kraft 
JC  giebt  in  der  ary-  Ebene  ein  Paar  mit  dem  Momente  —  cyX  und 
in  der  xz- Ebene  ein  Paar  mit  dem  Momente  -^'bzX. 

Stellen  wir  nun  alle  länge  derselben  Geraden  wirkenden 
Kräfte  und  alle  in  denselben  Ebenen  tbätigen  Paare  zusammen, 
so  haben  wir 

in  der  a:- Achse  die  Kräfte  X,  X\  X" 

>»       »>     *  n         )»  n         ^,     Ä  ,     ^     .  .  .  . 

in  der  ^^-Ebene  die  Paare  ayZ,  —  azY^  ayZ^  —  azT .  ... . 
,,     „  zx      „        ,,        „      hzXy — bxZjbzX'y — bxZ\... 

„     „    xy      „        „        „      cxY,  —  cyXy  cxX^  —  cyX' 

Von  der  Allgemeinheit  dieser  Ausdrücke  überzeugt  man  sich 
wie  früher  leicht,  wenn  man  für  irgend  ein  Paar  die  vier  möglichen 
Kombinationen  der  Yorzeichen-von  Kraft  und  Coordinate  durchgeht. 
Durch  Vereinigung  der  in  einer  Horizontalreihe  stehenden 
Kräfte ,  sowie  der  entsprechenden  Kräftepaare  reducirt  sich  das 
ganze  Kräftesystem  auf  die  drei  längs  der  Coordinatenachsen  wir- 
kenden Kräfte 

^  £X,      ZY,      £Z, 

und  auf  drei  in  den  gegenüberliegenden  Coordinatenebenen  thätige 
Kräftepaare,  deren  Momente  sind 

aE{yZ  —  zY),     b£{zX—yZ),     c2{xY—yX). 
Soll  nun  Gleichgewicht  stattfinden,  so  müssen  ebensowohl  jene 
Kräfte  als   diese   Paare  einzeln  verschwinden;   diess  giebt  nach 
Weglassung  der  gemeinschaftlichen  constanten  Faktoren  * 

£X=0,     ZY=zO,     £Z  =  0, 
£{yZ—zY)=Q,     2{zX-^xZ)=0,     2{xY—yX)  =  0', 
diess  sind  die  zum  Gleichgewichte  eines  vollkommen  freien  starren 
Systemes  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen. 

Für  den  speciellen  Fall  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
sjstemes  mögen  o,  /?,  /  die  Winkel  bezeichnen ,  welche  die  Rich- 
tung einer  Kraft  i' mit  den  positiven  Seiten  der  Coordinatenachsen 
einschliesst;  wir  haben  dann 

Xz=Pcosa,      Y=rPcosß,     Z  =  Pcosy, 
mithin  werden  die  sechs  Bedingungen  des  Gleichgewichts : 
i:{Pcosct)  =  0,     2{Pcosß)=0y     2:(i>co8y)  =  0, 
£[P{y  C09y  —  z  cos  |5)]  =  0,     ,E[P{z  cos  n  —  x  cos  y)]  =  0^ 

S  [P{x  cosß  —  y  cos  a)]  =0, 
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Oleichgewichtsbedingongen  for  Kräfte  in  einer  Ebene. 

51.  Weuii  alle  Kräfte  in  eiuer  uud  derselbeu  Ebene  wirken, 
60  kaun  man  diese  zur  a:y- Ebene  nehmen  und  es  siud  dann  ebeu- 
sowohl  die  mit  z  bezeichneten  Coordinaten  als  auch  die  gleich- 
namigen Kräfte  gleich  Null ;  die  sechs  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichts reduciren  sich  dann  auf  die  folgenden  drei 

2:^  =  0,     2;r=0,     Z{.vY—yX)  —  Q. 
Zu  diesen  speciellen  Formeln  gelangt  man  unmittelbar,  wenn 
man  das  vorhin  benutzte  allgemeine  Verfahren  auf  den  vorliegen- 
den besonderen  Fall   anwendet.     Man  nimmt  dann  zwei   in   der 

Ebene  der  Kräfte  liegende  nicht  parallele  Ge- 
rade ÄX^  AT  zu.  Achsen  der  x  und  y  und  zer- 
legt vorerst  die  Kraft  P  an  M  in  zwei  diesen 
Achsen  parallele  Componenten^r  und  Y.  Hier- 
auf ersetzt  man  X  und  M  durch  eine  gleiche 
und  in  gleichem  Sinne  parallele  Kraft  an  A 
in  Verbindung  mit  dem  Kräftepaare  X^  BM^ 
ebenso  Y  an  M  durch  eine  gleiche  und  paral- 
lele Kraft  an  Ä  nebst  demKräftepMr^  JK,  AB. 
Vorausgesetzt ,  dass  a:,  y  und  ebenso  A",  Y  nach  den  positiven  Sei- 
ten der  Coordinatenachsen  gerichtet  sind,  hat  man  zwei  Paare  von 
entgegengesetztem  Sinne,  welche  zusammen  ein  Paar  mit  dem  Mo- 
mente c  {xY — yX)  geben;  diese  Bestimmung  bleibt  aber  auch  fiU 
alle  Vorzeichen  von  a:,  y,  -T,  Y  richtig ,  wenn  man  immer  festhält, 
dass  Pakre  von  entgegengesetztem  Drehungssinne  durch  die  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  ihrer  Momente  unterschieden  werden. 
Die  in  der  Richtung  der  x  wirkenden  Kräfte  geben  nun  zusammen 
die  Kraft  ZX\  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  y  liefern  die  Re- 
sultante E  F,  endlich  setzen  sich  alle  Kräftepaare  zu  einem  ein- 
zigen zusammen,  dessen  Moment  =  cE{xY — yX)  ist.  Die  zum 
Gleichgewichte  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
lauten  daher 

EX=(^,     ZY=0,     E{xY—yX)  =  0, 

52.  Die  letzte  dieser  Gleichungen  kann  unter  einer  anderen 
Form  dargestellt  werden ,  wenn  man  jede  Kraft  P  in  eine  gleiche 
und  in  gleichem  Sinne  parallele  Kraft  an  A  verbunden  mit  einem 
Kräftepaare  mit  dem  Momente  Pp  ersetzt ,  wo  p  den  Abstand  der 
Kraft  P  vom  Punkte  .^  bezeichnet.     Zerlegt  man  wie  früher  die 
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an  A  wirkende  Kraft  P  in  ihre  längs  der  Coordinatenachsen  wir- 
kenden Componenten  X  und  F,  und  vereinigt  ferner  alle  Paare, 
indem  man  deren  Momente  wieder  mit  gehörigen  Zeichen  versieht, 
so  gelaugt  man  zu  den  Kräften  2X^  2Y  und  zu  einem  Paare  mit 
dem  Momente  2  iPp) ;  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  sind 
dann 

i;^=o,    2;r=o,    2;(P/>)  =  o. 

Nur  die  letzte  Gleichgewichtshedingung  erscheint  hier  in  an- 
derer Form,  sie  besteht  darin ,  dass  die  Summe  der  Momente  aller 
Kräfte ,  bezogen  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  nämlichen  Ebene 
verschwinden  muss. 


Sechstes  Capitel. 

Gleichgewichtsbedingungen  fiir  ein  nicht  völlig 

freies  System. 


System  mit  einem  festen  Punkte. 

53.  Wenn  das  Punktesystem  einen  festen  Punkt  enthält,  so 
nehmen  wir  denselben  zum  Coordinatenanfang  A  und  es  hat  dies 
zur  Folge ,  dass  die  drei  an  diesem  Punkte  wirkenden  Kräfte  Z-V, 
2  Yy  2Z  durch  den  Widerstand  des  Punktes  aufgehoben  werden. 
Sollten  nun  die  noch  übrigen  drei  Kräftepaare  nicht  im  Gleichge- 
wichte sein,  so  würden  sie  ein  gewisses  Resultantenpaar  geben; 
dieses  Hesse  sich  so  verlegen ,  dass  eine  seiner  Kräfte  durch  den 
festen  Punkt  ginge ,  also  aufgehoben  würde ,  und  es  bliebe  dann 
eine  nicht  durch  den  festen  Punkt  gehende  Kraft  übrig,  welche 
das  System  in  Bewegung  setzen  müsste.  Man  sieht  hieraus ,  dass 
der  Zustand  der  Ruhe  ,  d.  h.  des  Gleichgewichtes  nur  dann  eintre- 
ten kann,  wenn  die  genannten  Paare  sich  ganz  ebenso  wie  bei  einem 
völlig  freien  Systeme  aufheben ,  wozu  die  Bedingungen 

2{yZ—zr)  =  0,     2{zX—xZ)—Q,     E{xY—yX)=0 
erforderlich  und  hinreichend  sind. 

Da  sich  die  Paare  unabhängig  von  dem  festen  Punkte  aufhe- 
ben, so  üben  sie  auch  keine  Wirkung  auf  ihn  aus  und  streben  nur 
das  System  zu  zerbrechen.  Der  feste  Punkt  wird  nur  von  der  Re- 
sultante der  Kräfte  ZX,  EY,  Z2  sollicitirt,  und  diese  Resultante 
ist  gleich  und  entgegengesetzt  dem  Widerstände,  welchen  der  Punkt 
zur  Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichtes  darbieten  muss. 

Ein  Körper,  welcher  sich  frei  um  einen  festen  Punkt  drehen 
kann,  bildet  die  unter  dem  Namen  des  Hebels  bekannte  einfache 
Maschine;  der  feste  Punkt  heisst  sein  Stützpunkt.     Dem  Vo- 
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rigen  zufolge  findet  bei  Kräften  am  Hebel  Gleichgewicht  statt, 
wenn  die  von  der  parallelen  Verschiebung  der  Kräfte  nach  dem 
Stützpunkte  herrührenden  Paare  sich  aufheben.  Bei  zwei  Kräften 
am  Hebel  gehört  hierzu,  dass  sie  mit  dem  Stützpunkte  in  einer 
Ebene  liegen  und  dass  die  von  ilinen  erzeugten  Paare  gleiche  Mo- 
mente von  entgegengesetztem  Zeichen  haben.  Die  Resultante 
aller  parallel  nach  dem  Stützpunkte  verschobenen  Kräfte  muss 
durch  die  Festigkeit  des  Körpers  aufgehoben  werden  und  giebt 
die  Belastung  des  Hebels.  Liegt  der  Hebel  auf  einer  Fläche, 
auf  der  er  frei  gleiten  kann ,  so  ist  zum  Gleichgewichte  erforder- 
lich ,  dass  die  erwähnte  Besultante  normal  auf  der  betreffenden 
Fläche  steht. 


System  mit  einer  festen  Achse. 

54«  Wenn  zwei  Punkte  eines  Systems  fest  sind,  so  bleiben 
alle  Pupkte  ihrer  geraden  Verbindungslinie  in  unveränderlicher 
Lage ,  und  der  Körper  kann  sich  dann  nur  noch  um  diese  Gerade 
drehen ;,  deren  Punkte  einen  unbegrenzten  Widerstand  nach 
jeder  Bichtung  hin  darbieten.  Die  feste  Gerade  nehmen  wir  zur 
Achse  der  z  und  hebei^  dadurch  die  drei  Kräfte  ZX^  ZY,  SZ  auf 
zugleich  auch  die  zwei  in  den  Ebenen  xz  und  yz  liegenden  Paare, 
weil  deren  Arme  in  die  Achse  selbst  versetzt  werden  können.  Dem- 
nach bleibt  nur  noch  das  in  der  Ebene  xy  liegende  Paar  c£(xY 
-^yX)  übrig,  welches  durch  die  feste  Achse  nicht  aufgehoben 
werden  kann.  Die  in  diesem  Falle  erforderliche  und  genügende 
Bedingung  des  Gleichgewichtes  besteht  in  der  einzigen  Gleichung 

£{xY—yjr)  =  0. 

55.  Um  die  auf  die  feste  Achse  ausgeübte  Wirkung  der  Kräfte 
kennen  zu  lernen,  muss  man  die  von  der  Achse  aufgehobenen 
Kräfte  zusammensetzen.  Das  in  der  Ebene  xz  liegende  Paar 
h£{zX — xZ)  und  die  Kraft  Z-X"  geben  zusammen  eine  Einzel- 
kraft, wofern  nicht  I!J[=Q  ist,  in  welchem  Falle  nur  das  genannte 
Paar  übrig  bleibt;  analog  verhält  es  sich  in  der  Ebene  yz.  Ausser 
diesen  Einwirkungen  ist  noch  die  Kraft  SZ  vorhanden ,  welche 
das  System  längs  der  Achse  zu  verschieben  strebt.  Die  von  der 
Achse  dargebotenen  Widerstände  sind  diesen  Kräften  gleich  und 
entgegengesetzt. 

Wenn  nur  zwei  Punkte  des  Systemes  fest  sind,  so  können  die 
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Widerstände  auch  nur  von  diesen  Punkten  herrühren;  man  hat 
dann  alle  die  Achse  treffenden  Kräfte  in  Gomponenten  zu  zerlegen, 
welche  durch  jene  Punkte  gehen.  Die  längs  der  Verbindungslinie 
beider  Punkte  wirkende  Kraft  kann  auf  unendlich  viel  Arten  in 
zwei  an  diesen  Punkten  thätige  Kräfte  zerlegt  werden.  Die  Ge- 
sammtheit  aller  dieser  Kräfte  bestimmt  die  Einwirkung ,  die  jene 
Punkte  erleiden  und  zugleich  den  Widerstand,  welchen  sie  zur 
Aufrechterhaltung  des  Oleichgewichtes  aufbieten  müssen.  Aehn- 
lieh  verfährt  man ,  wenn  mehrere  auf  einer  Geraden  liegende 
feste  Punkte  vorhanden  sind. 

Beispiele  hierzu  bieten  die  unter  dem  Namen  der  Rolle  und 
des  Göpels  bekannten  einfachen  Maschinen;  jede  von  ihnen  be- 
steht in  einem  Körper,  welcher  sich  um  eine  feste  Achse  drehen 
nicht  aber  längs  derselben  gleiten  kann.  Aus  dem  Vorigen  erkennt 
man  leicht  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an 
einer  solchen  Maschine ,  sowie  den  Druck ,  welcher  auf  die  Achse 
ausgeübt  wird.  Reduciren  sich  die  Kräfte  auf  zwei,  deren  Rich- 
tungen in  irgendwelchen  Normalebenen  zur  Achse  liegen,  so  be- 
steht die  Gleichgewichtsbedingung  darin,  dass  sich  die  Kräfte  um- 
gekehrt wie  ihre  Abstände  von  der  Achse  verhalten. 

56.  Wir  wollen  endlich  noch  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  den  Fall  aufsuchen ,  dass  der  Körper  die  Freiheit  hat ,  längs 
der  festen  Achse  zu  gleiten  und  sich  gleichzeitig  um  dieselbe  zu 
drehen.  Die  feste  Achse  hebt  unter  diesen  Umständen  einzig  und 
allein  die  zu  ihr  normalen  Kräfte  auf,  man  muss  daher  jede  di^ 
Achse  treffende  Kraft  in  zwei  Gomponenten  zerlegen ,  von  denen 
die  eine  längs  der  Achse  wirkt  und  die  andere  darauf  senkrecht 
steht.  Bedienen  wir  uns  der  für  diesen  Fall  bequemeren  recht- 
winkligen Coordinaten,  so  erhalten  wir  als  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes die  beiden  Gleichungen 

2{Pcosy)  =  0,      £^P{xcosß  —  y  cos  a)^  =0. 

Den  Widerstand  der  Achse  findet  man  dadurch,  dass  man 
ebensowohl  die  längs  der  Achsen  der  x  und  y  wirkenden  Kräfte  als 
die  in  den  Ebenen  zx  und  zy  thätigen  Kräftepaare  zusammensetzt. 

Kann  der  Körper  nur  gleiten  ohne  sich  zu  drehen ,  so  bleibt 
als  einzige  Bedingung  des  Gleichgewichtes :  Z{Pcos  y)  =0;  das  in 
der  Ebene  xy  liegende  Paar  bestimmt  dann  den  Widerstand ,  wo- 
mit die  Achse  gegen  die  Torsion  reagirt. 
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57.  Die  besprochenen  speciellen  Fälle  führen  zu  einer  ele- 
ganten Interpretation  der  allgemeinen  sechs  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  für  ein  vollkommen  freies  System  (Nr.  50).  Be- 
trachtet man  nämlich  die  drei  rechtwinkligen  Coordinatenachsen, 
auf  welche  man  das  System  gewöhnlich  bezieht,  als  feste  Gerade, 
so  sagen  die  Gleichungen 

2  (P  cos  o)  =  P ,     Z  (P  CO.V  /3)  =  0 ,     £  {P  cos  y)  =  0, 
dass  das  System  keine  Verschiebungen  längs  der  Achsen  gestattet; 
die  tlbrigen  drei  Gleichungen 

E  \P  {y  cos  Y  —  2  cos  /S)]  =  0 ,       I![P  {z  cos  cc  —  x  cos  y)  =  0, 

2  [P(x  cos  ß  —  y  cos  «)]  =  0 
bedeuten,  dass  keine  Drehungen  um  die  Achsen  möglich  sind. 
Mit  einem  Worte,  die  auf  ein  freies  System  wirkenden  Kräfte  sind 
im  Gleichgewichte,  wenn  sie  wedereine  Verschiebung  des  Systemes 
längs  einer  der  Achsen  noch  eine  Drehung  desselben  um  eine  der 
Achsen  hervorbringen. 

Die  letzten  drei  Bedingungen  können,  auf  eine  andere  Form 
gebracht  werden ,  deren  Kenntniss  nicht  überflüssig  ist.  Legt  man 
nämlich  durch  den  Angriffspunkt  M  der  Kraft  P  eine  zu  AZ  senk- 
rechte Ebene,  welche  die  z- Achse  in  p-  ig 
0  schneidet ,  und  zerfallt  die  Kraft  P 
in  zwei  Componenten,  deren  eine  pa- 
rallel AZ  ist  und  deren  andere  in  die 
genannte  Parallelebene  fallt ,  so  hat 
man  P  durch  die  Kräfte  Pcosy,  Psiny, 
ersetzt  und  dabei  ist  P  sin  y  die  Resul- 
tante der  %Vi  AX  und  AY  parallelen 
Kräfte  P  cos  a ,  P  cos  ß.  Das  Moment 
von  P  sin  y  =  ö  in  Beziehung  auf  0 
nennen  wirdasMoment  der  Kraft  P  bezogen  auf  die  z- Achse, 
es  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente  von  Pcos  a 
und  Pcos  /?,  nämlich 

=  P{x  cos  ß  —  y  cos  o). 

Die  drei  letzten  Bedingungen  des  Gleichgewichts  drücken 
also  aus,  dass  die  algebraischen  Summen  der  Momente  aller  Kräfte, 
bezogen  auf  drei  rechtwinklige  Achsen,  verschwinden  müssen.  Der 
Abstand  des  Punktes  0  von  der  Kraft  Q  kommt  überein  mit  der 
Entfernung  des  Punktes  0  von  einer  Ebene ,  welche  die  Kraft  P 
in  sich  enthält  und  der  z- Achse  parallel  liegt;  jener  Abstand  ist 
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also  die  kürzeste  Entfemang  der  Kraft  P  von  der  z  -  Achse.  Kan 
kann  daher  auch  sagen,  dass  das  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung 
auf  eine  Gerade  gleich  ist  dem  Froducte  aus  der  kürzesten  Ent- 
fernung beider  Geraden  in  die  zur  ersten  Geraden  senkrechte  Com- 
ponente  der  Kraft. 


Stjitiung  einsi  Korpers  durch  eine  feste  Ebene. 

58.  Die  £bene ,  worauf  sich  ein  Körper  mit  einer  beliebigen 
Anzahl  seiner  Punkte  stützt,  nehmen  wir  zur  Coordinatenebene 
der  X  und  y.  Sie  entwickelt  einen  gewissen  Widerstand,  d.  i.  nor- 
male in  gleichem  Sinne  thätige  Kräfte,  welche  in  den  Berührungs- 
punkten angreifen.  Diese  Kräfte  haben  nothwendig  eine  normale, 
ihrer  Summe  gleich  Resultante ;  es  müssen  daher  auch  die  an  dem 
Körper  angebrachten  Kräfte  eine  der  z  -  Achse  parallele  Resultante 
geben,  vrmin  Gleichgewicht  bestehen  soll;  demnach  gehören  zn 
letzterem  die  Bedingungen 

£  {P  cos  a)  =  0,    i:{Pcosß)=0,    Z  |  P{xcos  ß  —  ycosa)\  =0. 

Bei  der  Zusammensetzung  der  von  der  festen  Ebene  ausge- 
henden Kräfte  erkennt  man  ferner ,  dass  der  Angriffspunkt  ihrer 
Resultante  nicht  ausserhalb  des  convexen  Polygones  liegen  kann, 
welches  die  Stützpunkte  umfasst;  es  muss  daher  auch  die  Resul- 
tante aus  der  Kraft  2{Pcosy)  und  den  beiden  in  den  Ebenen  ro- 
und zy  liegenden  Paaren  ihren  Angriffspunkt  innerhalb  desselben 
Polygones  haben.und  zugleich  denXörper  gegen  die  Ebene  drücken. 
Ist  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt,  so  muss  auch  dass  Oleich - 
gewicht  vorhanden  sein,  weil  man  die  genannte  Resultante  in  nor- 
mal zur  Ebene  gerichtete  an  den  Stützpunkten  angreifende  Com- 
ponenten  zerlegen  kann. 

Diese  Componenten  haben  nur  den  drei  durch  die  Theorie 
der  parallelen  Kräfte  gegebenen  Bedingungen  zu  genügen  und 
werden  daher  unbestimmt,  sobald  mehr  als  drei  Stützpunkte  ge- 
geben sind;  dasselbe  findet  statt  bei  mehr  als  zwei  in  gerader  Linie 
liegenden  Stützpunkten.  Im  letztem  Falle  braucht  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  nur  in  diese  Gerade  zu  fallen.  Ist  endlich 
nur  ein  Stützpunkt  vorhanden,  so  muss  die  Richtung  der  Resul- 
tante durch  ihn  hindurchgehen. 
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Besnltante  eines  ränmlichen  Kraftesystemes. 

59.  Wenn  ein  System  von  nicht  in  Gleichgewichte  befindlichen 
Kräften  auf  eine  Einzelkraft  znrückführbar  sein  soll,  so  ist  es  er- 
forderlich nnd  hinreichend ,  dass  durch  Hinzufügung  einer  passen- 
den Kraft  Oleichgewicht  eintritt,  denn  das  System  lässt  sich  dann 
durch  eine  dieser  Ejraft  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  er- 
setzen. Andererseits  kann,  wie  wir  gesehen  haben ,  die  Gesammt- 
heit  aller  an  einem  starren  Körper  wirkenden  Kräfte  auf  eine  Ein- 
zelkraft und  auf  ein  Kräftepaar  reducirt  werden ,  folglich  muss  bei 
eintretendem  Gleichgewichte  die  genannte  Einzelkraft  mit  der  hin- 
zugefügten Kraft  zusammen  das  noch  übrige  Kräftepaar  aufheben; 
d.  h.  beide  Einzelkräfte  müssen  ein  Paar  bilden ,  welches  jenöm 
Kräftepaare  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Hierzu  gehört ,  dass 
die  resultirende  Einzelkraft  parallel  der  Ebene  des  resultirenden 
Paares  ist  und  nicht  verschwindet.  Wenn  umgekehrt  diese  Be- 
dingungen stattfinden  ,  so  existirt  auch  immer  eine  Kraft ,  welche 
mit  der  resultirenden  Einzelkraft  zusammen  ein  dem  Resultanten- 
paare gleiches  und  entgegengesetztes  Paar  bildet,  mithin  lässt 
sich  in  diesem  Falle  das  Kräftesystem  auf  eine  einzelne  Kraft  zu- 
rückfahren. 

60.  Um  diese  Bedingungen  allgemein  analytisch  auszudrücken, 
legen  wir  ein  beliebiges  schiefwinkliges  Coordinatensystem  zu 
Grunde  und  nennen  -STj ,  Fi ,  Zj  die  den  Coordinatenachsen  paralle- 
len Componenten  der  Resultante  des  Kräftesystemes,  sowie  ^i,^i, 
z,  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Resultante;  es  muss 
dann  Gleichgewicht  stattfinden ,  sobald  man  den  bisherigen  Kräf- 
ten noch  die  Kräfte 

—  -l'i ,     —  F, ,     —  Z| 
hinzufügt.  Aus  den  allgemeinen  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
erhalten  wir  nun ,  wenn  zur  Abkürzung 

IX^^Ay     ZY^B,     £Z=zC, 
Z(yZ—zT)  =  L,     E{zX—xZ)^M,     Z{xT—yX)^N 
gesetzt  wird ,  die  folgenden  sechs  Gleichungen 

X^^=Ay     Ti  =  B,     Zis^C, 

y^Z^  —  z^T^r=zL,     2jZ,— arjZ,  =J!f,     x^Y^  —  y^X^=^N , 

welche  für  den  vorliegenden  Fall  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Die  ersten  drei  Gleichungen  bestimmen  -ÜT, ,  Y^^Z^^  mithin  auch 

An&ly tisch«  Mechanik.  4 
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die  gesuchte  Resultante  sowohl  der  Grösse  als  der  Richtung  nach; 
die  drei  übrigen  Gleichungen,  denen  man  auch  die  Form 

Cyi  —  Bz^  =  L^     Azi-'CXi  =  M,     Bx^  —  Ay^^^N 
geben  kann,  führen  zur  Kenntniss  von  a:, ,  y^ ,  z^.  Multiplicirt  man 
die  vorstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  Ay  B^  Cund  ad- 

dirt  die  Producte,  so  bleibt 

AL  +  BM+CN=Q 
als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  von  arj ,  y^ ,  Zj ,  d.  h.  als  Be- 
dingung für  die  Existenz  einer  Resultante.  Die  vorigen  drei 
Gleichungen  reduciren  sich  jetzt  auf  zwei  lineare  Gleichungen 
zwischen  x^^y^y  z^  und  bestimmen  nicht  mehr  einen  Punkt ,  son- 
dern eine  Gerade.  Damit  ist  das  Kräftesystem  auf  eine  Resultante 
zurückgeführt,  deren  Componenten  Ay  B^  C  sind  und  deren  An- 
griffspunkt .Xi  yi  Zi  auf  der  vorhin  bestimmten  Geraden  beliebig 
gewählt  werden  darf;  selbstverständlich  fällt  diese  Gerade  mit  der 
Richtung  der  Resultante  zusammen  wie  man  auch  aus  ihren  Gleich- 
ungen ersehen  kann. 

61.  Wenn  die  Bedingung  AL  +  BM+CN=:0  nicht  erfüllt 
ist ,  so  existirt  keine  Resultante,  dagegen  lässt  sich  in  diesem  Falle 
das  Kräftesystem  auf  zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte 
zurückführen.  In  der  That  kann  nämlich  das  Kräftesystem  anf 
ein  Kräftepaar  und  auf  eine  zur  P^arebene  nicht  parallele  Kraft 
reducirt  werden  .und  zwar  so ,  dass  die  letztere  mit  einer  von  den 
Kräften  des  Paares  an  einem  und  demselben  Punkte  zusammen- 
trifft. Vereinigt  man  die  beiden  an  diesem  Punkte  wirkenden 
Kräfte ,  so  erhält  man  eine  wiederum  nicht  in  die  Paarebene  fal- 
lende Resultante  also  zusammen  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthal- 
tene Kräfte. 

Durch  die  umgekehrte  Construction  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte  durch  ein  Kräfte- 
paar und  durch  eine  Kraft  ersetzt  werden  können,  welche  der 
Paarebene  nicht  parallel  ist,  dass  folglich  die  beiden  ursprüng- 
lichen Elräfte  keine  Resultante  haben.  Dieser  Satz  lässt  sich  übri- 
gens unabhängig  von  der  Theorie  der  Kräftepaare  auf  folgende 
einfache  Art  beweisen.  Wenn  jene  zwei  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
genden Kräfte  eine  Resultante  hätten,  so  würde  durch  Einführung 
einer  der  Resultante  gleichen  und  entgegengesetzten  Kraft  Gleich- 
gewicht entstehen.  Das  Gleichgewicht  müsste  bleiben,  wenn  man 
die  Punkte  des  Systemes  mit  einer  festen  Geraden  verbände ,  die 


—     61      — 

so  gew&hlt  ist,  dass  sie  die  neu  eingeführte  Kraft  nnd  nnr  eine 
der  ursprünglichen  Kräfte  schnitte ,  was  auf  anendlich  yiel  ver- 
schiedene Weisen  geschehen  kann.  Da  jetzt  zwei  Kräfte  durch 
die  feste  Gerade  aufgehoben  werden ,  so  müsste  wegen  des  postn- 
lirten  Gleichgewichtes  auch  die  letzte  Kraft  aufgehoben  sein ,  was 
aber  nicht  möglich  ist,  weil  sie  die  feste  Grerade  nicht  trifft.  Hier- 
aus folgt  die  Unmöglichkeit  der  Resultante. 

EesQltante  eines  ebenen  Kraftesystemes. 

62.  Wenn  alle  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen,  so  nehmen  wir 
diese  zur  Coordinaten ebene  a:y ;  es  sind  dann  alle  z  und  Z  der  Null 
gleich ,  ebenso  C=0,X=:0,  j|f  =  0,  und  es  bleiben  zur  Bestim- 
mung der  Resultante  die  Gleichungen 

Die  beiden  ersten  geben  die  Grösse  und  Richtung  der  Resul- 
tante ,  die  letzte  Gleichung  charakterisirt  eine  Gerade,  auf  welcher 
der  Angriffspunkt  der  Resultante  beliebig  gewählt  werden  kann ; 
diese  Gerade  fällt  mit  der  Richtung  der  Resultante  zusammen. 
Sie  wird  unmöglich  sobald  gleichzeitig  ^  =  0  und  ^  =  o,  nicht 
aber  iV  =  0  ist,  was  mit  der  früheren  Bemerkung  zusammenstimmt, 
dass  sich  die  Kräfte  unter  diesen  Umständen  auf  ein  Paar  reduci- 
ren.  In  allen  übrigen  Fällen  existirt  eine  Resultante ,  und  findet 
dabei  auch  immer  die  Gleichung 

statt,  wegen  Z  =  0,  il!f=0,  C=0. 

6S.  Von  den  zur  Bestimmung  der  Resultante  dienenden  Gleich- 
ungen kann  die  letzte  unter  anderer  Form  dargestellt  werden,  so- 
bald man  die  Momente  der  Kräfte  in  Beziehung  auf  den  Coordi- 
natenanfang  einführt. 

Ist  nämlich  R  die  Resultante,  Rr  ihr  positives  oder  negatives 
Moment,  so  hat  die  entgegengesetzte  Kraft  das  Moment  — -Rr, 
mithin  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 

X,z=A,   r,  =  B,   -Är  +  2;(/>p)  =  0, 

folglich 

Rr=:£{Pp). 
Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  in  Beziehung  auf  einen  be- 
liebigen Punkt  derselben  Ebene  das  Moment  der  Resultante  gleich 
ist  der  algebraischen  Sun^me  der  Momente  aller  gegebenen  Kräfte; 
sie  wird  .aber  unmöglich  für  £  {Pp)  =  0  und  dann  giebt  es  keine 

4* 
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ReBultante.  In  der  That  rednciren  sich  in  diesem  Falle  die  Kräfte 
anf  ein  Paar,  während  es  in  jedem  anderen  Falle  einen  der  ohigen 
Gleichung  genügenden  Werth  von  r  giebt.  Man  hat  demnach  die 
Grösse  und  Richtung  der  Resultante,  sowie  ihren  Abstand  vom 
Coordinatenanfang ;  endlich  bestimmt  sich  durch  das  Vorzeichen 
von  Br  der  Sinn,  in  welchem  die  Resultante  nach  jener  Richtung 
wirkt. 


Allgemeine  Sätze  über  die  Rednetion  yon  Sxaftesyitemen. 

64.  Wie  in  Nr.  42  gezeigt  wurde ,  kann  ein  System  von  Kräf- 
ten ,  die  an  fest  unter  einander  verbundenen  und  frei  im  Raunte 
schwebenden  Punkten  wirken ,  immer  auf  eine  Einzelkraft  und  anf 
ein  Kräftepaar  reducirt  werden ;  diese  Kraft  ist  die  Resultante  aller 
parallel  mit  sich  selbst  an  einen  beliebigen  Punkt  verlegten  Kräfle 
des  Systemes ;  sie  bleibt  der  Grösse  und  Richtung  nach  immer  die- 
selbe und  nur  ihr  Angriffspunkt  gestattet  eine  Veränderung  in  ßo 
fern  er  willktlhrlich  gewählt  werden  darf.  Das  resultirende  Paar 
dagegen  hängt  von  dem  Punkte  ab,  nach  welchem  die  Kräfte  ver- 
setzt wurden;  zerlegt  man  es  in  zwei  Paare,  von  denen  das  eine 
seine  Achse  in  einer  gegebenen  Richtung,  und  das  andere  die 
seinige  in  einer  darauf  senkrechten  Richtung  hat ,  so  ist  das  Mo- 
ment des  ersten  Paares  gleich  der  Summe  der  Momente  aller  Kräfte 
in  Beziehung  auf  die  durch  den  Angriffspunkt  der  verlegten  Kräfte 
nach  der  gegebenen  Richtung  gezogene  Gerade.  Wir  wollen  nnn 
die  Veränderungen  betrachten,  welche  die  Momente  erleiden,  wenn 
man  entweder  die  Gerade,  worauf  sie  bezogen  sind,  um  den  An- 
griffspunkt der  parallel  verlegten  Kräfte  dreht,  oder  diesen  Punkt 
auf  einer  Geraden  verschiebt. 

65.  Momente  in  Beziehung  auf  verschiedene  Ach- 
se n.  Nehmen  wir  wie  früher  den  Angriffspunkt  aller  parallel  ver- 
legten Kräfte  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  dasCoordinaten- 
system  als  rechtwinklig  voraus ,  so  lässt  sich  die  Grösse  und  Lage 
der  Achse  des  Resultantenpaares  leicht  aus  den  mit  X,  M,  N  be- 
zeichneten Grössen  herleiten;  es  ist  nämlich  nach  Nr.  40,  wenn  G 
das  Moment  oder  die  Achse  dieses  Paares  bedeutet  und  il,  fi,  v  die 
Winkel  sind ,  welche  die  Paarachse  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst, 
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,       L  M  N 

cos  A  =  —  ,       COS  ^  ==  — - ,        COSV=^  j;-. 
Cr  Cr  Cr 

Projicirt  man  die  Paarachse  G  auf  eine  durch  den  Coordina- 
tenanfang  gehende  Gerade,  welche  mit  den  Coordinatenachsen  die 
Winkel  9 ,  ^r  X  ^^^  ^^^  ^^^  Paarachse  den  Winkel  ^  einschliesst, 
so  ist  die  Projection 

G  cos  ^  =  C  {cos-l  COS  g>  +  cos  fi  cos  1(1  +  cos  v  cos  %) 
d.h. 

G  cos  ^  =  X  cos  9  +  ilf  cos  ^+  iV cos  %. 

Man  erhält  also  die  Projection  des  Paares  G  anf  irgend  eine 
Gerade,  wenn  man  die  drei  Componenten  von  £^  auf  dieselbe  Gerade 
projicirt  und  diese  Projectionen  addirt. 

66.  Man  kann  dieser  Gleichung  noch  eine  andere  Seite  abge- 
winnen ,  sobald  man  darauf  ausgeht  die  Summe  der  Momente  aller 
Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Gerade  g)i/;%  direct  zu  ermitteln. 
Für  irgend  eine  Kraft  P,  die  am  Punkte  xt/z  wirkt,  deren  Rich- 
tung mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  ctj  ßy  y  und  mit  jener 
Geraden  den  Winkel  o  bildet,  ist  nämlich  das  Moment  der  Kraft 
=  q ,  Psin  (o,  wobei  q  die  kürzeste  Entfernung  der  Kraft  von 
jener  Greraden  bezeichnet.  Sind  nun  überhaupt  zwei  Gerade  durch 
die  Gleichungen 

1^  =  ^,1  +  6,,    j;=c,6+q 

gegeben^  so  hat  man  bekanntlich  für  den  Winkel  00  zwischen  ihnen 

l  +  BBi  +  CC, 
cos  00  =  ■  .  — -r , 

woraus  man  leicht  findet 

^/{BC,  — g.C)«+  (g.-.g)'+  (g.-6-)'. 

femer  ist  der  kürzeste  Abstand  beider  Geraden 

_     (6,— 6)(C,  — C)  — (c.  — c)(g.  — ^) 
*  ^    yiBC,  -B,C)*  +  (5.  —B)*  +  (C,  —  C)' • 

folglich 

(fc.  -  6)  (C.  -  C)  -  {c,—c)  (g.  —B) 

Q  Stn  09.  = ,  — . 

Im  vorliegenden  Falle  hat  man  za  setzen 
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cos  €t '  COS  a  * 

cosrl)  _cosx 

cos  q>  cos  g) 

ferner,  weil  die  erste  Gerade  durch  den  Punkt  xyz  und  die  zweite 

durch  den  Coordinatenanfang  geht, 

cos  3  cos  Y 

b  =  y !-  Xj      c=  z '-  a:, 

cos  a  cos  a 

61=0,      Ci=0, 

und  man  erhält  auf  diese  Weise 

qsinia  =  {tf  cos  y  —  z  cos  ß)  cos  9  +  («  cos  a  —  x  cos  y)  cos  ^ 

+  {xcos  ß — y  cos  a)  cos  %. . 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  P,  so  hat  man  das  Moment 
der  Kraft  P  in  Beziehung  auf  did  Gerade  qp  if^ ;  die  Summe  aller 
ähnlich  gebildeten  Ausdrücke  giebt 

2(Pg  sin  m)  =  L  cos  q>  +  M  cos  ijf  +  N  cos  % , 
und  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen 

2{Pq  sin  m):==Gcos^; 
d.h. 

DieSumme  derMomente  allerKräfte  inBeziehung 
auf  irgend  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Ge- 
rade ist  gleich  der  Projection  der  Achse  desResul- 
tantenpaares  auf  dieselbe  Gerade. 

Hieraus  folgen  unmittelbar  die  Sätze : 

Die  Summe  der  Momente  eines  Kraft esystemes  in 
Beziehung  auf  eine  durch  einen  bestimmten  Punkt 
gehende  Gerade  wird  am  grössten,  wenn  man  diesen 
Punkt  zum  Angriffspunkt  der  verlegten  Kräfte  nimmt 
und  dieGerade  mit  der  Achse  desfürdiesen  Fall  re- 
sultirenden  Paares  zusammenfallen  lässt. 

Die  Momentensumme  bleibt  dieselbe  für  alle  Ge- 
rade, welche  mit  der  Achse  des  resul tirenden  Paares 
gleiche  Winkel  bilden;  sie  verschwindet  für  alle  zu 
Jen  erAchse  senkrechten  Gerade. 

67.  Maximalmomente  für  verschiedene  Anfangs- 
punkte. In  Fig.  21  bedeute  ^  den  Angriffspunkt  der  parallel  ver- 
legten Kräfte,  AR  die  Resultante  der  letzteren,  AM  die  Achse  des 
resultirendcn  Paares;  man  findet  nun  das  zu  einem  anderen  An- 
fangspunkte A'  gehörige  Besultantenpaar,   wenn  man  das  erste 
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Fig.  21. 


Paar  mit  einem  neuen  Paare  zusammensetzt, 
welches  aus  der  Kraft  R  und  einer  an  A'  wir- 
kenden antiparallelen  Kraft  R  gebildet  ist.  Die- 
ses Paar  verschwindet  in  dem  Falle,  wo  ^  auf 
der  Geraden  A  R  liegt ,  man  hat  also  den  Satz : 

Für  alle  Punkte  einer  und  dersel- 
ben zur  Besultante  der  Kräfte  paralle- 
len Geraden  bleibt  das  resultirende 
Paar  nach  Grösse  und  Richtung  das- 
selbe, oder  auch:  Für  alle  Punkte  einer 
und  derselben  zurResultante  parallelenGeradensind 
die  Achsen  der  Maximalmomente  parallel  und  von 
gleicher  Grösse. 

Wenn  der  Punkte' nicht  auf  der  zum  Anfange  ^  gehörigen  Re- 
sultante ^i2  liegt,  so  steht  die  Achse  des  mit^^zusammenzueetzen- 
den  Paares  Ry  AÄ  senkrecht  auf  der  Ebene  RAÄ  mithin  auch  auf 
AR,  Durch  Veränderung  des  Punktes  A'  kann  man  diese  Achse 
in  alle  auf  ^A  senkrechten  Lagen  überfahren ,  *doch  wird  keine 
dieser  Lagen  mit  AM  zusammenfallen,  wofern  nicht  L  MAR=90^y 
d.h.  das  Kräftesystem  auf  eine  Einzelkraft  zurückführbar  ist.  Neh- 
men wir  sowohl  diesen  als  auch  den  andern  extremen  Fall  LMAR 
=  0  aus,  so  bilden  die  Achsen  der  verschiedenen  Paare  R^AÄ 
mit  AM  theils  spitze,  theils  stumpfe  Winkel.  Jedes  Paar,  dessen 
Achse  einen  spitzen  Winkel  mit  AM  einschliesst ,  giebt  mit  dem 
Paare  AM  zusammen  ein  Resultantenpaar  grösser  als  AM\  jedes 
Paar,  dessen  Achse  unter  einem  stumpfen  Winkel  gegen  AM  ge- 
neigt ist,  liefert  mit  AM  zusammen  ein  grösseres  oder  kleineres 
Resultantenpaar  als  AM^  je  nach  der  Grösse  des  Momentes  (der 
Achse)  des  Paares  aus  R  und  Ä' ,  welches  Moment  von  0  bis  oo 
wachsen  kann ,  wenn  man  den  senkrechten  Abstand  der  Geraden 
AR  und  A'ff  von  0  bis  oo  zunehmen  lässt.  Hieraus  erkennt  man, 
dass  das  grösste  zu  dem  Punkte  A  gehörige  Moment ,  ver- 
glichen mit  denjenigen  grössten  Momenten,  welche  den  verschie- 
denen durch  A'  gehenden  Geraden  entsprechen,  kleiner  als  die 
einen  und  grösser  als  die  anderen  ist,  so  lange  AM  yon  AR  ver- 
schieden bleibt;  fallen  dagegen  AM  und  AR  zusammen,  so  stehen 
die  Achsen  der  beiden  zusammenzusetzenden  Paare  senkrecht  auf 
einander  und  liefern  jedenfalls  ein  Resultantenpaar  grösser  als  AM, 
Diess  giebt  den  Satz : 
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Das  Moment  des  resultirenden  Paares  wird  am 
kleinsten  für  denjenigen  Punkt  des  Baumes,  bei  wel.- 
chem  die  Achsenrichtung  dieses  Paares  mit  derRic-h- 
tung  der  Resultante  zusammenfällt. 

Hat  man  einen  Punkt  dieser  Art,  so  besitzen  alle  Punkte  einer 
durch  diesen  Punkt  parallel  zur  Resultanten  gelegten  Geraden  die 
nämliche  Eigenschaft;  zugleich  fallen  für  sämmtliche  Punkte  die- 
ser  Geraden  die  Achsen  der  resultirenden  Paare  zusammen.  Dem- 
nach giebt  es  im  Räume  nur  eine  einzige  Gerade  von  der  Beschaf- 
fenheit, dass  die  Momentensumme  der  Kräfte  in  Beziehung  auf 
sie  grösser  ist  als  in  Beziehung  auf  jede  andere  sie  schneidende 
Gerade,  und  zugleich  kleiner  als  die  grösste  Momentensumme, 
die  irgend  einem  ausser  ihr  liegenden  Punkte  entspricht.  Diese 
Gefade  heisse  nachPoinsot  dieCentralachse  der  Momente. 

68.  Bestimmung  der  Centralachse.  Um  die  Oentral- 
achse  zu  erhalten,  muss  man  den  Punkt  A'  so  wählen ,  dass  die 
Normale  auf  der  Ebene  BÄÄ ,  d.  h.  die  Achse  des  aus  den  Kräften 
i^undi^  gebildeten  Paares  in  die  Ebene  MAR  zu  liegen  kommt. 
Zu  diesem  Zwecke  nimmt  man  A'  in  der  durch  HÄ  senkrecht  auf 
MAB  stehenden  Ebene  und  zwar  auf  der  Seite  von  AB^  bei  wel- 
cher die  Achse  des  Kräftepaares  nach  AN  und  nicht  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  zeigt,  weil  AB\u  dem  Winkel  zwischen 
den  beiden  Seitenachsen  enthalten  sein  muss;  darauf  giebt  man 
dem  Abstände  des  Punktes  ^von  AR  eine  solche  Grösse,  dass  das 
Moment  des  Paares  aus  R  und  K  der  Seite  MB  des  Parallelogram- 
mes  MB  AN  gleich  wird.  Bezeichnet  G  wie  früher  das  Moment  des 
für  den  Anfangspunkt  u4  resultirenden  Paares  {AM^^G)^  K  das 
Moment  des  neuen  für  den  Punkt  A'  resultirenden  Paares,  p  den 
Abstand  des  Punktes  A'  von  der  Geraden  AB ,  und  8  den  Winkel 
MABj  so  ist  nach  den  erwähnten  Bedingungen 

IC=  G  cos  ß  und  Bp=:z  G  sin  S. 

In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  und  unter 
Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnung  hat  man 

cos  9  =  cos  a  cos  l  +  cos  ß  cos  fi  +  cos  y  cos  v, 
d.  i. 

^       AL  +  AM+CN 

Damit  ist  der  Funkt  J!  hinreichend  bestimmt ;  er  liegt  nämlich  be- 
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Csinß 
liebig  auf  einer  in  der  Entfernung  p  =  — - —  parallel  zu  AR  ge- 

zogenen  Geraden,  die  in  der  durch  AR  senkrecht  sjif  MAR  errich- 
teten Ebene  enthalten  ist.  Denkt  man  sich  noch  A  als  Anfang  des 
Coordinatensystemes  und  a,  6,  c  als  Coordinaten  des  Endpunktes 
von  Py  so  hat  man  die  Gleichungen 

aA+bB+cC^=0,     aL  +  bM+cN=^0.  ♦ 

Diese  bestimmen  zwar  zwei  mit  entgegengesetzten  Coordinaten 
versehene  Punkte,  doch  gilt  unter  ihnen  nur  derjenige,  für  welchen 
das  Paar  aus  R  und  Rf  den  vorhin  bezeichneten  Sinn  erhält. 

69.  Anordnung  aller  Achsen  um  die  Centralachse. 
Wir  betrachten  zunächst  eine  zur  Centralachse  senkrechte  Ebene 
und  bemerken ,  dass  Alles  was  für  beliebige  Punkte  dieser  Ebene 
gilt,  auch  für  alle  Punkte  einer  Parallelebene,  mithin  für  jeden 
Punkt  im  Räume  gültig  bleibt. 

In  Fig.  22  sei  AR  die  Centralachse  und  p-     22. 

A'  ein  Punkt   der  durch  A  senkrecht  zu  ^^i^  ji 

gelegten  Ebene.  Wählt  man  den  neuen  Punkt 
zum  Anfang ,  so  muss  das  erste  resaltirende 
Paar,  welches  der  Grösse  und  Richtung  nach 
durch  seine  Achse  AM  repr&sentirt  wird ,  mit 
dem  neuen  Paare  zusammengesetzt  werden, 
das  in  der  Ebene  RAA'  liegt  und  das  Moment 
Rp  besitzt,  wenn  AJt'=>p,  Die  Achse  des  aus 
beiden  Paaren  entstehenden  Paares  ist  der 
Grösse  und  Richtung  nach  die  Diagonale  AB 
des  Rechtecks  aus  ^üf  und  A^^=zRp\  mithin  haben  wir,  wenn 
9  den  Winkel  zwischen  der  Centralachse  und  der  Resultantenachse 
und  R  die  Grösse  der  letzteren  bezeichnet, 

ton  9)  =  ^,    ir«=Äy+c'. 

Da  die  Werthe  von  K  und  9)  nur  von  p  abhängen,  so  sind  die  Maxi- 
malmomente  von  gleicher  Grösse  für  alle  Punkte  einer  Kreisperi- 
pherie, die  um  A  als  Mittelpunkt  in  der  B,n£AR  senkrechten  Eben« 
beschrieben  ist;  zugleich  bilden  die  Achsen  der  Maximalmomente 
nm  die  Centralachse  herum  ein  Rotationshjperboloid,  dessen  Kehl- 
schnitt jener  Kreis  und  bei  welchem  die  Nebenhalbachse  der  er- 
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Q 

zeugenden  Hyperbel  =  —  ist.    Nimmt  man  p  als  Abscisse  und  daB 

entsprechende  Ä'  zur  Ordinate,  so  lässt  sich  nach  der  obigen  Gleich- 
ung eine  Hyperbel  construiren,  deren  Hauptachse  =  ^G  längs  J^ 

Q 

liegt  und  deren  Nebenhalbachse  mit  der  Nebenhalbachse  —  der 

vorigen  Hyperbel  übereinstimmt. 

Für  alle  Punkte  einer  Kreiscylinderfläche ,  deren  Achse  die 
Centralachse  ist ,  haben  demnach  die  Maximalmomente  denselben 
Werth;  für  alle  Punkte  einer  und  derselben  Cylinderseite  sind 
diese  Achsen  parallel;  bei  dem  Uebergange  von  einer  Cylinder- 
seite zur  anderen  ändert  die  Achse  des  Maximal momentes  ihre 
Richtung,  behält  aber  ihre  Neigung  gegen  die  Centralachse  und 
ihre  Entfernung.  Mit  dem  Abstände  des  Anfanges  von  der  Cen- 
tralachse wächst  das  Maximalmoment  ins  Unendliche,  während  der 
Winkel  zwischen  seiner  Achse  und  der  Centralachse  den  rechten 
Winkel  zur  Grenze  hat. 

70.  Wenn  das  Kräftesystem  nur  eine  Resultante  besitzt  und 
irgend  ein  Punkt  derselben  zum  Anfang  genommen  wird ,  so  ver- 
schwindet das  zugehörige  Paar  und  dann  fällt  die  Centralachse 
mit  der  Resultante  zusammen ;  in  der  That  geben  auch  die  vorigen 
Formeln  /?  =  0 ,  wenn  C  =  0. .  Für  einen  ausserhalb  der  Resul- 
tante liegenden  Anfang  erhält  man  ein  resultirendes  Paar ,  dessen 
Ebene  die  Centralachse  und  den  neuen  Anfang  enthält;  d.  h.  in 
diesem  speciellen  Falle  liefern  alle  Punkte  einer  und  derselben 
durch  die  Resultante  gehenden  Ebene  resultirende  Paare  mit  pa- 
rallelen Achsen.  —  Die  Momente  dieser  Paare  sind  aber  nicht 
gleich,  sondern  proportional  den  Abständen  der  zugehörigen  An- 
fangspunkte von  der  allgemeinen  Resultante;  sie  haben  denselben 
Werth  nur  für  solche  Punkte ,  welche  auf  zwei  gleichweit  von  der 
Resultante  entfernten  Parallelen  liegen ,  und  femer  ist  der  Sinn 
der  Paare  nur  derselbe  für  Punkte  der  nämlichen  Parallelen. 

In  dem  Falle ,  wo  die  Resultante  verschwindet,  führt  die  Aen- 
derung  des  Anfanges  zu  keinem  neuen  Paare ,  mithin  behält  das 
resultirende  Paar  immer  dasselbe  Moment  und  seine  Achse  dieselbe 
Richtung  bei  jeder  beliebigen  Lage  des  Anfanges. 

71.  Zu  den  im  Vorigen  entwickelten  Resnltaten  gelangt  man 
auch  leicht  durch  Rechnung  und  zwar  auf  folgende  Weise. 

Wählt  man  den  Punkt ,  an  welchen  alle  Kräfte  paiallel  au 


—     59     — 

sich  selbst  verlegt  worden  sind ,  zum  Anfangspunkte  eines  recht- 
winkligen Coordinatensjstemes ,  so  reduciren  sich  nach  Nr.  50  alle 
gegebenen  Kräfte  auf  eine  Einzelkraft  R ,  deren  Componenten 

sind,  und  auf  ein  Kräftepaar  G  zusammengesetzt  aus  den  drei 
Paaren 

und  es  ist 

Allgemeiner  werden  diese  Formeln,  wenn  man  die  Kräfte 
nicht  in  den  Anfangspunkt,  sondern  nach  einem  beliebigen  Punkte 
|i;^  verlegt;  es  bedarf  hierzu  nur  einer  Verschiebung  des  Coordi- 
natensjstemes, indem  man  o:,  y,  z  durch  x  —  {,  y — %  z —  j;  ersetzt. 
Dabei  ändern  sich  Ä^  Bf  C,  It  der  Grösse  und  Kichtung  nach  nicht, 
dc^cgcii  erhalten  L^  M^  N^  G  neue  Werthe ,  die  zur  Unterschei- 
dung mit  §y  ^,11,  tf  bezeichnet  werden  mögen.     Es  ist  nämlich 

$ = ^[(y-i,)  Z-  (z-  0  F]  =  £{yZ-z  T)  -  [2{f,Z)  -  ^(f  J)] 
oder  weil  17  und  £  für  alle  Y  und  Z  constant  bleiben 

g  =  S(j^Z—zr)  —  [fi2Z—l;£r\=2(j/Z—zY)  —  {fiC—tB); 
der  erste  Theil  rechter  Hand  ist  wieder  Z,  nämlich  wie  früher  die 
Momentensnmme  in  Beziehung  auf  die  x  -  Achse ;  die  Formeln  lau- 
ten daher 

'  f=L  —  {r,C-tB), 

^  W  =  .y-(gg-i;A 

•  =  /!»  + ^»+11«. 

Durch  die  Wahl  der  beliebigen  Coordinaten  $ ,  17 ,  {[  bestimmt  sich 
die  Grösse  und  Lage  des  resultirenden  Paares.  Zwei  Annahmen 
sind  es  nunTorzüglich,  die  einer  genauem  Untersuchung  bedürfen ; 
man  kann  nämlich  den  Punkt  £  17  ^  entweder  auf  einer  der  Kesultante 
B  parallelen  Geraden  oder  m  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  fort- 
rücken lassen. 

Im  ersten  Falle  mögen  ||  17,  i^ ,  l,  Vt  tft  zwei  verschiedene  um  s 
von  einander  entfernte  Stellungen  des  Punktes  gi^J^  bezeichnen, 
1,  fi,  V  die  Winkel,  welche  Ä,  folglich  auch  s  mit  den  Coordinaten - 
achsen  einschliesst  -,  man  hat  dann 
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B 

ti  —  t2=SC0SV  =  S-, 

und 

A     ~~ B  C     ' 

Hieraas  folgt 

und  diese  Gleichnngen  geben  zu  erkennen ,  dass  die  Werthe  von 
§^  fiHj  ft  dieselben  bleiben,  mag  man  nun  fijj;  durch  ^tfitii  oder 
durch  iftiiit  ersetzen.  Demgemäss  bleibt  tf  constant,  wenn  der 
Punkt  1 1/ 1  auf  einer  zur  Kesultante  parallelen  Geraden  fortrückt 
Wenn  zweitens  der  Punkt  £17^  in  einer  zur  Resultante  senk- 
rechten Ebene  liegt ,  so  können  wir  diese  immer  durch  den  Coor- 
dinatenanfang  gehen  lassen  weil  letzterer  beliebig  ist;  wir  haben 
dann 

icOS  k+tICOS  (1+  ^cos  V  =  0 

und  durch  Multip] ication  mit  i{ 

2)  iA+7iB+l;C=0. 

Femer  ist  nach  1) 

»•=^«  +  ^«  +  W 

=  Z*  +  ilf  •  +  iV« 

—  2L{Cfi--Bt)  —  2M{AI;—Ci)--2N{Bi-Ari) 

+  {Cfi-Biy+{At—ciy+{B^—Afiy, 

die  letzte  Zeile  hat  den  Werth 

=^(V  +  n'+t')-{^i  +  Bfi  +  cty; 

hier  verschwindet  wegen  Gleichung  2)  der  negative  Theil,  und  es 
bleibt  daher 

Um  nun  denjenigen  Punkt  ^tj^  zu  finden,  für  welchen  0 
sein  Minimum  erreicht,  haben  wir  die  drei  partiell  in  Beziehung 
auf  £,  17,  (  genommenen  Differentialquotienten  von  tf*  der  Null 
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gleich  KQ  setzen;  vir  erhalten  so  wenn  a^b^e  die  auf  das  Mi- 
nimnm  bezüglichen  Specialwerthe  von  £ ,  17 ,  {;  sind, 

!B^a  =  BN—  CM, 
I^h=CL  —  AN, 
F*c  =  AM—  BL. 
Diese  Gleichungen ,  deren  dritte  vermöge  2)  ans  den  beiden  ersten' 
folgt ,  bestimmen  sofort  a ,  h,  c ;   femer  ergeben  sich  daraus  die 
Werthe 

R  R  ' 

Ba^JÖ==N-l.dI±M±M, 

R  R 

Nennen  wir  femer  /,m,  n,  g  die  Werthe  von  f,  fiH,  1t>  ®,  welche 
dem  Punkte  abc  entsprechen,  so  erhalten  wir  aus  den  vorstehen- 
den und  den  in  1)  verzeichneten  Gleichungen,  indem  wir  in  letzte- 
ren Oyby  c  für  1, 1},  t  setzen 

AL  +  BM+CN 
R 

AL+BM+CN 


5) 


/ 

R 
B 

m 

R^ 
C 

i 

n 

R 

( 

9 

/ 

A 

R 
AL+BM  +  CN 

R 
AL+BM+CN 


R 
m  B       n^ C 

l^R'    7~R'    7~R' 

Endlich  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  4)  wenn  wir  dieselben 
mit  a,  6,  c  multipliciren  und  die  Prodncte  addiren 
Bi(a*+l,t+(^  ==zL{Cb  —  Bc)  +  M{Ac  —  Ca)  +  N{Ba  —  Ab) 

oder  

6)  ir«r«=C»-fi^,      r^'f^^^, 

WO  r  den  Radiusvector  des  Punktes  abc  bezeichnet. 

Das  resultirende  Krftftepaar  hat  also  seinen  kleinsten  Werth 
Qy  wenn  alle  Kräfte  nach  dem  Punkte  abc  verlegt  werden ;  die 


1 
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Achse  des  Paares  liegt  dann  parallel  der  Resultante  JR*  Die  durch 
den  Punkt  abc  parallel  zu  R  gelegte  Gerade  ist  die  Centralachse. 
Um  noch  eine  Vergleichung  des  kleinsten  Paares  g  mit  irgend 
einem  anderen  auf  den  beliebigen  Punkt  |i;  j;  bezüglichen  Paare 
zu  gewinnen ,  multipHciren  wir  die  Gleichungen  4)  mit  f ,  17 ,  {;  und 
snbstituiren  die  entstehende  Summe 

^{a^  +  H  +  ct) 

in  die  allgemeine  Formel  3) ;  diess  giebt 

=  (P—  /P(a*  +  b'  +  (^)  +  Ä«  [(!—«/+  (tf-by  +  (t— c)«J 

wo  p  den  abstand  des  Punktes  ^tfi  von  der  Centralachse  bezeich- 
net.  Unter  Rücksicht  auf  6)  wird  diese  Gleichung  einfacher 

Abgesehen  von  einigen  Aenderungen  in  der  Bezeichnung  stimmen 
diese  Ergebnisse  mit  den  früheren  überein. 


Siebentes  CapiteL 

Bedingunge];!  des  Gleichgewichtes   fiir 

astatische  Körper. 


Oleichgewichtsbediiigimgen  far  einen  yöUig  freien  astatischen 

Körper. 

72.  Im  Allgemeinen  nennt  man  einem  Körper  astatisch,  wenn 
er  so  befestigt  ist,  dass  die  anf  ihn  wirkenden  Kräfte  bei  jeder 
seiner  möglichen  Stellungen  im  Oleichgewichte  bleiben ;  meissten- 
theils  aber  beschränkt  man  diese  sehr  umfassende  Definition  durch 
die  Voraussetzung,  dass  die  Torhandenen  Kräfte  mit  unveränder- 
ten Intensitäten  und  in  unveränderlichen  •Richtungen  an  ihren  An- 
griffspunkten haften  sollen ,  in  welcher  Lage  sich  der  Körper  auch 
befinden  mag.  In  diesem  specielleren  Sinne  nehmen  auch  wir  den 
Begriffeines  astatischen  Körpers  bei  den  folgenden  Untersuchungen. 

Zunächst  erhellt,  dass  eine  parallele  Verschiebung  des  Kör- 
pers keinen  Einfluss  auf  die  Lage  der  Kräfte  gegen  den  Kör- 
per ausübt;  ein  astatischer  Körper  bleibt  daher  astatisch  bei  jeder 
derartigen  Verrückung,  und  es  bedarf  mithin  nur  einer  Untersuch- 
ung über  die  Drehung  des  Körpers  um  einen  beliebigen  Punkt.  Zu 
diesem  Zwecke  legen  wir  durch  diesen  Punkt  als  Anfangspunkt 
zwei  rechtwinklige  Coordinatensysteme ,  von  denen  das  erste  die 
Achsen  der  or,  y,  z  besitzen  und  im  Räume  fest  sein  möge,  während 
wir  uns  das  zweite  System  der  |,  17,  i  zwar  als  fest  in  dem  Körper 
aber  mit  diesem  im  Baume  beweglich  denken.  Der  Winkel ,  wel* 
eben  der  Durchschnitt  der  Ebenen  xy  und  |i}  mit  der  positiven 
Seite  der  x- Achse  einschllesst ,  heisse  ^ifj  der  Winkel  zwischen 
eben  dieser  Dnrchschnittslinie  und  der  £  -  Achse  sei  =  f> ,  endlich 
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der  Neigungswinkel  der  Ebene  {iy  gegen  die  ary-Ebene  =  4^;  die 
Drehung  des  Körpers  wird  nun  durch  die  folgenden  bekannten 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  ausgedrückt 

a;  =  5  (cos  q>  cos  i^/  —  sin  q>  sin  -^  cos  &) 

—  tj  (sin  q>  cos  tj;  +  cos  g>  sin  ij;  cos  ^) 
+  t  sin  if;  sin  ^, 

y  =  J  (cos  9  m  if; ,+  sin  q)  cos  ij;  cos  ^) 

—  fl  (sin  g>  sin'^  —  cos  <p  cos  tjf  cos  d) 

—  t  cos  Ij;  sin  ^, 

jT  =  I  sin  q)  sin^  "{^  ri  cos  q>  sin  ^  +  f  cos  ^. 
Diese  Werthe  substituiren  wir  in  die  sechs  allgemeinen  Bedingungen 
des  Gleichgewichts: 

2?Jr=0,     SY=0,     2Z=0, 
,  S(yZ—zY)  =  Oy     i:(zX—xZ)  =  0,     £(xr—f/Z)  =  0] 
dagegen  sind  die  rechtwinkligen  Componenten  Xj  F,  Z  . . .  aller 
vorhandenen  Kräfte  nicht  zu  ändern,  weil  letztere  ihre  Intensi- 
täten und  Bichtungen  auch  bei  den  neuen  Angriffspunkten  ^tit"- 
behalten;  wir  gelangen  so  zu  den  folgenden  sechs  Gleichungen 

£X=o,    sr=o,    £Z=0, 

(cos  tp  sin  1/;  +m  q)  cos  if;  cos  &)  £  (J  Z) 

—  (sin  g>  sin  if;  —  cosip  cos  ^  cos  d)  £  (ij  Z) 

—  cos^sin^  £iSZ)  ^  ^  ^' 

—  sin  q>  sin  ^ 2?({  Y) ~^os  g>  sin  ^  £(ri  F)  —cos &£({;¥) 
sin  g)  sin  ^  £(iX)  +  costpsin»  £  (i?  X)  +  cos  ^£(iAr} 

—  (cos  g>  cos  ^  —  sin  ip  sin  ^  cos  &)  £(iZ)  

+  (sin  q)  cos  ijß  +  cos  q>  sin  -^  cos  ^)  £(riZ) 

—  «in^  sin  ^£(iZ) 
(cos  g>  cos  ^  —  sin  q>  sin  ij;  cos  &)  £  ({  F) 

—  (sin  ipcos^  +  cos  tp  sin  ^  cos  d)  £  (tf  F) 

+  sinilfsin  ^  £(i  F) 

—  (cos  fp  sin^  +  sin  q>  cos  tlfCos&)  £(^X)^  ^^ 
+  (sin  (p  sin  ^  —  cos  q>  cos  ij;  cos  0)  £(riX) 

+  costjfsine^  ^(t^) 
Die  letzten  drei  Gleichungen  «können  aber  für  alle  Werthe  von 
g>y  ij;  und  &  nur  dann  bestehen ,  wenn  die  neun  mit  £  bezeichneten 
Summen  einzeln  verschwinden ,  so  dass  im  Ganzen  zwölf  Beding- 
ungen zum  Vorschein  kommen.  Finden  diese  bei  irgend  einer  Lage 
des  Körpers  statt,  so  gelten  sie: auch  fUr  jede  andere;  schreiben 
wir  also  a:^  y,  z  für  £,  17,  (  und  setzen  zur  Abkürzung 
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HX^A,  ZY=B,  ZZ^C, 

Z(xX)=^A,,     2(yY)=^B^,     2(zZ)  =  C,, 
Z{yZ)  =  D,      Z(zX)  =  E,      2(xY)  =  F, 
Z(zF)  =  D,,     Z(xZ)=zE,,     2(yX)  =  F,, 
so  sind  die  Bedingungen  für  das  astatische  Gleichgewicht  der  vor- 
handenen Kräfte: 

u4  =  0,      ^  =  0,      C==0, 

A^=0,     ^1  =  0,     Ci  =  0, 

D  =  0,      ^=0,      F=0, 

73.  In  dem  Falle,  wo  die  vorstehenden  Bedingungen  nicht 
gleichzeitig  erfüllt  sind ,  also  auch  kein  astatisches  Gleichgewicht 
statt  findet,  kann  man  die  Frage  stellen,  ob  sich  dieses  nicht  durch 
Hinzubringung  einer  oder  mehrerer  Kräfte  herbeiführen  lässt,  wenn 
auch  diese  Kräfte  mit  unveränderlichen  Intensitäten  und  Richtungen 
an  ihren  Angriffspunkten  haften. 

Wir  untersuchen  zunächst,  ob  das  Gleichgewicht  durch  eine 
neue  Kraft  R  hergestellt  werden  kann  und  nennen  Z7,  F,  W  ihre 
rechtwinkligen  Componenten,  £,  ij,  ^die  Cordinaten  ihres  Angriffs- 
punktes. Da  in  diesem  Falle  das  astatische  Gleichgewicht  durch 
Einfübrung  von  —  B  entstehen  soll,  so  haben  wir  Jie  Gleichungen 

A—ü  =  o,     J5— r=o,      c— Fr=o, 

/>,— ä:F  =  0,     E,—  ^W=0,       F,  —  tiU=0. 
Durch  Elimination  der  sechs  Unbekannten  Uy  F,  TF,  J,  fj,  J  er- 
geben sich,  wofern  nicht  gleichzeitig  A  =  B  =  C=^Oy  d.  h.  die 
Resultante    der   ursprünglichen   Kräfte  =0  ist,    die    sechs  Be- 
dingungsgleichungen 

Ai       F El 

a^b'^'c' 

F\_Bi_B^ 
A~B  ~'C' 

•      A~B~C' 

und  wenn  diese  erfüllt  sind ,  so  bestimmen  sich  die  Unbekannten 

durch  die  Formeln 

U=^A,     V—B,     W=C, 

Aaalytische  Mechanik,  ^ 
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^  — J'     "^  —  w     ^~  C 

Die  Kraft  iJ  ist  die  astatische  Resultante  des  Kräftesystemes,  |iyt 
ihr  Angriffspunkt   der   sogenannte    astatische    Mittelpunkt 

des  Sjstemes. 

Für  parallele  Kräfte,  deren  algebraische  Summe  nicht  ver- 
schwindet, sind  übrigens  die  erwähnten  sechsBedingungsgleichungen 
immer  erfüllt ;  man  hat  nämlich  für  die  einzelnen  parallelen  Kräfte 
i^,  P\  /^". . .,  deren  gemeinsame  Richtung  durch  die  Winkel  cf,/5,y 
bestimmt  wird, 

X  ^=^P  cos  a,     Y  =  Pco$ß,     Z=zPcosy,,.. 

X'=P'cosa,      r=P'cosß,     Z'  =  P'cosy,  .  ,. 

folglich 

A  :=cosa  2Py  B  =cosß  SP,         C  ^=cosy  EP, 

A^  =  cos  a  E(xP),     J?,  ^=cosßE  (y P),     C, =cosy2  (zP), 
D  =cosyZ  {yP),     E  =  cosa  E{zP\     F  ^=:=  cos  ß  £  {xP), 
2>,  ^=cosßS  (zP),     El  =  cos  y  2(xP),    F,  =  cos  a  -^(yP), 
welche  Werthe  jenen  Gleichungen  genügen.    Femer  ist 

ü^^cosaZP,      V=cosßZP,      W^=cosy2P,     R^=  SP, 

2(xP)        ^_2(yP)         ^_2{zP) 

r       zp  '     ^~   zp  '     ^      zp  ' 

der  astatische  Mittelpunkt  fällt  also  mit  dem  Mittelpunkte  der  pa- 
rallelen Kräfte  zusammen. 

74.  Wenn  die  vorigen  sechs  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind, 
so  existirt  keine  astatische  Resultante  und  es  ist  dann  weiter  zu  un- 
tersuchen, ob  das  astatische  Gleichgewicht  durch  Einfiihrung  von 
zwei  neuen  Kräften  hergestellt  werden  kann.  Wir  denken  uns 
letztere  auf  eine  Einzelkraft  und  auf  ein  Kräftepaar  reducirt  und 
bezeichnen  mit  R  die  Einzelkraft,  mit  Z7,  V,  W  ihre  Componenten 
und  mit  g,  i;,  ^  die  Coordinaten  ihres  Angriffspunktes ;  die  Kraft  des 
Paares  heisse  K ,  ihre  Componenten  mögen  TT,  V\  W  sein,  endlich 
bezeichne  lii/ifc  den  Angriffspunkt  von  Ä' und  St^/tit  ^^^  voo  —  Ä*, 
so  dass  die  Differenzen 

die  Projectionen  des  Paararmes  auf  die  Coordinatenachsen  bedeu- 
ten. Aus  der  Bedingung,  dass  das  Gleichgewicht  eintreten  muss, 
wenn  die  Kräfte  — Ä  an  Jiyf,  —K  an  |,i7,f,  und  -f-Ä'  an  {,i2,t, 
hinzukommen ,  erhalten  wir  nun  nach  Nr.7l  die  Gleichungen 
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Den  ersten  drei  Gleichungen  entnehmen  wir  die  Werthe  von 
U,  Vy  H\  den  darauf  folgenden  die  Werthe  von  U\  V\  W  und 
snbstitniren  diess  Alles  in  die  letzten  sechs  Gleichungen;  diese  ge- 
stalten sich  wie  folgt 

Um   hieraus  die  sechs  Unbekannten  |,  i;,  t,    S, V>  f  zu  be- 
stimmen ,  verbinden  wir  die  erste  Gleichung  mit  der  vierten ,  die 
zweite  mit  der  fünften,  die  dritte  mit  der  sechsten  und  bekommen 
vorausgesetzt,  dass  nicht  gleichzeitig  ^=  B  =  C  =  0  ist, 
{BC,—CD,)r{^{BD  —  Bfi)i;     oder  6V=c,f, 

{CA,  —AE,)  li  =  {CE^  c,  ^)  r    „  er = a, r, 

(AB,—BF,)^'  =  (AF^A,B)ri'        „     «1'=^^, 
wo  a,  6,  c,  a{,  6|,  c,  von  selbst  verständliche  Abkürzungen  sind. 
Ans  den  letzten  drei  Gleichungen  lassen  sich  aber  nur  dann  Werthe 
von  I  »V»^'  »Weiten  wenn  die  Bedingung 
I)  aftc  =  a,  6,  r, 

erfüllt  ist;  diess  vorausgesetzt,  bleibt  eine  der  Grössen  |',  i^',  {" 
z.  B.  {  willkührlicb  und  die  beiden  anderen  sind 

II)  v=|;r,  r=^fi'. 

Behufs  der  Ermittelung  von  | ,  9} ,  {;  gehen  wir  auf  die  sechs 
vorigen  Gleichungen  zurück ,  drücken  in  der  ersten  oder  vierten 
Gleichung  ff  und  ^  durch  ^  aus,  in  der  zweiten  oder  fünften  ^^i^^ 
I' durch  ij' ,  in  der  dritten  oder  sechsten  {'und  rf  durch  f ;  diess  giebt 

CtC  — EtOi 
flj — bifi=  -^ — i— =  ^,ß, — FF,. 
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Eliminirt  man  t  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen ,  multiplicirt 

die  hierdurch,  entstehende  Gleichung  mit und   macht  von  der 

•öl  ^1 

Relation  aib^c^  =  abc  Gebrauch ,  so  gelangt  man  zu 

a^  —  b,fi  =  —  ^\b(BA  —  ^^i)  +  <^i(CiA—EE,)\; 

diese  Gleichung  würde  der  letzten  von  den  vorigen  drei  Gleich- 
ungen widersprechen,  wofern  nicht  die  rechten  Seiten  beider  Gleich- 
ungen identisch  sind  oder 

III)  a,c,  {A,B,  -  FF,)  +  ab{B,C,  —  DD,)  +  ac,  {C,A,  —EE,)  =  0 
ist.  Setzen  wir  diese  Gleichung  als  erfüllt  voraus,  so  bleibt  eine 
der  Grössen  J,  ly,  f ,  etwa  |,  willkührlich  und  die  anderen  sind 

a  A,B,-FF,  a,  A,C,—EE, 

IV)  1?=^^ ^^ ,     C-7S+  'c  • 

Endlich  hat  man  aus   den  ersten  sechs  der   zwölf  früheren 

Gleichungen 

V  =  A,     V=B,     W=C; 

Diesen  Entwickelungen  zufolge  kann  das  astatische  Gleich- 
gewicht nur  dann  durch  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  herbeige- 
führt werden,  wenn  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte  nicht 
verschwindet  und  wenn  die  beiden  angegebenen  Bedingungsgleich- 
ungen I)  und  III)  erfüllt  sind ;  die  Einzelkraft  ist  der  Resultante  gleich 
und ,  wie  man  aus  Nr.  VI  ersieht,  kann  ihr  Angriffspunkt  willkühr- 
lich auf  einer  bestimmten  Geraden  gewählt  werden ;  diese  im  Kör- 
per feste  Gerade  heisst  die  astatische  Mittellinie  desselben. 
Die  eine  Projection  J'  des  Paararmes  bleibt  gleichfalls  beliebig, 
der  Arm  des  Paares  ist  parallel  aur  Mittellinie. 

Für  parallele  Kräfte,  deren  Resultante  nicht  verschwindet, 
sind  alle  Z  =  0 ,  folglich 

c=o?      Ci  =  0,       6  =  0,       6,==:0* 

die  Bedingungsgleichungen  I)  und  III)  sind  dann  erfüllt. 

Wenn  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte,  mithin  auch  jede 
der  Grössen  A,  B,  C  verschwindet,  so  gehen  die  früheren  Gleich- 
ungen in  die  folgenden  über 
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0=Ffi'  —  B^^,    0  =  ^,1,'  — i?,r, 
welche  nur  unter  den  Bedingungen 

Ä.C,  =2)1),,     CtJi=EEi,     JiBi=FFi,     DEF=:D,EiF, 
zusammenbestehen  können ;  man  hat  dann 

fr=^,    r=?r',    W'=% 

Die  gegebenen  Kräfte  lassen 'sich  in  diesem  Falle  durch  ein  Paar 
ersetzen,  dessen  Arm  einen  beliebigen  Anfangspunkt  und  eine 
willktihrliche  Länge  hat,  dessen  Bichtung  aber  constant  ist. 

Die  vorigen  Bedingungen  werden  z.  B.  durch  parallele  Kräfte 
erfallt,  die  weder  eine  Kesultante  haben,  noch  einander  das  Gleich- 
gewicht halten. 

75.  Wenn  die  Bedingungsgleichungen  I)  und  II)  nicht  statt 
finden,  so  kann  man  das  astatische  Gleichgewicht  nicht  durch  zwei 
Kräfte  herbeiführen  und  wir  haben  dann  zu  untersuchen ,  ob  drei- 
Kräfte  oder,  was  Dasselbe  ist,  eine  Einzelkraft  und  zwei  Kräfte - 
paare  das  Verlangte  leisten.  Die  Componenten  der  am  Punkte 
Jiyf  angreifenden  Einzelkraft  R  seien  U^  V,  JF]  das  erste  Paar 
habe  die  Kraft  If  mit  den  Componenten  U\  V\  W*  und  die  Pro- 
jectionen  seines  Armes  seien  |',  ri\  J*;  für  das  zweite  Paar  mögen 
r",  r",  W'\  {",  V'»  r  ^lö  entsprechenden  Grössen  bedeuten;  die 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  sind  jetzt : 

^i— [7=0,     ^— r=0,     C—W=0', 

j,—^u—^u'—fir'=o,   ^.-i?r— vr-v'r'==o, 

i^— jr— s'r'— s'T"=o; 

D,— fr— {'^'-rr"=o,  ^1— s^— r^— r^"==o, 

Eliminirt  man  zunächst  die  Grössen  V,  F,  W,  Ü\V\  W\  ü"  ,V'\ 
W"  und  setzt  dabei  zur  Abkürzung 

i?r-vT=A,  it-n=v^y  rv-rv=»'» 

80  erhält  man  die  drei  Gleichungen 
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Fk  +Biii  +  D,v=B(f, 

iL  lA  V 

hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  der  Verhältnisse  -— ,    ^  ,    —  «nd 
ö  a       a       0 

zwar  gelten  bei  Benutzung  der  Abbreviaturen 

L  =  A  (B.C—BD,)  +  B(])E—C,F,)+C{D,F,  —  B,f:), 
M=A  \d,E^  —  C,F)  +  BlAfi,—EE,)  +  c\eF—A,D,), 
N=  A  (BF—  B^E^)  +  b\e^F^—A,D)  +  C{A^B^  —FF,), 
S  =  A^BiCi  —  A,BD,  —  B^EE^—C^FF^  +  DEF+  D^E^F^ 

m 

die  folgenden  Formeln 

bei  denen  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Kesultaate  der  gegebenen 
Kräfte  nicht  verschwindet  also  auch  nicht  gleichzeitig  A=^B  =  C 
=0  ist.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  g,  die  zweite  mit 
ri,  die  dritte  mit  j  und  addirt,  so  findet  man  zufolge  des  Werthes 
von  a  die  Relation 

auf  analoge  Weise  ergeben  sich  die  entsprechenden  Gleichungen 

Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass  der  Angriffspunkt  {i?f 
auf  einer  bestimmten  im  Körper  festen  Ebene  beliebig  gewählt 
werden  kann  und  das  die  Arme  der  beiden  Kräftcpaare  jener 
Ebene  parallel  liegen ;  die  bezeichnete  Ebene  heisst  die  astatische 
Mittelebene  des  Körpers.  Wählt  man  |,  »?,  |',  iy',  |",  fj'\  will- 
kührlich,  so  bestimmen  die  obigen  drei  Gleichungen  f ,  ^  und  i'\ 
die  neun  Componenten  der  drei  Kräfte  R ,  X  und  if '  finden  sich 
nachher  leicht,  nämlich 

Ü~A,     V=B,      W=C, 

,  _  A,n''-F,  f  -A{^  n  -  r -1?) 


V'  = 


in  — I  n 
__  Ffi'—BX—ß{W-t->\) 

^_ E,r,"--Dr-C {in  -fr,) . 
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ir-  ~  ^i^-M  -^(IV-ri?) 

SV  — s  V 

Xn  —in 

Wenn  demnach  auf  einen  Körper  Kräfte  wirken ,  deren  Re- 
sultante nicht  verschwindet,  so  kann  durch  Einführung  von  einer 
Kraft  und  zwei  Kräftepaaren  jederzeit  der  astatische  Zustand  her- 
gestellt werden. 

Die  vorigen  Ergehnisse  modificiren  sich,  wenn  die  Kesultante 
der  ursprünglichen  Kräfte  verschwindet,  also  -4  =  ^  =  (7  =  0  ist ; 
die  Gleichungen 

E^X  +  DfA  +C,v  =  0 
können  dann  nur  unter  der  Bedingung 

S==A^B,C,  —  A,DD^—B^EE^  —  C,FF,+DEF+D,E,F^=0 
zusammenbestehen,  und  wenn  diese  erfüllt  ist,  hat  man 

X       D,F^  —  B^E      n^EF—A^D^ 
V  ~'A,B,—FF,'     V  ~ A,B^  —  FF,' 
ferner 

die  Anne  der  beiden  Kräftepaare  sind  dann  wieder  parallel.  Die 
Bestimmung  der  Kräfte  V\  V\  W\  ü'\  F",  W"  hat  keine  Schwie- 
rigkeit. 

Wenn  endlich  A  =  B  =  C=0,  die  Bedingung  S  —  O  aber 
nicht  erfüllt  ist,  so  bedarf  man  dreier  Kräftepaare  zur  Herstellung 
des  Gleichgewichtes;  diese  müssen  folgenden  Bedingungen  ge- 
nügen : 

A,—i'ü'—ii'Tr'  —  rt^'"  =  0, 
(7,— f^— r^'— r^"=Ö5 

/»  —  ^  F'  —  5"  r'  —  J"'  F'"=  0 ; 

/>,—  jT  —  fr'  —  j"T"= 0, 
E,—}£}r—fw"—t'W"=o, 

jP^  —  ffü'--  V  ü"—  ij'"  P"'  =  0. 
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Hier  bleiben  J',  V.  t\  t,  v\  t.  t\  ri\  T  unbestimmt,  es 
können  also  die  Arme  der  Kräftepaare  sowohl  der  Grösse  als  der 
Lage  nach  beliebig  gewählt  werden,  und  die  vorstehenden  -  nenn 
Gleichungen  bestimmen  nachher  die  neun  Gomponenten  der  drei 
Kräfte  X,  X\  X". 


Gleichgewichtsbedinipcingen  für  einen  nicht  yöUig  freien 

astatischen  Körper. 

'  76.  Besitzt  ein  Körper  einen  festen  Punkt ,  um  den  er  be- 
liebig gedreht  werden  kann,  so  sind  nicht  alle  in  Nr. 71  erwähn- 
ten Bedingungen  zum  astatischen  Zustande  erforderlich ,  vielmehr 
reicht  es  hin,  wenn  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  bei  jeder 
Lage  desselben  auf  eine  Einzelkraft  zurückkommen,  die  durch  den 
festen  Funkt  geht.  Die  Sache  verhält  sich  demnach  ebenso,  als 
wenn  der  Körper  durch  Hinzufügung  einer  neuen  einzelnen  Kraft 
astatisch  gemacht  werden  sollte,  d.  h.  mit  andern  Worten,  es  ist 
im  vorliegenden  Falle  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Kör- 
per einen  astatischen  Mittelpunkt  besitzt  und  dass  dieser  mit  dem 
vorhandenen  festen  Punkte  zusammenfällt. 

Anders  gestalten  sich  die  Bedingungen  für  einen  Körper  mit 
einer  festen  Achse.  Nehmen  wir  letztere  zur  Achse  der  z  und 
drehen  das  System  um  die  feste  Achse,  so  finden  zwischen  den 
alten  und  neuen  Coordinaten  eines  Punktes  die  Gleichungen  statt 

x  =  lcosq>  —  71  sing)  ^    y  =s  ^sin  (p  +  ticos  q),     ^  =  fc 
und  indem  wir  diese  Werthe  in  die  sechs  allgemeinen  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  substituiren,  erhalten  wir 

sin  <p2{^Z)  +  cosq>2  {yiZ)  —  JS  (5;  T)  =  0 , 

sin  q>£{riZ)  —  cos  q>Z(iZ)  +  Z(;qX)  =0, 

cos  q>  [Z{^Y)—i:(riÄ)]  -  sin  tp  [SÜX)  +  Z{'^Y)]  =  0. 

Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  neun  Bedingungen,  in 
denen  wir  wieder  x,  y,  z  statt  | ,  17 ,  {;  geschrieben  haben : 

-£^^=0,     £Yz^O,     2Z  =  0', 

£{xZ)  =  0,      £{yZ)  =  0,     £(zX)  =  0,     2;(2r)  =  0, 
I!{xX)  +  £(yr)  =  0,     2(xY)  —  Z{yr}  =  0', 
d.  i. 
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^  =  0,     B  =  0,     (7  =  0, 

^,==0,     2>  =  0,     ^=0,     i>i  =  0, 

^1  +  ^4  =  0,     F—Fi  =  0. 

77.  Wenn  die  vorstehenden  Gleichungen  nicht  erfüllt  sind, 
so  lässt  sich  wie  früher  die  Frage  stellen,  oh  der  astatische  Zustand 
niclit  durch  Hinzufügung  neuer  Kräfte  hewirkt  werden^ kann; 
demgemäss  versuchen  wir  zunächst  diesen  Zweck  durch  eine  Einzel- 
kraft zu  erreichen.  Die  Componenten  derselben  mögen  [7,  F,  W 
heissen,  ihr  Angriffspunkt  habe  die  Coordinaten  ^,  17,  {;,  dann  gel- 
ten die  Gleichungen 

A~ü=0^    B—V=0,     C— ?r=0; 

D—flW=0,     Dj  — fr=0,     E—^Ü^O,     J?,  — g^=0, 

A^  +  B^  —  iü—fiV=0,     F—F,—iV+fiU  =  0. 

Durch  Elimination  von  i^,  F,  ^,  5 ,  i? ,  t  erhält  man  unter  der  Vor- 
aussetzung ,  dass  A,  By  C  nicht  verschwinden,  die  Bedingungen 

BE=ABi, 
C(A,  +  B,)=JE,  +  BB, 
C(F—F^)=:BE^  —  AD, 

und,  die  Erfüllung  derselben  vorausgesetzt, 

U=A,     V=B,     Wz=C, 

t—h      ^  —  1        ^_^i_^ 
^~C  '    ^~C  '      ^~  B~A' 

Der  hiermit  bestimmte  feste  Funkt  l^^isst  der  astatische  Mit- 
telpunkt in  Beziehung  auf  die  z-Achse.  —  Die  zu  seiner 
Existenz  nöthigen  Bedingungen .  sind  z.  B.  bei  Kräften  in  der 
x^- Ebene  vorhanden,  weil  dann  alle  z  und  Z  verschwinden. 

Wenn  ^  =  ^  =  0 ,  dagegen  C  von  Null  verschieden  ist,  d.  h. 
wenn  die  gegebenen  Kräfte  eine  zur  2 -Achse  parallele  Resultante 
haben,  so  werden  die  Bedingungsgleichungen 

A  =  0,     jE:=0,     Ai-+Bi  =  0,     F—Fi=0, 
xmd  man  erhält 

ü=0,    r=o,     W=C, 

^~ c  '     ^~  c  ' 

während  i  beliebig  bleibt. 

78.  Sobald  die  vorigen  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind ,  also 
auch  der  astatische  Zustand  durch  Hinzunahme  einer  Einzelkraft 
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uicht  herbeigeführt  werden  kann,  ist  weiter  za  untersuchen,  ob 
eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  das  Verlangte  leisten.  Unter  Be- 
nutzung derselben  Bezeichnungen  wie  in  Nr.  74  haben  wir  für  die- 
sen Fall  die  Gleichungen 

A—U  —  0,     B—V=0,    C—  fr=0; 

D—^w—t{jr=o,  D,  —  tv—i:r  =  o, 

F  —F,  —I  r— r  r+  tiU+  riU'  =  0. 
Durch  Elimination  von  V,  F,  W,  ü\  V\  W  ergeben  sich  hier 
aus  die  drei  Gleichungen 

(/>-c'i?)r— (^i-«)v=o, 

(fff— 2>,)J'+  {E—  At)  ri'  +  (F  —  F^+Ari  —  B^)  ^=0; 

sobald  nun  A^  B ^  und  C  nicht  gleichzeitig  verschwinden  föhrcn 
diese  Gleichungen  durch  Elimination  von  |',  iy',  f  zu  der  folgenden 
Bedingungsgleichung 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

c  =C(BE—ADi), 

b=C[A{F—F,)  —  B  {A,  +  B,)]  +  (A*  +  B')  Z>, 

a=:=C[A(A,+B,)  +  B{F—F,)]—(A*+B')E,,       . 

a^=A  {D^  E,—DE)  —  B  {DD, +EE^)+  C[{A,  +  B,)D,—E{F—F,'\\ 

h,  =  A{DB,  +iF^i)+  B{DfE,—DE)—C\{A,+B,)E'^I>{F'-F,)\ 

c,=^(AD  —  BE,)(A,  +  B,)+(AE,  +  BD)(F—F,), 

d  =(DE—D,E,)(A,+B,)  +  {DB,+  EE,)  (F—F,). 

Der  angegebenen  Bedingungsgleichung  zufolge  kann  der 
Punkt  £,!?,£:  willkührlich  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  ge- 
nommen werden,  deren  Gleichung  jene  Bedingungsgleichung  selber 
ist ;  man  findet  mittelst  bekannter  Criterien  leicht,  dass  diese  Fläche 
unter  die  mit  einem  Mittelpunkte  versehenen  Umdrehungsflächen 
gehört.  Hat  man  {,  17,  f  dieser  Bedingung  entsprechend  gewählt, 
so  bestehen  die  vorhergehenden  drei  Gleichungen  zwischen  |'iV'^ 

zusammen  und  bestimmen  die  Verhältnisse  p-,  -rr  ;   es  bleibt  daher 

eine  der  Projectionen  |',  1^',  ^  willkührlich.  Demgemäss  kann  man 
dem  Arme  des  Kräftepaares  (Ä*,  —  R)  einen  beliebigen  Anfangs- 
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puDkt  und  eine  beliebige  Länge  geben ;  zweckmässig  ist  es  dabei, 
diesen  Anfangspunkt  mit  dem  Funkte  $1;^  zusammenfallen  zu  lassen, 
so  dass  der  Endpunkt  des  Paararmes  die  Coordinaten  ^+1^1  ^+17') 
i+^  erhält.    Bezeichnen  wir  diese  mit  £i ,  % ,  f  1 ,  so  haben  wir 

durch  Substitution  dieser  drei  Werthe  in  die  drei  für  l*,  V>  t'  S®^" 
tenden  Bedingungsgleichungcn  erhalten  wir  drei  neue  Gleichungen, 
welche  in  Beziehung  auf  £>  1})  i^»  Id  171  >  ii  so  symmetrisch  sind,  dass 
sie  ungcändert  bleiben,  wenn  gleichzeitig  £  und  $1,  gundi/],  {;und 
ii  gogcz^  einander  vertauscht  werden;  demgemäss  gilt  von  dem 
Punkte  Sii^ifj  dasselbe  wie  vom  Punkte  Ji^f,  d.  h.  der  Punkt 
li  Vi  ii  ^^^S^  gleichfalls  in  der  erwähnten  Rotationsfläche.  Weil 
ferner  der  Arm  des  Paares  (Ä*,  — Ä'),  d.i.  die  Entfernung  der 
Punkte  ^7ii  und  IiITiS,  beliebig  ist,  so  liegt  nun  auch  der  ganze 
Arm  in  der  Fläche,  woraus  folgt,  dass  letztere  ein  einfaches  Um- 
drehungshyperboloid sein  muss. — Für  die  Kräfte  hat  man  endlich 
noch  die  Werthe 

17=^,     V=B,     W=C, 

Wenn  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte  parallel  zur 
z  -  Achse  liegt,  also  ^  =  ^  =  0,  hingegen  =  C  von  Null  verschie- 
den ist ,  so  verschwinden  c  y  b,  a  und  das  einfache  Hyperboloid 
geht  in  eine  der  ory- Ebene  parallele  Ebene  über. 

In  dem  Falle ,  wo  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte  ver- 
schwindet ,  d.h.  ^  =  ^  ==  67  =  0  ist ,  wird  c  =  ft  =  a  =  ai=6, 
=  c,  =0  und  es  bleibt  nur  die  Bedingung  rf  =  0,  d.  h. 

{DE—D,E,)  {A,  +  B,)  +  {DD,  +  EE,)  {F—F,)  =  0. 

Die  Erfüllung  derselben  vorausgesetzt,  erhalten  wir 

{A,  +  B,)E—D,{F-F,)  ,_{A,  +  B,)D,-^E{F^F,) 

E  .       B.  ,       B       Ei 

TT*  TT' ^  W tu 

s  r  ^    s 

womit  das  zur  Herstellung  des  astatischen  Zustandes  erforderliche 
Kräftepaar  soweit  als  möglich  bestimmt  ist. 

Wenn  endlich  die  Resultante  des  Kräfteystemes  verschwin- 
det und  die  Bedingung  d  =  0  nicht  erfüllt  ist,  so  muss  man  den 
astatischen  Zustand  des  Körpers  durch  zweu  Kräftepaare  he^rbei 
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zuführen  versuchen.  Unter  Beibehaltung  der  in  Nr.  74  gebrauchten 
Zeichen  sind  die  hierzu  nöthigen  Bedingungen 

^1  +  ^1— r^'— r^"— v^'— V'^"=o, 

F  —  F,  —  t^'r  —  i''V''+ri'ü'  +ri'ü'[  =  0. 
Hier  kann  man  die  Grössen  5',  tf,  f,  ^\  f{\  f",  also  auch 
die  Grössen  und  Lagen  der  beiden  Paararme  willkührlich  nehmen, 
und  die  obigen  sechs  Gleichungen  bestimmen  dann  die  noch  übrigen 
sechs  Unbekannten  IT,  V\  W\  ü'\  T",  W\  sodass  also  die  Auf- 
gabe immer  lösbar  ist. 


\ 


Achtes  Capitel. 

Gleichgewicht  eines  veränderlichen  Complexes 

starrer  Körper. 


Allgemeine  OmndBätze. 

79.  Die  Zerlegungen  und  Zusammensetzungen,  mittelst  deren 
sich  alle  an'  einem  starren  Körper  wirkenden  Kräfte  auf  eine  Ein- 
zelkraft und  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen  lassen,  verlieren 
ihre  Allgemeingültigkeit ,  sohald  nicht  alle  Punkte  fest  unter  ein- 
ander verhunden  sind.  Besteht  aher  das  ganze  Punktesjstem  aus 
einzelnen  gegen  einander  heweglichen  kleineren  Systemen ,  deren 
jedes  für  sich  genommen  starr  ist,  so  kann  man  diesen  Fall  auf 
den  vorigen  reduciren ,  wenn  man  zu  den  gegebenen  Kräften  die 
ans  den  Verbindungen  der  einzelnen  Theile  entspringenden  Kräfte 
hinzufügt;  wie  leicht  erhellt,  ist  es  dann  zum  Gleichgewichte  des 
ganzen  Systemes  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jeder  beweg- 
liche Theil  desselben  unter  dem  Einflüsse  aller  Kräfte  zusammen 
im  Gleichgewichte  steht.  Jene  Verbindungen  der  einzelnen  be- 
weglichen Theile  wollen  wir  uns ,  um  bestimmte  Fälle  vor  Augen 
zu  haben,  entweder  durch  biegsame  aber  unausdehnbare  Fäden 
oder  durch  feste  Stäbe  hergestellt  denken,  deren  Endpunkte^ mit 
zwei  verschiedenen  beweglichen  Theilen  des  Systemes  verbunden 
sind;  auch  können  wir  uns  vorstellen,  dass  die  einzelnen  Theile 
durch  feste  Flächen  begrenzt  werden  und  dass  sich  die  zu  zwei 
verschiedenen  Theilen  gehörenden  Flächen  berühren  und  gegen- 
seitig drücken. 

Bei  stattfindendem  Gleichgewichte  des  ganzen  Systemes  ist 
aach  jeder  einzelne  Faden  im  Gleichgewichte  und  folglich  müssen 
längs  desselben  zwei  gleichgrosse  und  entgegengesetzte   Kräfte 
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wirken,  deren  eine  den  ersten  nnd  deren  andere  den  zweiten Theil 
sollicitirt ,  so  dass  jeder  Theil  von  dem  anderen  gezogen,  mithin 
jeder  Faden  gespannt  wird. 

Bestehen  die  Verbindungsstücke  aus  festen  Stäben,  die  sich 
ebensowenig  dehnen  als  zusammendrücken  lassen,  so  müssen  bei 
stattfindendem  Gleichgewichte  wiederum  zwei  gleiche  nnd  entge- 
gengesetzte KrMffce  längs  jedes  Stabes  zusammentreffen;  nur  braucht 
hier  nicht  nothwendig  (wie  im  vorigen  Falle)  jeder  Theil  an  dorn 
anderen  zu  ziehen,  es  könnten  vielmehr  die  Kräfte  auch  in  umge- 
kehrtem Sinne  wirken ,  so  dass  jeder  Stab  von  zwei  Seiten  her  in 
seiner  Liingenrichtung  gedrückt  wird. 

Da  eine  Fläche  nur  die  zu  ihr  normalen  Kräfte  anflicbenkann, 
so  müssen  bei  dem  gegenseitigen  in  der  Berührung  erfolgenden 
Drucke  zweier  Flächen  zwei  Kräfte  aufgehoben  werden ,  welche 
einander  gleich  sind  und  längs  der  gemeinschaftlichen  Normale 
beider  Flächen  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken.  Dabei  strebt 
die  Fläche,  welche  zu  dem  einen  Körpertheile  gehört,  die  entge- 
genstehende Fläche  des  anderen  Theiles  zu  verdrängen ,  und  es 
verhält  sich  die  Sache  umgekehrt  wie  bei  der  Verbindung  durch 
Fäden. 

Bei  allen  drei  genannten  Arten  der  Verbindung  (durch  Fäden, 
Stäbe  oder  Berührungsflächen)  treten  also  zwischen  je  zwei  Kör- 
pertheilen  unbekannte  Kräfte  auf,  die  zu  zweien  von  gleicher 
Grösse  und  einander  entgegengesetzt  sind.  Andere  Verbindung^s- 
weisen  pflegt  man  gewöhnlich  nicht  zu  betrachten,  doch  bleibt  für 
alle  Fälle  die  Bemerkung  gültig ,  dass  die  von  den  Verbindungen 
herrührenden  Kräfte  aus  gleichen  Wirkungen  und  Gegen- 
wirkungen bestehen  müssen,  da  überhaupt  eine  Kraft  nur 
durch  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  aufgehoben  wer- 
den kann. 

-  Bestehen  die  einzelnen  starren  Thoile  des  ganzen  Systemes 
aus  einfachen  Maschinen,  wie  Hebel,  Rolle  etc.,  so  heisst  das  Ganze 
eine  zusammengesetzte  Maschine. 

80.  Nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  (unter  Mitzählung 
der  aus  den  Verbindungen  entspringenden  Kräfte)  leicht  die  Be- 
dingnngsgleichungen  aufstellen,  die  zum  Gleichgewichte  jedes  ein- 
zelnen Systemtheiles  erforderlich  sind  und  deren  Anzahl  von  I  bis 
incl.  6  gehen  kann.  Durch  Elimination  der  unbekannten  von  den 
Verbmdongen  herrührenden  Kräfte  erhält  man  daraus  die  zum 
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Gleicbgewichte  des  ganzen  Sjstemes  erfordeflicben  Bedingnngs- 
gleichungen ;  nachher  fahren  auch  die  Gleichungen,  welche  znr 
Elimination  gedient  haben,  zur  Bestimmung  der  Intensitäten  und 
Richtungen  jener  Verbindungskräfte,  wenn  dieselben  nicht  unmit- 
telbar gegeben  sein  sollten. 

In  dem  speciellen  Falle ,  wo  die  Bedingung  für  das  Gleichge- 
wicht  jedes  einzelnen  Systemtheiles  aus  nur  einer  Gleichung  be- 
steht und  der  erste  Systemtheil  mit.  dem  zweiten,  der  zweite  mit 
dem  dritten  etc.  verbunden  und  keine  weitere  Verbindung  vorhan- 
den ist,  kann  n^an  sich  leicht  überzeugen,  dass  auch  nur  eine  ein- 
zige Gleichung  als  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  ganzen 
Systemes  übrig  bleiben  kann.  Bezeichnet  nämlich  m  die  Anzahl 
der  einzelnen  Theile,  so  hat  man  m  Gleichgewichtsgleichungen 
zwischen  den  gegebenen  und  den  m  —  1  unbekannten  Kräften, 
welche  aus  der  Verbindung  des  ersten  mit  dem  zweiten,  des  zwei- 
ten mit  dem  dritten  etc.,  des  {m  —  1)*®"  mit  dem  w'*"  Theile  ent- 
stehen ;  diese  unbekannten  Kräfte  mögen  X^^  X^^  X^, . .  X^^ | 
heissen.  Nun  enthält  die  erste  Gleichung  X^^  die  zweite  ^,  undA^s) 
die  dritte  X^  und  X^  u.s.  f. ,  die  m**  -^1«— 1 5  durch  Substitution  von 
X,  aus  der  ersten  in  die  zweite  Gleichung,  von  X^  aus  der  zwei- 
ton in  diei  dritte  Gleichung  u.  s.  f.  gelangt  man  schliesslich  zu  einer 
letzten  von  JT, ,  A^j  •  •  •  -^w— i  freien  Gleichung.  Diese  ist  die  einzige 
Bedingung  des  Gleichgewichtes,  und  die  vorigen  Gleichungen  be- 
stimmen nachher  X^ ,  X2  j  •  •  •  Xm  —  f 

BeiBpiele. 

81.  Erstes  Beispiel.  Um  jeden  von  zwei  festen  Punkten 
0  und  (y  sei  ein  starrer  Körper  frei  drehbar  und  Fig.  2»^. 

zwischen  zwei  Punkten  il/ und  iüf' dieser  Körper, 
die  man  als  Hebel  betrachten  kann,  sei  ern  bieg- 
samer Faden  ausgespannt;  man  verlangt  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichtes,  wenn  beliebige 
Kräfte  auf  die  beiden  Hebel  wirken  und  zugleich 
der  Faden  eine  gewisse  vorläufig  noch  unbe* 
kannte  Spannung  erhält. 

Der  Hebel  ^0  muss  unter  dem  Einflüsse  aller  an  ihm  thätigen 
gegebenen  Kräfte  zusammen  mit  der  Spannung  des  Fadens,  welche 
X  heissen  möge ,  im  Gleichgewicht  sein  und  es  ist  dabei  X  als  eine 
von  üf  nach  M*  wirkende  Kraft  in  Rechnung  zu  ziehen;  dies  giebt 


—  so- 
nach Nr.  53  drei  GleichgewichtsbedingtiDgen ,  welche  X  in  der 
ersten  Potenz  enthalten.  Auf  analoge  Weise  erhält  man  drei  ent- 
sprechende Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  Hebels  M0\ 
wobei  X  als  eine  von  M'  nach  M  wirkende  Kraft  zu  betrachten  ist. 
Entwickelt  man  X  aus  der  ersten  Gleichung,  so  hat  man  die  Span- 
nung des  Fadens  und  indem  man  den  gefundenen  Werth  von  X 
in  die  übrigen  fünf  Gleichungen  einsetzt,  erhält  man  die  fünf  zum 
Gleichgewichte  erforderlichen  und  ausreichenden  Bedingungen. 

82.  Zweites  Beispiel.  Ein  um  den  Punkt  0  frei  drehbarer 
Hebel  berühre  in  M  einen  um  die  Achse  AZ  frei 
drehbaren  Körper  (Göpel) ;  auf  beide  Körper  mögen 
beliebige  gegebene  Kräfte  wirken,  und  es  wer- 
den die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  dio 
Grösse  des  gegenseitigen  Druckes  gesucht. 

Nennen  wir  X  die  Intensität  dieses  unbekann- 
ten Druckes,  so  ist  derselbe  für  denHebel  als  eine 
von  M  nach  iV^  wirkende  Kraft  zu  betrachten;  un- 
ter Einrechnung  derselben  in  die  übrigen  auf  den 
Hebel  unmittelbar  wirkenden  Kräfte  muss  nnn 
erstens  der  Hebel  im  Gleichgewichte  sein.  Dies  giebt  drei  lineare 
Gleichungen  mit  der  Unbekannten  X,  Zweitens  wird,  erfordert, 
dass  der  Göpel  ebenfalls  im  Gleichgewichte  sei  unter  Einwirkung 
aller  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  verbunden  mit  dem  Drucke  T, 
welcher  hier  als  eine  von  M  nach  iV  wirkende  Kraft  zu  betrachten 
ist ;  diess  giebt  gemäss  Nr.  54  eine  einzige  Gleichung.  Man  hat 
also  zusammen  vier  Gleiclinngen;  eine  derselben  bestimmt  den 
unbekannten  Druck  X^  und  die  übrigen  sind  nach  Substitution  des 
Werthes  von  X  die  zum  Gleichgewichte  des  ganzen  Sjstemes  er- 
forderlichen und  hinreichenden  Bedingungen. 

83.  Drittes  Beispiel.  Wir  denken  uns  ein  Polygon  aus 
festen  Stäben  zusammengesetzt,  die  sich  um  ihre  Yerbindungs- 
punkte  (die  Ecken  des  Polygones)  frei  drehen  können;  ferner 
setzen  wir  die  Bedingung  hinzu ,  dass  diese  Eckpunkte  auf  vorge- 
schriebenen Curven  bleiben  müssen ,  und  denken  uns  endlich  be- 
liebige Kräfte  an  den  Ecken  des  Polygones  wirkend.  Die  Be- 
dingungen  des  Gleichgewichtes  ergeben  sich  dann  auf  folgende 
Weise. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  betrachten 
wir  ein  aus  fünf  Punkten  A^  5,  C,  i>,  E  bestehendes  Polygon  und 
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stellen  uns  die  nn  jeder  Ecke 
^T  thätigen  Kräfte  zu  ihrer  Resul- 
tante vereinigt  vor,  so  dass  wir 
nur  mit  fünf  Kräften  zu  thun 
haben,  welche  der  Reihe  nach 
P,  ö,  -R,  S^  T  heissen  mögen. 

Zunächst  muss  nun  an  jedem 
einzelnen  Punkte  Gleichgewicht 
stattfinden  ,  und  dieses  kann, 
weil  der  betreffende  Punkt  auf 
einer  bestimmten  Curve  zu  bleiben  gezwungen  ist,  nur  dann  ein- 
treten ,  wenn  die  Resultante  der  an  diesem  Punkte  zusammenkom- 
menden EJräfte  normal  auf  der  Curve  steht,  welche  dem  Punkte 
angewiesen  ist. 

Ferner  muss  jede  Poljgonseite  im  Gleichgewichte  sein  unter 
dem  Einflüsse  aller  an  ihr  wirkenden  Kräfte;  hierzu  gehört  z.  B. 
bei  der  Seite  Ä  B ,  dass  die  Resultante  aller  an  Ä  zusammentreffen- 
den Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  ist  der  Resultante  aller  an 
B  zusammenkommenden  Kräfte,  dass  mithin  diese  Resultanten 
längs  AB  selber  wirken.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  anderen 
Seiten  ^C,  CD,  D^. 

Diess  vorausgesetzt  bezeichnen  wir  mit  X,  Y,  Z,  Ü  die  aus  den 
vorhandenen  Verbindungen  entspringenden  Kräfte  ,  d.  h.  die  Pres- 
sungen oder  dehnenden  Kräfte ,  welche  auf  die  Polygonseiten  in 
deren  Längsrichtungen  wirken ;  ferner  mögen  a,  6,  c,  d,  e  die  Win- 
kel heissen ,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  P,  Q,  R,  S,  T  mit 
den  im  bestimmten  Sinne  genommenen  Curventangenten  B,n  J,  B, 
Cy  2>,  E  einschliessen ;  endlich  sei  oder  Winkel  zwischen  der  Rich- 
tung von  X  und  der  Tangente  an  Aj  sowie  a  der  Winkel  zwischen 
X  und  der  Tangente  an  B ,  und  entsprechend  die  Bedeutung  von 
ß  und  ß'y  y  und  /  etc.  Das  Gleichgewicht  des  Punktes  A  giebt 
jetzt  die  Bedingung 

Pcos  a  +  X  cos  «  =  0, 
femer  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Punktes  B 

Xcosa  +Qcosb+  rcoÄ^  =  0; 
dem  entsprechend  hat  man  in  Beziehung  auf  die  übrigen  Punkte 

Ycos  ß^  +  Rcos  c  +  ZcosY  =  0, 
Z  cos y  +  Scosd'\'  ücosö  =  0, 
Ucosf  +  Tcose  =0. 

AnaljUsche  Mechanik*  0 
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Durch  Elimination  von  X^  F,  Z,  V  folgt  aus  diesen  fünf  Gleich- 
ungen eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  gegebenen  Kräften; 
diese  ist  die  zum  Gleichgewichte  erforderliche  und  hinreichende 
Bedingung.  Die  übrigen  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der 
Kräfte.^,  r,  Z,  V, 

Auch  entscheidet  man  leicht  über  den  Sinn ,  in  welchem  jede 
dieser  Kräfte  wirkt;  er  richtet  sich  nämlich  nach  den  Vorzeichen 
der  Cosinus  von  o,  a ,  j3,  ^  etc.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  zu- 
nächst das  Zeichen  von  cos  a  und  damit  den  Sinn,  in  welchem  die 
Kraft  ^  an  ^  zu  nehmen  ist ;  der  Sinn  von  ^  an  ^  ist  mithin  der 
entgegengesetzte ,  woraus  das  cos  a  gehörige  Vorzeichen  von  sel- 
ber folgt.  Die  zweite  Gleichung  giebt  nachher  das  Zeichen  von 
cos  ßy  d.  h.  den  Sinn  von  F  an  ^,  wodurch  wieder  der  Sinn  von 
Fan  Cj  d.  h.  das  Vorzeichen  von  cos  ß'  bestimmt  wird  u.  s.  w.  Man 
erfahrt  hierdurch,  ob  jedes  der  starren  Verbindungsstücke  (die 
Polygonseiten)  von  beiden  Seiten  her  einen  Druck  oder  nach  bei- 
den Seiten  hin  einen  Zug  erleidet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  die  Modification,  welche  die  vorigen 
allgemeinen  Formeln  in  dem  speciellen  Falle  erleiden,  wo  eine  der 
starren  Polygonseiten  normal  zu  einer  der  Curven  liegt.  Ist  z.  B. 
BC  senkrecht  auf  der  durch  B  gehenden  Curve,  so  wird  ro5/S  =  0, 
und  die  beiden  ersten  Gleichungen  führen  nach  Elimination  von 
X  zu  einer  Bedingungsgleichung,  welche  sagt,  dass  die  beiden  an 
den  Endpunkten  von  A  B  angebrachten  Kräfte  P  und  Q  einander 
gerade  so  ins  Gleichgewicht  zu  setzen  sind  als  wenn  überhaupt 
nur  die  eine  Gerade  A  B  zwischen  den  beiden  ersten  Curven  vor- 
handen wäre.  In  der  That  wird  in  diesem  Falle  die  Kraft  F  durch 
den  Widerstand  der  Curve  aufgehoben  und  ist  also  für  die  vorhcr- 
liegcnden  Punkte  nicht  zu  beachten. 

Die  drei  übrigen  Gleichungen  liefern  durch  Elimination  von 
Z  und  ü  eine  neue  Gleichung ,  welche  dieselbe  ist ,  als  wenn  das 
System  CBE  für  sich  allein  existirte;  die  darin  vorkommende 
Kraft  F  wirkt  auf  C  längs  BC  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne. 
In  der  That  kann  auch  die  Gerade  BC  durch  eine  in  ihrer  Längs- 
richtung wirkende  Kraft  nicht  verschoben  oder  gedreht  werden, 
weil  die  Festigkeit  der  Curve  an  B  jede  derartige  Kraft  aufhebt. 

84.  V  i  e  r  t  e  8  B  e  i  s  p  i  e  1.  Wir  denken  uns  die  Punkte  A ,  B. 
C,  D  durch  biegsame  Fäden  von  unveränderlichen  Längen  verbun- 
den ;  an  A,  B,  C,  D  bringen  wir  der  Reihe  nach  die  Kräfte  t/,  i>  jß, 


Fig.  26. 
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Ä,  Sy  F  an ,  deren  änsserste  mit- 
telst der  Fäden  Aü  und  DV  wir- 
ken. Die  einzelnen  festen  Theile 
des  Sjstemes  rednciren  sich  in 
diesem  Falle  anf  die  Punkte  A, 
By  Cy  D  und  das  Ganze  bildet  ein 
sogenanntes  Seilpoljgon. 

Zum  Oleichgewichte  des  Sjste- 
mes  wird  nun  erfordert,  dass  je- 
der einzelne  der  Punkte  A,  By 
Cy  D  unter  dem  Einflüsse  aller  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte sei.  So  wird  z.  B.  der  Punkt  B  von  drei  Kräften  sollici- 
tirt,  nämlich  durch  die  beiden  von  den  Seilverbindungen  mit  ^  und 
C herrührenden  Kräfte  und  durch  die  gegebene  Kraft;  diese  drei 
Kräfte  müssen  folglich  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten  und 
jede  von  ihnen  muss  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  den  beiden 
übrigen  proportional  sein.  Ausserdem  ist  aber  zum  Gleichgewichte 
aller  Seile  noch  erforderlich,  dass  jedes  einzelne  Seil  von  zwei 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften  gezogen  werde ,  deren  ge- 
meinsame Intensität  die  Spannung  des  betreffenden  Seiles  heissen 
möge.  Aus  diesen  Bedingungen  kann  man  die  Spannungen  aller 
Seile ,  sowie  die  Verhältnisse  der  Kräfte  für  den  Gleichgewichts- 
zustand ableiten. 

85.  Die  Spannung  T  irgend  eines  Seiles  CD  lässt  sich  leicht 
durch  die  Bemerkung  bestimmen,  dass  zwischen  T  und  dem  auf 
irgend  einer  Seite  von  CD  liegenden  Theile  des  Systemes  Gleich- 
gewicht stattfinden  muss;  das  Gleichgewicht  zwischen  (7,  P,  f),  R 
und  T  wird  aber  nicht  gestört ,  wenn  man  das  Polygon  ABC  un- 
biegsam macht  und  es  ist  daher  T  gleich  und  entgegengesetzt  der 
Resultante  aus  U^  P,  jß,  R.  Da  ferner  Kräfte  ohne  Aenderung  ihres 
Effectes  an  einem  beliebigen  Punkt  ihrer  Resultante  verlegt  wer- 
den dürfen,  so  gilt  nunmehr  der  Satz:  Die  Spannung  irgend 
eines  Seiles  ist  die  Resultante  aller  auf  derselben' 
Seite  dieses  Seiles  liegenden  und  parallel  an  irgend 
einen  Punkt  desselben  versetzten  Kräfte. 

86.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  eine  der  Kräfte  an 
einem  auf  dem  Seile  beweglichen  Punkte  wirkt ,  z.  B.  an  einem 
Ringe,  der  an  dem  Seile  frei  hin  und  her  gleiten  könnte.  Um  die 
für  diesen  Fall  geltende  besondere  Bedingung  kennen  zu  lernen, 

6* 
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Fig.  27. 


denken  wir  uns  die  Kraft  P  an  einem  Punkte  M  des  Seiles  AMB 
angreifend  und  das  Gleichgewicht  hergestellt.    Nun  wird  aber  das 

Oleichgewicht  nicht  gestört,  wenn  wir  uns  die 
Punkte  A  und  B  als  fest  vorstellen  und  dann  kann 
sich  der  Punkt  M  nur  auf  der  Oberfläche  eines 
Rotationsellipsoides  bewegen,  dessen  Brennpunkte 
A  und  B  sind;  wir  können  jetzt  von  der  Seilver- 
bindung absehen  und  die  Sache  so  auffassen,  als 
ob  der  Punkt  auf  der  genannten  Fläche  zu  blei- 
ben gezwungen  wäre.  Zu  seinem  Gleichgewichte 
ist  dann  erforderlich,  dass  die  an  ihm  thätige 
Kraft  normal  auf  dem  Ellipsoide  steht  und  folglich  den  Winkel 
AMB  halbirt.  Wenn  also  einer  von  den  Angriffspunkten  der  Kräfte 
längs  des  Fadens  gleiten  kann ,  so  muss  bei  der  Gleichgewichts- 
lage die  Kraftrichtung  den  Winkel  halbiren,  welcher  von  den  bei- 
den Theilen  des  Seiles  eingeschlossen  wird. 

Dieselbe  Bedingung  gilt  für  den  Fall ,  wo  der  Ring  befestigt 
und  das  Seil  ungehindert  durch  ihn  hindurch  gleiten  kann ;  das 
Gleichgewicht  findet  nämlich  statt ,  wenn  längs  MA  und  MB  gleiche 
Spannungen  im  Seile  wirken,  folglich  würde  eine  Aenderung  in 
dem  Verhältnisse  dieser  Spannungen  auch  eine  Bewegung  hervor- 
bringen. 

87.  Das  Gleichgewicht  an  dem  Polygon  wird ,  einmal  herge- 
stellt, dadurch  nicht  gestört,  dass  man  das  Polygon  fest  macht,  und 
es  müssen  daher  alle  äusseren  daran  wirkenden  Kräfte  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  ein  festes  System  genügen.  Verlegt  man 
also  die  genannten  Kräfte  parallel  zn  sich  selbst  an  einen  beliebigen 
Punkt ,  so  muss  die  entstehende  Resultante  verschwinden ;  hieraus 
ergeben  sich  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichtes. 


Fig.  26. 


Sind  umgekehrt  diese  Be- 
dingungen erfüllt,  so  kann  man 
dem  Polygon  auch  immer  eine 
solche  Gestalt  ertheilen,  dass  die 
ihrer  Grösse  und  Richtuncr  nach 

o 

gegebenen  Kräfte  an  demselben 
im  Gleichgewichte  sind.  Um  diess 
nachzuweisen,  nehmen  wir  den 
Punkt  A  beliebig  und  ertheilen 
dem  Seile  .^  eine  der  Resultante 
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aus  TJ  und  P  entgegengesetzte  Richtung  und  eine  dieser  Resultante 
gleiche  Spannung;  ferner  legen  wir  das  Seil  j5C  entgegengesetzt 
der  Resultante  aus  Q  und  der  Spannung  von  AB  und  nehmen  die 
Spannung  in  BC  gleich  der  letzteren  Resultante;  indem  wir  so  bis 
zur  letzten  Ecke  fortgehen,  haben  wir  aber  aa  diesem  Punkte  eine 
solche  Kraft  anzubringen ,  dass  das  ganze  Polygon  in 's  Gleichge- 
>yicht  kommt.  Diese  Kraft  muss  die  Resultante  der  nach  L  pa- 
rallel verlegten  Kräfte  TJ,  P,  ß,  R,  S  also  =  V  sein,  weil  vorausge- 
setzt war,  dass  Z7,  P,  Q,  Ä,  5,  V  an  einen  Punkt  verlegt,  im  Gleich- 
gewicht sein  würden.  Hiermit  ist  die  Gestalt  des  Polygons  voll- 
ständig bestimmt. 

Diese  Betrachtungen  sind,  wie  man  bemerken  wird,  unab- 
hängig von  der  Anzahl  der  Polygonseiten  und  behalten  daher  ihre 
Gültigkeit  für  den  Grenzfall ,  bei  welchem  die  Anzahl  der  Seiten 
unendlich  wächst,  jede  einzelne  Seite  unausgesetzt  abnimmt  und 
das  Vieleck  in  eine  stetig  gekrümmte  Linie  übergeht. 

88.  Wenn  die  beiden  Endpunkte  des  Seiles  fest  sind,  so  kennt 
man  die  Kräfte  ü  und  V  nicht,  und  es  bleibt  dann  die  Aufgabe,  die 
Gestalt  des  Polygones  in  der  Gleictigewichtslage  und  die  Werthe 
jener  zwei  Kräfte  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  geht  man  von  dem  ersten  festen  Endpunkte 
ü  ans,  sieht  vorläufig  die  drei  Componenten  von  r7als  bekannt  an 
und  bestimmt  daraus  die  Lage  des  Punktes  A^  sowie  der  Reihe 
nach  die  Lagen  der  anderen  Punkte  und  die  Spannungen  aller 
Seile.  Die  Coordinaten  des  Endpunktes  des  letzten  Seiles  erhält 
man  jetzt  ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  des  ersten  Punktes 
fj,  die  man  gleich  Null  setzen  kann,  und  durch  die  drei  Componen- 
ten der  Kraft  ü.  Vergleicht  man  die  erhaltenen  Werthe  mit  den 
drei  Coordinaten  von  F,  so  hat  man  drei  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  vorhin  in  Rechnung  gebrachten  drei  Componenten  der 
Kraft  Z7;  vermöge  dieser  Werthe  sind  nachher  auch  die  Lagen 
aller  Ecken  sowie  die  Spannungen  aller  Seile  vollständig  bekannt. 

89.  In  dem  Falle,  wo  die  Richtungen  der  beiden  äussersten 
Seile  sich  schneiden,  haben  die  Kräfte  Z7  und  Keine  Resultante, 
woraus  folgt,  dass  nun  auch  die  Kräfte  P,  Qy  B,  S  eine  gleiche  und 
entgegengesetzte  Resultante  besitzen.  Befindet  sich  demnach  das 
mit  zwei  festen  Endpunkten  versehene  Polygon  in  der  Gleichge- 
wichtslage ,  so  kann  man  die  auf  die  Endpunkte  ausgeübten  Wir- 
kungen dadurch  erkennen ,  dass  man  die  dort  endigenden  Seiten 
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bis  zu  ihrem  Durchschnitte  verlängert,  die  gegebenen  Kräfte  an 
diesen  Punkt  versetzt  und  sie  in  zwei  Kräfte  zerlegt,  die  nach  den 
Richtungen  derselben  Seiten  wirken.  Jede  solche  Componente 
misst  die  Spannung  des  entsprechenden  Seiles  und  zugleich  die 
Wirkung  auf  den  festen  Punkt ,  an  welchen  es  geknüpft  ist. 

90.  Wenn  die  Kräfte  jP,  0;]{,  S  parallel  sind,  so  ist,  wie  leicht 
zu  bemerken ,  das  ganze  S7stem  in  einer  Ebene  enthalten.    Dab^i 

Fig.  28.  kann  eines  der  Seile,  z.  B.  BC  senkrecht  zur 

Kichtung  der  Kräfte  liegen,  wir  ersetzen  es 
dann  durch  eine  seiner  Spannung  gleiche 
Kraft  und  betrachten  nur  die  auf  der  einen 
Seite  des  Seiles  liegenden  Kräfte.  Die  Span- 
nung irgend  eines  Seiles  DE  kommt  jetzt  der 
Resultante  aller  auf  der  einen  Seite  von  DE 
liegenden  und  parallel  nach  D  versetzten 
Kräfte  gleich,  mithin  bleibt  die  auf  den  Kraft- 
richtungen senkrechte  Componente  constant  für  alle  Seile  und  gleich 
der  Spannung  von  BC\  die  zu  den  Kraftrichtungen  parallele  Com- 
ponente ist  die  Summe  aller  Kräfte  von  B  bis  D, 

91.  Wir  betrachten  endlich  noch  den  Fall,  wenn  der  Angriffs- 
punkt einer  Kraft  an  mehrere  Seile  zugleich  geknüpft  ist.  Man 
erhält  dann  die  Spannung  jedes  einzelnen  Seiles  durch  Zerlegung 
der  Kraft  in  einzelne  nach  den  Richtungen  der  Seile  wirkende 
Componenten.  Dabei  findet  aber  eine  Unbestimmtheit  statt,  sobald 
die  Anzahl  der  in  einem  Punkte  zusammenlaufenden  Fäden  mehr 
als  drei  beträgt  und  die  Voraussetzung  der  Unausdehnbarkeit  der 
Seile  aufrecht  erhalten  wird.  Einem  ähnlichen  Falle  sind  wir 
früher  bei  der  Stützung  eines  mit  mehr  als  drei  Punkten  auf  einer 
Ebene  ruhendenKörpers  begegnet;  auch  dort  waren  die  Pressungen 
auf  die  Stützpunkte  unbestimmt,  wenn  die  Anzahl  der  letzteren 
grösser  als  drei  war.  In  der  Wirklichkeit  dagegen  sind  diese 
Druckkräfte  ebenso  bestimmt,  wie  jene  Seilspannungen,  weil  jede 
stützende  Ebene  mehr  oder  weniger  nachgiebt  und  jedes  Seil  in 
gewissem  Grade  dehnbar  ist.  Beachtet  man  diese  Umstände,  indem 
man  in  jedem  besonderem  Falle  auf  die  physikalische  Beschaffen- 
heit der  betreffenden  Körper  näher  eingeht,  so  lassen  sich  auch 
alle  einzelnen  Kräfte  vollständig  bestimmen;  diese  Untersuchungen 
liegen  uns  aber  zu  fern ,  als  dass  wir  sie  durchführen  könnten. 
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Oleichgewichtsbedingangen  far  eine  Seilcnrve. 

92.  Auf  jeden  Punkt  eines  biegsamen  und  nnausdehnbaren 
Fadens  mögen  gegebene  Kräfte  wirken  und  an  demselben  im 
Gleicbgewicbte  sein ;  es  entsteht  dann  die  doppelte  Frage  nach  der 
Gestalt  des  Fadens  in  der  Gleichgewichtslage  und  nach  der  Span- 
nung in  jedem  einzelnen  Punkte  desselben. 

Mit  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
mögen  X^  F,  Z  die  rechtwinkligen  Componenten  derjenigen  Kraft 
bedeuten ,  welche  auf  die  Längeneinheit  des  Fadens  wirken  würde, 
wenn  die  letztere  im  Punkte  xyz  concentrirtwäre;  das  vom  Punkte 
xyz  9h  gerechnete  Bogenelement  ds  wird  dann  durch  eine  Kraft 
afficirt,  deren  Componenten  XdSy  YdSy  Zds  sind.  Ausserdem  wir- 
ken auf  das  Fadenelement  ds  noch  zwei  Spannungen ,  welche  an 
den  £nden  desselben  angreifen  und  nach  den  Tangenten  an  diesen 
Punkten  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  sind.  Die  Spannung 
T  im  Punkte  xyz  ändert  sich  continuirlich  mit  diesem  funkte ,  ist 
also  eine  stetige  Funktion  von  x^y^z^  dasselbe. gilt  von  den  Cosinus 

—  — ,  —  der  Winkel,  welcbe  die  Tangente  im  Punkte  xyz 
ds      ds     ds 

mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst.  Pie  drei  Componen- 
ten der  Spannung  im  Punkte  xyz  sind  demnach 

T^        r^        rlf. 
^5F'       ^  ds'      ^  ds' 

die  am  anderen  Endpunkte  von  ds^  d.h.  am  Punkte  x+dx^  y+^äy^ 

z-\'dz  auftretende  Spannung  T'\'dT  hat  dem  entsprechend  die 

Componenten 

wobei  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  die  vorhin  genannten  Compo- 
nenten das  negative  Zeichen  erhalten  müssen,  wenn  man  die  letzten 
drei  Componenten  positiv  nimmt. 

Den  Bogen  s  denken  wir  uns  vom  Punkte -4  aus  gezählt  und  be- 
zeichnen mit  MN  das  Bogenelement;    die  p.     ^9, 
Richtungen    der  beiden   an  M  und  N  wir- 
kenden  tangentialen  Spannungen  schnei--^ 
den  8ich  ohne  Zweifel ,  wenn  die  Curve  in 
einer  Ebene  liegt,  sie  können  aber  auch 
bei  einer  doppelt  gekrümmten  Linie  als  sich 
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schneidend  angesehen  werden ,  weil  dann  ihr  kürzester  Abstand 
unendlich  klein  in  Beziehung  auf  ds  ist.  Jene  Spannungen  haben 
also  eine  Resultante  und  folglich  müssen  alle  zwischen  M  and  N 
wirkenden  !^räfte  gleichfalls  eine  Resultante  besitzen,  welche  der 
ersten  gleich  und  entgegengesetzter  Richtung  ist  und  in  derEoüm- 
mungsebene  der  Curve  liegt.  Die  gesuchten  Gleichgewichtsbe- 
dingungen sind  jetzt  die  nUmlichen  wie  für  Kräfte  an  einem  Punkte 
,und  bestehen  darin,  dass  die  Summen  der  den  einzelnen  Coordi- 
natenachsen  parallelen  Componenten  für  sich  verschwinden.  Mit 
Rücksicht  auf  den  oben  erwähnten  Gegensatz  der  Vorzeichen  der 
Componenten  von  T und  T  +  dT  erhalten  wir  nunmehr  folgende 
Gleichungen 

dx\ 

dfCL  dv 

Die  erste  multipliciren  wir  mit  -7- ,  die  zweite  mit  —  ,    die    dritte 

^  ds  ds  ^ 

.dz 
mit  —  und  addiren  die  Producte ;  unter  Beachtung  der  Relation 


( 


aus  welcher 


(l)V(^)'+©-=.. 


folgt,  finden  wir  als  Summe  die  Gleichung 

dT+Xdx+Ydy  +  Zdz  =  0, 
welche  jede  der  früheren  Gleichungen  vertreten  kann. 

Meistentheils  ist  J^  dx+  Ydy+Zdz  das  Differential   einer 
Funktion  9  (x,  y,  z) ,  dann  haben  wir  für  diesen  Fall 

J  =  —  9>  (^,  y,  2)  +  Const. 
Die  Constante  ist  leicht  zu  bestimmen,  wenn  man  für  einen 
bestimmten  Punkt  x^y^z^  die  Spannung  Tq  kennt;  man  findet 

Aus  der  Spannung  für  einen  Punkt  erhält  man  hiemach  die  Span- 
nung in  jedem  anderem  Punkte  ausgedrückt  durch  dessen  Coordi- 
naten;  in'allen  Fällen  hängt  die  Differenz  der  Spannungen  in  zwei 
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verscliiedeiien  Funkten  nnr  von  den  Coordinaten  dieser  Punkte 
ab.  Durch  Substitution  von  7. in  früheren  Gleichungen  gelangt  man 
zu  den  Gleichungen  der  gesuchten  Seilcurve. 

9S.  Wenn  die  Kraft,  deren  Componenten  mit  Z,  F,Z  bezeich- 
net wurden  in  allen  Punkten  des  Fadens  die  Bichtung  der  Normale 
besitzt ,  so  gilt  die  Gleichung 

Xdx+  rdi/  +  Zdz  =  Oy 
woraus  folgt,  dass  q)  (or,  y^  z)  mithin  auch  Tconstant  ist;  der  Faden 
hat  dann  an  allen  Stellen  dieselbe  Spannung.  Dieser  Fall  tritt 
z.  6.  ein,  wenn  der  Faden  Über  eine  Fläche  gespannt  ist,  die  keine 
Reibung  erzeugt.  Wegen  der  Unveränderlichkeit  von  T  gehen  die 
ersten  drei  Gleichungen  jetzt  in  die  folgenden  über 

diese  geben 

oder,  wenn  P  die  Kraft  und  r  den  Krümmungshalbmesser  be- 
zeichnet, 

r 

Wie  also  auch  die  normale  Kraft  beschaffen  sein  möge,  so  er- 
hält der  Faden  immer  eine  solche  Gestalt,  dass  jene  Kraft  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  zum  Krümmungsradius  steht.  Hiernach  ist 
z.  B.  die  Fadencurve  ein  Kreis ,  sobald  alle  normalen  Kräfte  von 
gleicher  Grösse  sind  und  in  einer  Ebene  liegen. 

Wenn  die  normale  Kraft  aus  dem  Widerstände  einer  krummen 
Fläche  herrührt ,  so  steht  die  Krümmungsebene  der  Curve,  in  wel- 
cher Ebene  die  KraffcricHtung  immer  enthalten  sein  muss ,  senk- 
recht auf  jener  Fläche ;  die  krumme  Linie  ist  dann  die  kürzeste 
Curve  zwischen  zwei'  Flächenpunkten. 

Den  auf  die  Fläche  ausgeübten  Druck  kann 
man  leicht  durch  fofgende  geometrische  Betracht- 
ungen ermitteln.  Betrachten  wir  nämlich  die  Fa-  ^ 
dencurve  als  ein  Polygon  aus  unendlich  vielen 
gleichen  unendlich  kleinen  Seiten,  so  fHllt  die  Re- 
sultante der  Spannungen  zweier  Nachbarseiten  AB 
und  BC  in  die  Gerade  BD,  welche  den  Winkel  ABC 
balbirt  und  ist  ihrer  Grösse  nach 
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B  C 
2  T  cos  CBD  =  2  r  —-■ ,  wenn  CD  -L  BC. 

BD^ 

Die  Hälfte  von  BD  giebt  den  RadiuB  r  des  durch  die  Punkte  A, 

By  C  gebenden  Kreises ,  welcber  beim  Uebergange  zur  Grenze  der 

Krümmungskreis  wird ;  es  ist  daher  jener  Druck 

r 
Bei  verschwindenden  BC  nähert  sich  auch  der  Druck  der  Null;  für 
ein  unendlich  kleines  Fadenstück  ist  BC=ds  und  der  von  dem 
Fadenstücke  d$  auf  die  Fläche  ausgeübte  Druck 

also  umgekehrt  proportional  dem  zu  jenem  Fadenelemente  gehö- 
rigen  Krümmungshalbmesser. 


Neuntes  Capitel. 
Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 


Bin&chste  FäUe  ddi  Principi  der  virtneUen  Geichwindigkeiten. 

94.  Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
von  Punkten  oder  festen  Körpern,  die  irgendwie  mit  einander  yer- 
banden  und  der  Einwirkung  irgend  welcher  Kräfte  ausgesetat  sind, 
lassen  sich  auf  eine  einzige  ganz  allgemeine  Formel  zurückführen, 
deren  Gebrauch  sowohl  in  der  Statik  als  in  der  Dynamik  von  dem 
grössten  Nutzen  ist.  Der  betreffende  allgemeine  Ausdruck  bietet 
nämlich  den  wesentlichen  Vortheil,  dass  er  die  jedem  speciellen 
Pünktesysteme  eigenthümlichen  Bedingungen  nach'  einem  durch- 
aus gleichförmigen  Verfahren  entwickeln  lehrt,  weshalb  man  auch 
sagen  kann,  dass  in  ihm  die  ganze  Statik  irgendwie  verbundener 
Punkte  implicite  enthalten  ist.  Der  Aufstellung  jenes  Theoremes 
und  seines  Beweises  lassen  wir  einige  Definitionen  vorausgehen. 

Wenn  ein  System  im  Gleichgewichte  ist  und  jeder  Punkt 
desselben  in  eine  neue,  von  der  früheren  unendlich  wenig  verschie- 
denen Lage  gebracht  wird,  welche  aber  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  verträglich  sein  muss,  so  versteht  man  unter  der  virtu- 
ellen Geschwindigkeit  eines  Punktes  die  gerade  Verbin- 
dungslinie, seiner  ersten  und  zweiten  Lage.  Diese  Benennung 
schreibt  sich  einerseits  davon  her,  dass  man  die  gleichzeitige 
Verrückung  aller  Punkte  als  in  einer  und  derselben  Zeit  vor 
sich  gehend  betrachten  kann,  wobei  die  durchlaufenen  Räume 
den  Geschwindigkeiten  proportional  sind ,  andererseits  daher,  dass 
jede  solche  Verrückung  nur  eine  mögliche  aber  keine  wirklieb 
eintretende  ist. 
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Unter  der  virtaellen  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  bezo- 
gen auf  eine  gegebene  Gerarde,  verstehen  wir  die  Projection 
seiner  virtaellen  Geschwindigkeit  auf  jene  Gerade;  diese  Projec- 
tion gilt  als  positiv  oder  negativ ,  jenachdem  die  Bewegungsrich- 
tnng  des  Punktes,  der  von  der  ersten  in  die  zweite  Lage  übergeht, 
mit  jener  gegebenen  Geraden  einen  spitzen  oder  stampfen  Winkel 
bildet;  man  erhält  folglich  die  auf  eine  bestimmte  Gerade  bezogene 
virtuelle  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  sow^ohl  der  Grösse  als  der 
Richtung  nach ,  wenn  man  die  absolute  Grösse  des  vom  Punkte 
zurückgelegten  Weges  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen 
diesem  Wege  und  jener  Geraden  multiplicirt. 

Endlich  nennt  man  virtuelles  Moment  einer  Kraft  das 
Produkt  aus  ihrer  Intensität  in  die  virtuelle  Geschwindigkeit  ihres 
Angriffspunktes  bezogen  auf  die  Richtung  der  Kraft. 

Nach  dem  hiermit  festgesetzten  Sprachgebrauche  lässt  sich 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  folgendermaassen 
ausdrücken : 

Wenn  irgend  ein  System  von  Punkten  im  Gleich- 
gewichte ist  und  jeder  Punkt  eine  mit  den  sonstigen 
Bedingungen  des  Systemes  verträgliche  unendlich 
kleine  Verrückung  erleidet,  so  ist,  wie  auch  diese 
Yerrückungen  geschehen  mögen,  doch  immer  die 
Summe  de'r  virtuellen  Momente  aller  Kräfte  gleich 
Null;  findet  umgekehrt  diese  Bedingung  bei  allen  vir- 
tuellen Verrückungen  statt,  so  ist  das  System  auch  im 
Gleichgewichte. 

In  dieser  Fassung  werden  die  unendlich  kleinen  Grössen  auf 
die  gewöhnliche  Weise  angesehen.  Die  Gleichung  ist  nämlich 
genau,  wenn  man  sie  durch  eine  der  vorhandenen  unendlich  klei- 
nen Grössen  dividirt  und  von  den  entstehenden  Verhältnissen  die 
Grenzwerliie  nimmt;  mit  andern  Worten  die  Summe  der  virtaellen 
Momente  ist  unendlich  klein  im  Vergleich  zu  jedem  einzelnen 
derselben. 

Dem  allgemeinen  Beweise  des  obigen  Theoremes  schicken 
wir  die  Betrachtung  einiger  speciellen  Fälle  voraus. 

95.  Virtuelle  Bewegung  eines  einzigen  Punktes. 
Zum  Gleichgewicht  eines  ganz  freien  Punktes  ist  erforderlich, 
dass  die  Summe  der  auf  eine  beliebige  Richtung  bezogenen  (pro- 
jicirten)  Kräfte  verschwindet,  auch  findet  umgekehrt,  wenn  diese 
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Bedingung  erfüllt  ist ,  das  Gleichgewicht  statt.  Sei  nun  P  irgend 
eine  der  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  und  |»  der  Winkel  zwi- 
schen ihrer  und  einer  heliebig  gewählten  festen  Hichtung,  so  hat 
man  die  zum  Gleichgewichte  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungsgleichung 

-2?(/>co5^)=0, 
oder ,  wenn  man  alle  einzelnen  Glieder  dieser  Summe  mit  einem 
und  demselben  Factor  m  multiplicirt, 

Nun  ist  m  cos  fi  die  Projection  der  Grösse  m,  sobald  man  diese 
von  dem  gegebenen  Punkte  aus  auf  der  festen  Richtung  abträgt 
und  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  projicirt.  Da  femer  der  Punkt 
vollkommen  frei  ist,  so  darf  man  sich  m  als  die  Entfernung  seiner 
ursprünglichen  von  einer  etwaigen  späteren  Lage  denken  und  in* 
dem  man  m  unendlich  klein  nimmt,  wird  es  zur  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit des  betrachteten  Punktes.  Dann  bedeutet  aber 
Z  (JPm  cos  fi)  die  Summe  der  virtuellen  Momente  aller  Punkte  und 
verschwindet  bei  eintretendem  Gleichgewichte.  Dasselbe  gilt  um- 
gekehrt, weil  die  obige  Bedingung  nicht  nur  erforderlich ,  sondern 
auch  hinreichend  war.  Im  vorliegenden  Falle  darf  man  übrigens 
statt  der  virtuellen  Geschwindigkeit  irgend  eine  endliche  Grösse 
nehmen ,  auch  beträgt  die  Summe  aller  virtuellen  Momente  genau 
Null  und  nicht  bloss  eine  im  Verhältniss  zu  jedem  einzelnen  Mo- 
mente unendlich  kleine  Grösse. 

Im  Fall  das  Gleichgewicht  nicht  vorhanden  ist,  kann  man  es 
durch  Anbringung  einer  der  Resultante  gleichen  und  entgegenge- 
setzten Kraft  herbeiführen.  Da  nunmehr  die  Summe  der  virtuellen 
Momente  verschwindet  und  da  ferner  zwei  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Kräfte  gleiche  und  mit  entgegengesetzten  Zeichen  ver- 
sehene Momente  geben,  so  folgt,  dass  das  virtuelle  Moment 
derResultante,  sowohl  der  Grösse  alsdemVorzeichen 
nach,  gleich  ist  der  Summe  der  virtuellen  Momente 
aller  Componenten. 

Hierbei  sind  alle  Kräfte  im  absoluten  Sinne  gewonnen  und 
CS  bedarf  daher  noch  einer  Untersuchung,  ob  die  allgemeine  Glei- 
chung in  dem  Falle  eine  Modification  erleidet,  wo  die  Kräfte  ent- 
gegengesetzter Zeichen  fähig  sind,  wie  z.  B.  wenn  es  sich  um  eine 
Kraft  P  handelt,  welche  parallel  zu  drei  rechtwinkligen  Coordina- 
tenachsen  in  die  Componenten  Xy  y,  z  zerlegt  wird.    Betrachtet 
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TOAn  X,  i/y  z  zuerst  positiv,  so  sind  die  Variationen  8xy  öy,  iz  der 
drei  Gaordinaten  des  Punktes  ocyzy  sowohl  der  Grösse  als  dem 
Vorzeichen  nach,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  jener  Kräfte 
und  man  hat 

Pöp  =  Xdx+Yöy  +  Zöz, 
wobei  8p  die  virtuelle  Geschwindigkeit  des  Punktes  xyz  bedeutet. 
Wird  nun  eine  der  Componenten,  z.  B.  Yy  negativ,  so  ist  ihr  abso- 
luter Werth  =  —  F,  zugleich  verwandelt  sich  die  entsprechende 
virtuelle  Geschwindigkeit  in  — dy  und  das  virtuelle  Moment  ist 
wieder  Yöy\  bei  gehöriger  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  der  Com- 
ponenten  und  Coordinaten  bleibt  also  die  vorige  Gleichung  allge- 
mein richtig.  Direct -gelangt  man  zu  dem  nämlichen  Resultate, 
wenn  man  die  ans  dXy  öy  und  dz  bestehende  gebrochene  Linie  auf 
die  Resultante  projicirt. 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  bei  einem  schief- 
winkligen Coordinatensjsteme  X8x  nicht  mehr  das  virtuelle  Mo- 
ment veno;  ist,  weil  in  diesem  Falle  öx  nicht  die  Projection  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeit  des  Punktes  xyz  bedeutet.  Dasselbe  gilt 
für  die  Übrigen  Componenten,  mithin  besteht  auch  die  vorige  Glei- 
chung nicht  für  scljiiefwinklige  Achsensysteme. 

96.  Bei  einem  Punkte ,  der  auf  einer  festen  Fläche  bleiben 
muss,  ist  es  zum  Gleichgewichte  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Resultante  aller  gegebenen  Kräfte  senkrecht  auf  der  Fläche 
steht ,  mithin  £  {P  cos  ^)  =  0  ist  für  alle  in  der  Tangentialebene 
liegende  Richtungen.    Man  hat  jetzt  wie  früher 

£{Pm  cos  fi)  =^  0, 
aber  man*darf  hier  m  nicht  als  die  Entfernung  zweier  Lagen  dos 
Punktes  betrachten,  weil  der  Endpunkt  der  Linie  m  nicht  auf  der 
Fläche  liegt. 

Wählt  man  dagegen  auf  der  Fläche  selbst  einen  Punkt  in 
unendlich  kleiner  Entfernung  ös  vom  ersten  Punkte,  so  fallt  die 
Richtung  der  Sehne  6s  mit  der  Richtung  der  Tangente  zusam- 
men und  dann  wird  £{P8s  cos  n)  unendlich  klein  im  Vergleich  zu 
ds,  folglich  ist  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  von  Lifinitesimalglei- 
chungen 

£{Pm  cos  fi)  =0, 

Demnach  verschwindet  auch  hier  die  Summe  der  virtuellen 
Momente  aller  Kräfte  bei  solchen  unendlich  kloinen  Verrückungen^ 
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die  mit  den  Bedingungen  des  vorliegenden  Falles  vereinbar  sind. 
Di|8selbe  gilt  umgekehrt. 

Für  einen  Funkt  der  auf  einer  festen  Curve  bleiben  muss,  be- 
steht die  zum  Gleichgewichte  nothwendige  und  ausreichende  Be- 
dingung darin,  dass  die  Resultante  normal  zur  Curve  ist  und  dass 
folglich  die  Summe  aller  auf  die  Tangente  projicirten  Kräfte  ver- 
schwindet. Bezeichnet  man  mit  ös  ein  Bogenelement  der  Curve, 
so  findet  man  wie  vorhin 

£{Pds€OS  ii)  =  0, 
wobei  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer  Ordnung 
nach  gewöhnlicher  Regel  weggelassen  sind.  Wiederum  ist  es  hier 
zum  Gleichgewichte  not^wendig  und  ausreichend,  dass  die  Summe 
der  virtuellen  Momente  sich  für  alle  Verrttckungen  annullirt,  welche 
nach  den  vorhandenen  Bedingungen  zulässig  sind. 

97.  Wäre  der  Punkt  so  auf  die  Fläche  oder  Curve  gelegt, 
dass  er  sich  nach  der  einen  oder  andern  Seite  davon  entfernen 
könnte ,  so  würde  die  normale  Lage  der  Resultanten,  zwar  erfor- 
derlich, nicht  aber  hinreichend  zum  Gleichgewichte  sein,  wie  schon 
früher  (Nr.  23.)  bemerkt  wurde.  Die  so  eben  entwickelte  Beding- 
ungsgleichung würde  dann  gleichfalls  nothwendig  sein ,  ohne  zu 
gentigen. 

Um  dies  gleich  nachher  zu  untersuchen ,  machen  wir  darauf 
aufmerksam ,  dass  bei  dem  Gleichgewichte  eines  nach  beschriebe- 
ner Art  auf  die  Fläche  gelegten  Punktes  die  Summe  der  virtuellen 
Momente  nicht  mehr  verschwindet,  wenn  der  Punkt  in  einer  gegen 
die  Tangentialebene  geneigten  Richtung  verschoben  wird,  obgleich 
diese  Bewegung  mit  den  gegebenen  Bedingungen  liarmonirt.  Jene 
Summe  ist  nämlich  gleich  dem  virtuellen  Moment  der  Resultante, 
letzteres  aber  negativ,  weil  die  Resultante  den  Punkt  gegen  die 
Oberfläche  drücken  muss.  Demgemäss  verschwindet  im  vorliegen- 
den Falle  die  Momentensumme  so  lange-  als  die  Verrückungen  des 
Punktes  m  der  Tangentialebene  vor  sich  gehen ;  sie  wird  dagegen 
negativ  bei  jeder  anderen  Verschiebung. 

98.  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für 
einestarre  Gerade.  An  deifSndpunkten  einer  festen  Geraden 
denken  wir  uns  beliebige  Kräfte  wirkend  und  jedes  dieser  zwei 
Kräftesysteme  auf  seine  Resultante  reducirt;  das  virtuelle  Moment 
jeder  solchen  Resultante  ist  immer  gleich  der  Summe  der  virtuel- 
len Momente  ihrer  Componenten  und  wir  brauchen  daher  nur  die 
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Resultanten  in  Betracht  zu  nehmen.  Zu  nntersnchen  wäre  nun, 
ob  im  Zustande  des  Gleichgewichts  die  Summe  der  virtuellen  Mo- 
mente der  beiden  noch  Übrigen  Kräfte  verschwindet. 

a)  Wir  betrachten  die  Gerade  zunächst  als  vollkommen  frei, 
nennen  x,  y,  z,  x\  y\  z  die  rechtwinkligen  Goordinaten  ihrer  End- 
punkte M,  M\  und  bezeichnen  mit  /  ihre  Länge ;  dann  ist  zunächst 

(a:_a:')«+  {y-yj  +  {z-zj=l\ 

und  es  folgt  daraus 

{x^x)  {ix—dx)  +  {y—y')  {öy-dy)  +{z^z)  {dz—dz)  =  0, 

wobei  dx,  öy,  öz,  ix',  iy\  öz    die  unendlichen  kleinen  Zunahmen 

bedeuten ,  welche  die  Goordinaten  der  Endpunkten  M  und  RT  bei 

irgend  einer  virtuellen  Bewegung  erleiden^   Für  die  Winkel  a,  ß^  y 

zwischen  der  Geraden  MM  und  den.Goordinatenachsen  haben  wir 

ferner 

X — x'         ^       y  —  y  z  —  z 

cos  a  =  — - — ,  cos  ß  =  ^cosy  =  — - —  ; 

die  vorige  Gleichung  wird  dann 

öx  cosa-i-  dy  cosß+dz  cosy=  Sx  cosa'\'iy  cosß"\-8z'  cosy, 
d.  h.  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Endpunkte  liefern  gleiche 
Projectionen  auf  die  Gerade  MM\  Zum  Gleichgewichte  gehört 
nun ,  dass  die  beiden  an  M  und  M'  thätigen  Kräfte  von  gleicher 
Grösse  sind  und  dass  die  eine  in  der  Richtung  vonM'  nach  M  und 
die  andere  im  entgegengesetzten  Sinne  von  ilf  nach^'  wirkt.  Die 
virtuellen  Momente  sind  daher  gleich  und  von  entgegengesetztem 
Zeichen,  mithin  geben  sie  die  Summe  Null.  Ebenso  verhält  es 
sich  mit  der  Summe  der  virtuellen  Momente  aller  Kräfte,  weil  diese 
Summe  für  alle  Kräfte  dieselbe  ist  wie  für  die  zwei  resultirenden 
Kräfte. 

b)  Wir  betrachten  zweitens  den  Fall,  wo  die  Endpunkte  M^  M 
auf  gegebenen  Flächen  oder  Gurven  zu  bleiben  genöthigt  sind. 
Aus  dieser  Bedingung  entspringen  neue  Kräfte  normal  auf  den 
Oberflächen  oder  Gurven ,  wobei  wir  von  jeglicher  Reibung  ab- 
sehen. Nach  Einführung  der  neuen  unbekannten  Kräfte ,  welche 
zu  den  gegebenen  Kräften  hinzukommen ,  dürfen  wir  die  Gerade 
MM'  als  völlig  frei  betrachten ,  imü  dann  ist  im  Gleichgewichtszu- 
stande die  Summe  der  virtuellen  Momente  aller  Kräfte  gleich  Null 
für  alle  willkürlichen  Verrückungen  der  Geraden.  Verlangt  man, 
dass  in  dieser  Summe  nur  die  gegebenen  Kräfte  vorkommen ,  so 
macht  es  sich  nothwendig  und  genügt,  wenn  die  Yerrückung  jedes 
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Endpunktes  auf  der  entsprechenden  Oberfläche  oder  Curve  vor 
sich  geht,  damit  das  virtuelle  Moment  jeder  normalen  Kraft  ver- 
schwindet. D.  h.  also:  Wenn  die  an  den  Endpunkten  einer 
festen  Geraden  wirkende  Kräfte  im  Gleichgewichte 
und  die  Endpunkte  gezwungen  sind  auf  festen  Flä- 
chen oder  Curven  zu  bleiben,  so  verschwindet  die 
Summe  der  virtuellen  Momente  jener  Kräftefür  alle 
Verrückungen  der  Geraden,  welche  mit  der  angege- 
benen Bedingung  verträglich  sind. 

Der  umgekehrte  Satz  gilt  gleichfalls,  doch  können  wir  seinen 
Beweis  um  so  eher  weglassen,  als  derselbe  in  dem  allgemeinen 
Beweise  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  inbegrif- 
fen ist. 

Allgemeiner  Beweis  des  Frineipes  der  virtuellen 

Geschwindigkeiten. 

99.  Wir  betrachten  ein  System  von  Punkten,  die  irgend  wel- 
chen durch  Gleichungen  zwischen  ihren  Coordinaten  ausgedrück- 
ten Bedingungen  unterworfen  und  von  beliebigen  Kräften  afficirt 
werden.  Die  Anzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  muss  kleiner 
sein  als  die  Anzahl  der  Coordinaten  aller  Punkte  zusammen,  weil 
ausserdem  jeder  Punkt  fest  und  folglich  das  Gleichgewicht  zwi- 
schen den  Kräften  unter  all^  Umständen  vorhanden  wäre.  Wir 
untersuchen  nun  zunächst  den  Fall,  wo  die  Anzahl  der  Beding- 
ungsgleichungen eine  Einheit  weniger  beträgt  als  die  Gesammtzahl 
der  Coordinaten.  Aus  dem  Werthe  einer  einzigen  Coordinate  fol- 
gen dann  die  Werthe  aller  übrigen  Coordinaten,  und  die  Punkte 
bewegen  sich  auf  gewissen  Curven  in  der  Weise,  dass  die  Bewe- 
gung eines  einzigen  Punktes  die  Bewegung  aller  übrigen  Punkte 
bestimmt. 

Welcher  Art  nun  auch  die  wirklichen  Verbindungen  zwischen 
den  Punkten  M^  M\  M" , . .  sein  mögen,  so  können  dafür  doch 
immer  andere  Verbindungen  substituirt  werden ,  welche  die  näm- 
lichen Bewegungen  erlauben  würden.  So  darf  man  sich  z.  B.  die 
Punkte  M  und  M'  durch  zw^i  Gerade  von  constanten  Längen 
MN  und  M^N  verbunden  denken,  die  gezwungen  sind,  sich  auf 
einer  bestimmten  Fläche  zu  schneiden,  wodurch  die  Curve  be* 
stimmt  wird ,  welche  der  Punkt  N  auf  dieser  Fläche  beschreiben 
muss.    Ebenso  kann  man  M'  und  M"  durch  feste  Gerade  M' If' 

Analytische  Mechanik.  7 
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M"N'  verbinden  und  den  Punkt  N'  znm  Verbleiben  auf  einer  ge- 
wissen Fläche  zwingen;  in  ähnlicher  Weise  wird  man  M"  mit 
einem  ferneren  Punkte  des  Systems  verbinden  und  damit  bis  zum 
letzten  Punkte  fortfahren.  Einer  jeden  von  den  verschiedenen 
Lagen,  die  man  dem  gegebenen  Punktesysteme  anweisen  kann, 
entspricht  eine  bestimmte  Stellung  der  Punkte  N\,  JV'  N"  . . . ,  mit- 
hin müssen  sich  letztere  auf  vollkommen  bestimmten  Curven  be- 
wegen. Wir  dürfen  jetzt  von  den  ursprünglich  vorhanden  gewe- 
senen Verbindungen  abstrahiren  und  brauchen  nur  noch  die 
gegebenen  Punkte  zu  betrachten,  die  auf  ihren  festen  Curven  blei- 
ben ,  nebst  den  neuen  Punkten  N,  N'  N'\  die  gleichfalls  auf  be- 
stimmte Curven  angewiesen,  aber  mit  jenen  durch  die  eingeführ- 
ten festen  Geraden  verbunden  sind.  Den  Curven,  worauf  sich 
M,  M\  M"  . ,  .y  Ny  N\  N"  bewegen,  legen  wir  einen  unbegrenzten 
normalen  Widerstand  bei'. 

Wir  bezeichnen  mit  P,  P\  JP"  . . .  die  Resultanten  der.  an 
den  einzelnen  Punkten  M,  M*,  M"  . . .  zusammentreffenden  Kräfte, 
und  mit  a:,  y,  z,  x\  y\  z\  x\  y\  2" . . .  die  Coordinaten  der  Punkte; 

ferner  bringen  wir  an  den  End- 
punkten von  MN  zwei  gleiche 
längs  dieser  Oeraden  im  entge- 
gengesetzten Sinne  wirkende 
((  4^räfte  an  und  ertheilen  ihnen 
eine  solche  Intensität  Q  und 
eine  solche  Richtung,  dass  der 
Punkt  M  durch  die  Wirkung 
der  Kräfte  P^  Q  und  den  Widerstand  der  ihm  angewiesenen  Curve 
in's  Gleichgewicht  komm£  Dies  wäre  nur  dann  unmöglich ,  wenn 
die  Gerade  MN  senkrecht  auf  der  Curve  stünde,  was  sich  aber 
durch  passende  Wahl  der  beliebigen  Längen  MN  und  M'N  leicht 
vermeiden. lässt.  Ebenso  kann  man  verhüten,  dass  Jlf'iV  normal 
zur  Ortscurve  von  M'  wird ;  es  ist  dann  auch  keine  der  Geraden 
MNy  M'N  senkrecht  zu  der  vom  Punkte  N  beschriebenen  Curve. 
Denn  wenn  eine  Gerade  von  constanter  Länge  so  verschoben 
wird,  dass  ihre  beiden  Endpunkte  unendlich  kleine  Bögen  dersel- 
ben Ordnung  durchlaufen,  deren  einer  normal  gegen  die  Gerade 
liegt,  so  muss  auch  der  andere  Bogen  senkrecht  zur  Geraden  sein; 
nun  sind  hier  die  Geraden  MN  und  M'  N  nicht  senkrecht  auf  den 
von  M  und  M'  beschriebenen  Curven,  sie  können  es  daher  ebenso- 
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wenig  auf  der  von  N  beschriebenen  Curve  sein.  Alle  übrigen 
Längen  wählen  wir  gleichfalls  so,  dass  keine  der  festen  Verbin- 
dangsgeraden  zwischen  den  Punkten  normal  auf  den  Carven  ist, 
welche  ihre  Endpunkte  durchlaufen  können. 

Dem  Vorigen  entsprechend,  bringen  wir  an  NM*  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte  Kräfte  Q',  Q'  so  an,  dass  der  Punkt  iV durch 
die  Wirkung  der  Kräfte  ö»  ö'  im  Gleichgewicht  ist;  an  M'  N' 
lassen  wir  ferner  zw.ei  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  (/'  an- 
greifen, welche  das  Gleichgewicht  an  M'  herbeiführen,  und  setzen 
diese  Operation  bis  zum  letzten  Punkte  fort.  Durch  Anbringung 
dieser  zu  je  zweien  sich  aufhebenden  Kräfte  wird  das  Gleichgewicht 
nicht  gestört  und  es  sind  daher  alle  Punkte  mit  Ausnahme  des 
letzten  im  Gleichgewichte;  die  zum  Gleichgewichte  nothwendige 
hinreichende  Bedingung  ist  daher  einerlei  mit  der  Bedingung  für 
das  Gleichgewicht  des  letzten  Punktes. 

Um  eine  übersichtliche  Bezeichnung  zu  haben,  wählen  wir  auf 
der  Verlängerung  der  Kraft  P  einen  bestimmten  Punkt  0  und 
nennen  p  den  Abstand  0  M;  ebenso  verfahren  wir  mit  den  übrigen 
Kräften.  Bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  des  Punktes 
M  ändert  sich  OM  um  eine  unendlich  kleine  Grösse,  die  mit  der 
Projection  jenjer  virtuellen  Bewegung  auf  die  Richtung  von  P  iden- 
tificirt  werden  kann;  diese  Aenderung  von  OM=p  nennen  wir 
öp  nnd  geben  ihr  das  positive  oder  negative  Zeichen,  jenachdem 
der  Winkel  zwischen  der  virtuellen  Geschwindigkeit  und  der 
Kraftrichtung  ein  spitzer  oder  stumpfer  ist.  In  diesem  Sinne  be- 
deuten dpy  öp\  Äp",...,  öq^  Sq\  Sq' . . .  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten der  Angriffspunkte  von  P,  P\  P"  . . .,  Q,  Q\  ö"  •  •  •  be- 
zogen auf  die  Bichtungen  der  zugehörigen  Kräfte.  Beachten  wir 
noch ,  dass  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  beiden  an  jeder 
^esten  Geraden  einander  entgegengesetzt  wirkenden  Kräfte  von 
gleicher  Grösse  und  entgegengesetztem  Vorzeichen  sind,  so  erhal- 
ten wir  für  das  Gleichgewicht  auf  jeder  Curve  und  in  jeder  festen 
Geraden  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen : 

—  ö<5?  +  Ö'5g'  =  o, 


7* 
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und  hierbei  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  Äp,  Sp\  Sp"  .  . . 
dieselben  wie  bei  den  ursprünglichen  Verbindungen  der  Punkte, 
weil  die  neu  eingeführten  Verbindungen  genau  die  nämlichen  Be- 
wegungen wie  jene  gestatten. 

Die  Anzahl  der  obigen  Gleichungen  übersteigt  die  Zahl  der 
Kräfte  Q ,  0',  0"  . . .  um  eine  Einheit.  Aus  der  ersten  Gleichung 
bestimmt  sich  Q,  nach  Substitution  dieses  Werthes  giebt  die  zweite 
Gleichung  Q'  u.  s.  w. ;  die  letzte  Gleichung  enthält  keine  der 
Hülfskräfte  Q,  Q\  Q" ...  und  ist  die  zum  Gleichgewichte  des  ganzen 
Systemes  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung.  Um  dieselbe 
sofort  zu  erhalten,  bedarf  es  nur  der  Addition  aller  obigen  Gleich- 
ungen, weil  sich  dabei  die  mit  entgegengesetzten  Zeichen  vorkom- 
menden virtuellen  Momente  Q  öq^  Q  6qy  Q"  dq"  . . .  paarweis  auf- 
heben; es  bleibt 

Pdp+P' 8p +P' 8p'  +  . . .  =  0. 

In  dem  betrachteten  Falle  ist  es  also  zum  Gleichgewichte  des 
Systemes  nothwendig  und  ausreichend,  dass  die  Summe  der  vir- 
tuellen Momente  aller  gegebenen  Kräfte  verschwindet  bei  jeder 
von  den  beiden  entgegengesetzten  Verrückungen ,  die  hier  allein 
möglich  sind  und  Momente  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
geben. 

100.  Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen  übrig,  ob  der  so  eben 
ausgesprochene  Satz  auch  dann  seine  Gültigkeit  behält,  wenn  die 
Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  kleiner  als  im  vorigen  Falle 
und  überhaupt  eine  beliebige  ist. 

Betrachten  wir  irgend  eine  gleichzeitige  Verrückung  aller 
Punkte  eines  Systems  der  letzten  Art ,  so  können  wir  uns  zu  den 
bisherigen  Verbindungen  immer  neue  Verbindungen  hinzudenken, 
welche  gerade  nur  diese  Verrückungen  erlauben;  das  Gleichge- 
wicht wird  hierdurch  nicht  gestört  wenn  es  vorher  bestand.  Wäh- 
len wir  aber  die  Zahl  der  neuen  Verbindungen  so  gross,  dass  die 
Anzahl  der  gegebenen  Bedingungen  mit  der  Zahl  der  neuen  Be- 
dingungen zusammen  eine  Einheit  weniger  beträgt  als  die  Anzahl 
der  vorhandenen  Coordinaten,  so  befinden  wir  uns  wieder  im  vori- 
gen Falle  und  es  bleibt  daher  das  obige  Theorem  gültig. 
:  :  Wenn  umgekehrt  die  Summe  aller  virtuellen  Momente  bei 
:jj\ißr  möglichen  Verrückung  verschwindet,  so  muss  auch  Gleich- 
•gewicht  vorhanden  sein.  Im  Gegenfalle  nämlich  würden  die  ge- 
gebenen Kräfte  datf  System  in  Bewegung  setzen,  mithin  alle  Punkte 
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gewisse  Curven  beschreiben ,  die  man  ohne  Beeinträchtigung  der 
Bewegung  als  fest  ansehen  darf.  Man  könnte  sich  ferner  Verbin- 
dungen denken,  welche  gerade  nur  diese  Bewegung  erlauben  und 
zwar  so,  dass  die  Bewegung  eines  einzigen  Punktes  die  Bewegung 
aller  Übrigen  nach  sich  zöge.  Damit  wäre  man  aber  auf  die  Ver- 
bindungsweise  des  ersten  Falles  (Nr.  99.)  zurückgekommen  und  es 
verschwände  die  Summe  der  virtuellen  Momente  ohne  bestehendes 
Gleichgewicht,  was  dem  früher  Bewiesenen  widerspricht.  Demnach 
gilt  allgemein  der  Satz : 

Welcher  Art  auch  die  Gleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  eines  Punktesystemes  sein  mögen,  auf 
welches  beliebige  Kräfte  wirken,  so  ist  es  zumGleich- 
gewichte  desselben  doch  immer  erforderlich  und  aus- 
reichend, dass  die  Summe  der  virtuellen  Momente 
aller  Kräfte  Null  sei  bei  allen  mit  den  Bedingungen 
des  Systemes  verträglichen  unendlich  kleinen  Yer- 
rückungen*). 

101.  Dem  Vorigen  lag  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  die  festen 
Cnrven  nur  normale  Kräfte  aufheben ;  sind  sie  dagegen  im  Stande, 


*)  Einen  wenigstens  durch  grosse  Einfachheit  der  zu  Grunde  liegenden 
Anachauungen  ausgezeichneten  Beweis  desPrincips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten findet  man  in  der  Mecanique  analytique  von  Lagrange ;  er  beruht 
auf  der  Möglichkeit,  dass  alle  an  einem  Punktesjsteme  thätigen  Kräfte 
durch  eine  einzige  Kraft  repräscntirt  werden  können,  die  auf  besondere  so- 
gleich näher  zu  erläuternde  Weise  wirkt. 

Fig.  31 .  Wenn  der  Punkt  M  durch  die  längs  A  M  thätige 

Kraft  P  getrieben  wird ,  so  kann  man  sich  vorstel- 
len, dass  diese  Kraft  mittelst  eines  Seiles  MA  wirke ; 
letzteres  lässt  sich  wieder  durch  einen  Faden  er- 
setzen, der  abwechselnd  durch  einen  festen  und 
i  durch  einen  beweglichen  Ring  geht  und   dessen 

Y  Ende  an  dem  einen  oder  andern  Ringe  befestigt  ist. 

K  Dabei  entspricht  der  feste  Ring  dem  Punkte  -4,  der 

bewegliche  dem  Punkte  M.  Eine  am  freien  Ende  des  Fadens  angebrachte 
Kraft  K  (z.  B.  ein  Gewicht)  ertheilt  dem  ganzen  Faden  eine  gliche  Span- 
nung, die  an  jeder  Stelle  =iC,ist,  und  wenn  nun  der  Faden  zwischen 
^  und  Jlf  mehrmals  etwa  n  mal  hin-  und  hergeht ,  so  ist  die  Gesammtspan- 
nung  zwischen  A  und  M  gleich  n  K.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  pas- 
sende Wahl  von  n  und  Ä  gleich  P  machen ,  also  P  durch  die  Kraft  K  aus- 
drucken. Dasselbe  gut  für  die  übrigen  Kräfte  P\  P"  . . .,  die  an  den  Punk- 
ten   M\M'\..  in  den  Eichtungen   M' A\  Af"^"  ...  wirken;  endUch 
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auch  tangentiale  Kräfte  aufzuheben,  indem  sie  die  Bewegung  in 
dem  einen  Sinne  hemmen,  so  kann  das  Oleichgewicht  stattfinden, 
ohne  dass  die  Summe  der  virtuellen  Momente  verschwindet.  Um 
zu  entscheiden ,  ob  in  diesem  Falle  die  genannte  Summe  positiv 
oder  negativ  ist,  bemerken  wir  zunächst,  dass  jenes  Hindemiss  wie 
eine  Kraft  wirkt,  die  nach  der  Seite  gerichtet  ist,  wohin  der  Punkt 
verschoben  werden  kann;  nach  Einführung  dieser  Kraft  unter 
gleichzeitiger  Weglassung  des  Hindernisses  verschwindet  die 
Summe  der  virtuellen  Momente,  weil  jetzt  die  Sache  sich  wie 
früher  verhält.  Für  die  virtuelle  Verrückung,  welche  mit  der 
Annahme  des  Hindernisses  verträglich  ist,  fällt  aber  das  virtuelle 


Fig.  32.  kann  man,  wie  Figar  32  zeigt,  einen  und  densel- 

ben Faden  durch  alle  festen  sowie  durch  aJIe 
bewegUchen  Ringe  hindurchziehen  und  schliess- 
lich alle  Kräfte  durch  die  eine  Kraft  K  ersetzen, 
indem  man  n,  n,  n' . .  so  bestimmt,  dass 
nÄ=P,  nK'=iP'  n'K"^P" .... 
Diese  Gleichungen  setzen  zwar  commen- 
Burabele  Verhältnisse   zwischen  P,  F\  P" . ., 
voraus ,  da  aber  das  gemeinschaftliche  Maas  K 
beliebig  klein  und  nöthigenfalls  unendlich  klein 
genommen  werden  kann ,  so  liegt  in  jener  Vor- 
aussetzung nichts  Beschränkendes. 

Nach  dieser  Vorbereitung  denken  wir  uns  MN,  M'  N\  M"  N"  ...  als 
die  virtuellen  unter  den  Bedingungen  des  Sjstemes  zulässigen  Bewegungen, 
welche  sowohl  in  dem  einen  als  im  anderen  Sinne  für  möglich  gelten  sollen. 
Fig.  33.  Jeder  zwischen  A  und  M  liegende  Fadentheil  erlei- 

A  det  hierbei  eine  Verkürzung  resp.  Verlängerung  um 
AM —  AN\  bei  Vernachlässigung  der  unendlich 
kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  kann  dieser  Aus- 
druck =:MNco8AMN=dp  gesetzt  werden  und 
es  ist  folglich  die  Gesammtänderung  aller  zwischen 
A  und  M  hin-  und  hergehenden  Fadentbeile  =  r  dp. 
Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  zwischen 
A^  und  M\  A'\  M"  etc.  hin-  und  hergehenden  Fäden,  mithin  ist  die  totale 
Aenderung  des  ganzen  durch  das  System  sich  hindurchziehenden  Fadens 
^  =  »  dp4-«'  dp  -^n"  9p" -h  . .  .. 

Soll  nun  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  so  darf  die  Kraft  K  keine  Be- 
wegung hervorrufen  und  es  muss  daher  die  obige  Summe  verschwinden. 
Durch  MultipUcation  mit  K  folgt  hieraus 

PÄp  +  i^'^p'+P"  «/'+...  =  0; 
diese  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  genaue  Gleichung 
ist  in  der  That  das  Princip  der  virtuelleo  Geschwindigkeiten. 
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Moment  der  eingeführten  Kraft  positiv  aus,  mitbin  mnss  die  Summe 
der  virtuellen  Momente  aller  gegebenen  Kräfte  immer  negativ 
sein.  Mit  dem  Hindernisse  würde  auch  die  Momentensumme 
gleicbzeitig  verschwinden,  weil  die  ersetzende  Kraft  dann=0  wird. 

102.  Aus  dem  allgemeinen  Principe  folgt,  dass  das  virtuelle 
Moment  der  Besultante  irgend  welcher  Kräfte  immer  gleich  kommt 
der  Summe  der  virtuellen  Momente  aller  Componenten.  Das  Gleich- 
gewicht tritt  nämlich  ein ,  wenn  man  eine  der  Resultante  gleiche 
und  entgegengesetzte  Kraft  zu  jenen  Componenten  hinzu  und  da- 
mit die  Momentensumme  zum  Verschwinden  bringt ;  es  ist  also  das 
Moment  der  Hülfskraft  gleich  und  entgegengesetzt  der  Summe 
der  Momente  der  Componenten,  und  da  zwei  gleichen  und  direkt 
entgegengesetzten  Kräften  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente 
entsprechen,  so  folgt,  dass  jene  Momentensumme  dem  Momente  der 
Besultante  gleich  ist. 

103.  Meistentheils  bringt  man  nicht  die  gegebenen  Kräfte  in 
Rechnung  sondern  ihre,  zu  drei  rechtwinkligen  Coordinatenachsen 
parallelen  Componenten;  das  virtuelle  Moment  einer  Kraft  setzt 
sich  dann  aus  den  virtuellen  Momenten  ihrer  Seitenkräfte  zusam- 
men. Sind  nämlich  Xy  Y,  Z  die  Componenten  einer  Kraft  P  und 
Xy  Py  z  die  Coordinaten  ihres  Angrifispunktes  JKf,  so  ändern  sich 
Xf  py  z  bei  einer  unendlich  kleinen  Yerrückung  des  Punktes  M  um 
die  Variationen  ixy  ^y,  dz;  die  virtuellen  Momente  von -rJ',  F,  7 
sind  ÄdXy  Yöyy  ZSZy  und  das  virtuelle  Moment  von  P  wird 

Xdx+Yöy  +  Zdz. 
Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  besteht  dann  in  der 
für  da«  Gleichgewicht  geltenden  Bedingungsgleichung 

1)  £{Xöx+  Yöy+Zöz)  =  0'y 

hierbei  erstreckt  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  Kräfte  und  Va- 
riationen der  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte,  vorausgesetzt,  dass 
nur  solche  Verschiebungen  der  Punkte  betrachtet  werden,  bei  wel- 
chen die  zwischen  den  Coordinaten  bestehenden  Verbindungsglei- 
chungen ungestört  bleiben. 

104.  Die  Gleichung  1)  kann  auf  folgende  Weise  benutzt  wer- 
den, um  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  beliebigen  Systemes 
zu  entwickeln.  Zwischen  den  Coordinaten  der  m  Punkte  des  Sy- 
stemes mögen  n  Gleichungen  stattfinden,  die  wir  kurz  durch 

x=o,.r  =  o,  r  =  o... 

darstellen.   Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  gegebene 
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Funktionen  von  einigen  oder  allen  der  Ooordinaten  x^  y,  z,  x\  y\  z\  x" 
^'\  z"etc.,  so  dass  man  z.B.  statt  der  ersten  Gleichung  schreiben  könnte 

L  =  F{Xy  y,  z,  x\  y\  z\  . .  .)  =  0. 
Soll  nun  die  Gleichung  Z  =  0  auch  für  die  neuen  Lagen  der 
Punkte  richtig  bleiben,  so  muss 

Fix-^-^Xy  y  +  8yy  z  +  öz,  x  +Sx,  y  +Sy\  ..  .)=0 
sein ;  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen  giebt  die  totale  Aen- 
derung  der  Funktion  F  und  ist  bekanntlich  einerlei  mit 

dx  dy 

worin  alle  vorkommenden  Differential  quo  tienten  partiell  zu  nehmen 
sind.  Die  Variationen  dXj  dy,  dz^  dx'  etc.  haben  daher  folgenden 
Gleichungen  zu  genügen 

_S^  +  ^Sy+-dz+^öx+..,=Oy 

\dL'  dt  dV  dV      , 

J-r-aa:  + ---^y +--T-^z+ -r-,5a;  +...  =  0, 
2)  Idx  dy  dz  dx 

dL\     ^dL\        dV'        ,dL\,.  . 

dx  dy  dz  dx  ' 


Diese  n  Gleichungen  liefern  die  Werthe  von  n  Variationen  (aus- 
gedrückt durch  die  3m — n  übrigen  Variationen)  und  nach  Substitu- 
tion dieser  Werthe  in  die  Gleichung  1)  enthält  letztere  noch  3m — n 
Variationen.  Da  nun  die  Gleichung  1)  für  alle  unter  den  Beding- 
ungen des  Sjstemes  zulässigen  Variationen  der  Ooordinaten  gelten 
muss  und  da  ferner  die  gegebenen  Bedingungen  durch  die  Gleich- 
ungen 2)  und  die  daraus  folgenden  Variationenwerthe  schon  in 
Bechnung  gebracht  sind,  so  bleiben  die  noch  übrigen  3m — n  in  der 
erwähnten  Gleichung  enthaltenen  Variationen  völlig  unbestimmt 
und  können  ganz  beliebige  Werthe  erhalten.  Soll  aber  trotzdem 
die  Gleichung  bestehen ,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  der  Coef- 
ficient  von  jeder  der  3m — n  willkührlichen  Variationen  für  sich  ver- 
schwindet; dies  giebt  3m — n  zum  Gleichgewichte  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingungen.  Durch  Verbindung  derselben  mit  den 
n  gegebenen  Bedingungsgleichungen  entstehen  ebensoviel  Gleich- 
ungen als  Ooordinaten  vorhanden  sind,  nämlich  3  m.  Diese  Gleich- 
ungen werden  benutzt,  um  die  Lagen  einer  gewissenZahl  von  An- 
griffspunkten, sowie  die  Grössen  und* Eichtungen  einer  gewissen 
Anzahl  von  Kräften  für  den  Gleichgewichtszustand  zu  bestimmen. 
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Wenn  die  Yariabelen,  von  denen  die  Lage  des  Systemes  ab- 
hängt, nicht  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  sind,  so  ändert 
sich  zwar  die  Form  der  Gleichungen  1)  und  2),  doch  bleibt  das  Ver- 
fahren in  so  fern  dasselbe,  als  man  mittelst  der  gegebenen  Beding- 
ungsgleichnngen  soviel  Variationen  als  möglich  eliminirt  und  die 
Coefficienten  der  übrig  bleibenden  Variationen  gleich  Null  setzt. 

105.  Die  Elimination  von  n  Variationen  aus  den  Gleichungen 
])  und  2)  kann  auf  verschiedene  Weise  geschehen,  und  das  nächst- 
liegende wäre ,  die  Gleichungen  2)  als  Gleichungen  mit  n  Unbe- 
kannten anzusehen,  letztere  daraus  zu  bestimmen  und  ihre  Werthe 
in  die  Gleichung  1)  zu  substituiren.  Empfehlenswerther  ist  aber 
folgendes  Verfahren.  Man  multiplicirt  die  Gleichungen  2)  mit  ge- 
wissen ,  vor  der  Hand  noch  unbestimmten  Coefficienten  il,  X',  il"  . .  . 
und  addirt  die  erhaltenen  Producte  zur  Gleichung  1) ;  hierauf  setzt 
man  die  Coefficienten  der  zu  eliminirenden  n  Variationen  gleich 
Null,  wodurch  man  n  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A,  l'j  l" ,., 
bekommt  und  hat  schliesslich  noch  die  Coefficienten  der  übrigen  Va- 
riationen ebenfalls  =  0  zu  nehmen.  Die  letzten  Gleichungen  sind 
die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Systemes,  in  denen  für  X,  k\X'\.. 
die  vorhin  ermittelten  Werthe  zu  nehmen  sind. 

Diese  Methode  gewährt  zwar  keine  kürzere  Rechnung  als  die 
erste ,  sie  bietet  aber  den  Vortheil ,  dass  sie  die  aus  den  Verbin- 
dungen des  Systemes  entstehenden  Gegenwirkungen,  d.  h.  die 
Kräfte  kennen  lehrt,  welche  jene  Verbindungen  ersetzen  könnten. 
Man  erhält  nämlich  die  3  m  Gleichungen 


•// 


3) 


dJj         .  dL  '  dL 

dy  dy  dy 

'  rfz  dz  dz 


dL         ,dr    .     „dl     . 
dy  dy  dy 


•t$ 


\ 


^+''5l  +  »-^  +  '"§+- 


=  0, 
=  0, 
=  0, 
=  0, 
=  0 
=  0, 
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Diese  Gleichungen  sind  ganz  dieselben ,  als  wenn  die  durch 

X  =  0,  r  =  0,  r '  =  0  . . . 

ausgedrückten  Verbindungen  nicht  existirten,  d.  h.  alle  Punkte 
völlig  frei  wären  und  wenn  statt  jener  Verbindungen  an  den  Punk- 
ten My  M'  Kräfte  wirken,  deren  Componenten  der  Reihe  nach  sind 

dL  dL  dL  dt 

an  M:     "k  —. — ,    X  - — ,    X  -- — ,    %,  -—7 . . . 
dx         dy  dz  dx 

.nnr    1^^      i^^      1^^     1^^' 

an^:     A^^,,     A^,     A^,    *^... 

u.  s.  w.  für  alle  übrigen  Punkte.  Um  die  Richtungen  dieser  Kräfte 
kennen  zu  lernen ,  achten  wir  zunächst  nur  auf  die  Kräfte,  welche 
durch  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Funktion  Z  ausge- 
drückt sind ;  am  Punkte  M  wirkt  dann  eine  Kraft,  deren  Compo- 
nenten k  -7—  1  ^  -7- »  A  -T-  sind,  die  also  senkrecht  auf  der  Fläche 
dx  dy  dz 

X  =  0  steht;  ebenso  findet  sich  an  M'  eine  Kraft  mit  den  Compo- 
nenten X  -—-, ,     A  —7 ,     X  -j—, ,  folglich  normal  zur    Fläche  Z  =  0 
dx  dy         dz 

u.  8.  w.  bei  allen  Punkten.  Was  wir  hier  für  die  Fläche  L=sO  ge- 
sagt haben ,  gilt  analog  für  die  Flächen  L'  =s  0,  Z"  ==^  0  u.  s.  w. ; 
sind  also  X ,  X\  X"  auf  die  angegebene  Weise  bestimmt,  so  kennt 
man  auch  die  Grössen  und  Richtungen  aller  der  Kräfte,  welche 
die  Gesammtheit  der  gegebenen  Verbindungen  des  Systemes  ver- 
treten. 

106.  Man  kann  übrigens  noch  weiter  gehen  und  die  Ejräfite  be- 
zeichnen, welche  jede  einzelne  der  Verbindungsgleichungen  Z  =0, 
Z'  =  0,  Z"  =0. . .  ersetzen  könnten.  Lassen  wir  z.  B.  die  erste 
dieser  Gleichungen  weg  mit  Beibehaltung  der  übrigen,  und  bringen 
wir  zu  den  ursprünglichen  Kräften  neue  Kräfte  hinzu,  deren  Com- 
ponenten sind 


an  M\ 

dL 
X  ■ 
*"  dx' 

dL 

anil/': 

X^^ 
^  dx'' 

• 
•          •          • 

dz" 

■         •         . 

SO  erhalten  wir  statt  des  früheren  Systemes  der  Kräfte  X,  T^  Z, 
X\  Y\  Z^  . , ,  mit  den  Verbindungen  Z=0,  Z'  =  0,  Z"  =0  • .  .  ein 
neues  System,  dessen  Kräfte  sind 
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'+'^-  ^+'f-.  ^+'f.  ^•+'S- 

und  in  welchen  die  durch 

r  =  0,     X"  =  0,     X"  =  0  . .  . 
ausgedrückten  Verbindungen  statt  finden.    Die  Gleicbgewichtsbe- 
dingungen  ftir  dieses  System  ergeben  sich  nach  derselben  Methode 
wie  früher  und  bestehen  in  Gleichungen  von  folgender  Form 


4) 


dL\  dL'  dL" 

dy  /  dy  dy 


dL  \  dt '         dL" 

dL  \  dJJ  dL" 

dL\  dL'  dL" 


.=0, 


.  =  0, 


.-=0, 


.=0, 


.=0, 


Hier  besitzt  l  den  nämlichen  Werth  wie  in  den  Gleichungen  3), 
und  es  leuchtet  daher  unmittelbar  ein,  dass  die  Gleichungen  4)  er- 
füllt werden ,  wenn  man  den  Faktoren  A| ,  Üt,  . . .  die  Werthe  von 
iL',  X"  giebt.  Da  nun  die  Gleichungen  3)  und  4)  zusammenfallen, 
so  besteht  das  Gleichgewicht  in  dem  neuen  Systeme  unter  ganz 
denselben  Bedingungen  wie  in  dem  früheren ,  folglich  sind  es  die 
oben  bezeichneten  an  if,  M\  M"  . . .  wirkenden  Kräfte,  welche  die 
erste  durch  X  =  0  ausgedrückte  Verbindung  ersetzen  können. 

Denn  analog  darf  man  auch  die  zweite  Verbindungsgleichung 
X'  =  0  weglassen,  sobald  man  den  bisherigen  Kräften  neue  an  den 
Punkten  3f,  M\  M"  . .  .  wirkende  Kräfte  hinzufügt,  deren  Compo- 
nenten  die  Producte  aus  X'  in  die ,  partiell  nach  den  Coordinaten 
jener  Punkte  genommenen  Differentialquotienten  von  X'  sind.  So 
fortfahrend  kann  man  einzeln  die  Kräfte  aufzeigen,  wodurch  sich 
die  einzelnen  Verbindungen  ersetzen  lassen. 

Zu  berücksichtigen  ist  indessen,  dass  die  Gleichungen  X  ==  0, 
X'  =  0,  X"  =  0  etc.  von  sehr  verschiedenen  njkteriellen  Verbin- 
dungen herrühren  können  und  dass  man  folglich  bei  der  Bestimmung 
der  Einwirkungen,  welche  diese  Verbindungen  erleiden,  auf  die 
specielle  Nati^r  der  letzteren  achten  mnss.  Die  obige  Bestimmung 
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bezieht  sich  nur  auf  die  Kräfte,  welche  zufolge  der  Yerbindangen 
an  den  Punkten  ilSf,  M\  M"  . . .  auftreten. 

107.  Zwei  Systeme  von  Kräften  an  einem  Systeme  unter  ein- 
ander verbundener  Punkte  nennt  man  äquivalent,  wenn  sie  ein- 
zeln durch  eine  und  dieselbe  Kraft  aufgehoben  werden  können ;  im 
Allgemeinen  bleibt  diese  Eigenschaft  nur  so  lange  ungestört ,  als 
sich  die  Natur  der  Verbindungen  nicht  ändert.  Aus  dem  Principe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  folgt,  dass  die  Summe  der  vir- 
tuellen Momente  zweier  äquivalenten  Systeme  dieselbe  ist,  weil 
sie  gleich  und  von  entgegengesetzten  Zeichen  mit  einer  und  der- 
selben Momentensumme  sQin  muss. 

Wenn  zwei  Systeme  einzeln  durch  ein  drittes  aufgehoben  wer- 
den können,  so  muss  jedes  andere  System,  welches  das  eine  von 
beiden  aufhebt,  auch  das  andere  aufzuheben  im  Stande  sein ,  weil 
zufolge  der  ersten  Bedingung  seine  Momentensumme  dieselbe  ist 

Ebenso  erhellt  umgekehrt,  dass  zwei  Systeme  mit  gleichen 
Momentensummen  denselben  Kräftesystemen  Gleichgewicht  halten. 


Anwendung  des  Prineips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
auf  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  Fadens. 

108.  Bei  einem  biegsamen  Faden,  dessen  einzelne  Punkte  von 
beliebigen  Kräften  afficirt  werden ,  bilden  die  Angriffspunkte  der 
Kräfte  eine  stetige  Folge  und  es  geht  daher  die  in  dem  Principe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  vorkommende  Summe  von  Mo- 
menten in  ein  bestimmtes  Integral  über ;  es  handelt  sich  dann  um 
die  Bestimmung  einer  Curve  mittelst  der  Bedingung ,  dass  jenes 
Integral  bei  dem  Uebergange  der  Curve  zu  einer  unendlich  nahen 
Curve  verschwindet.  Diesen  Uebergang  haben  wir  uns  wegen  der 
Undehnbarkeit  des  Fadens  so  zu  denken ,  dass  zwar  alle  Punkte 
der  ursprünglichen  Curve  verschoben  werden ,  aber  die  Bogenele- 
mente  ungeändert  bleiben.  In  dieser  Fassung  gehört  das  Problem 
zur  Variationsrechnung. 

Die  Componenten  der  auf  das  Bogenelement  ds  wirkenden 
Kraft  mögen  wiÄn  Nr.  91  mit  X  ds,  Y  ds,  Z  ds  bezeichnet  werden ; 
an  die  Stelle  von  Z,  F,  Z  in  Nr.  103  treten  dann  Zds,  Yds,  Zds, 
das  Summenzeichen  ist  gegen  das  Integralzeichen  zu  vertauschen, 
mithin  giebt  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
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/• 


ds{Xdx+  F6y  +  Zdz)  =  0, 

wobei  sich  die  Integration  aaf  die  ganze  Länge  des  Fadens  er- 
streckt. Die  Variationen  8x,  öt/j  8z  sind  an  die  Bedingung  gebun- 
den, dasB  ds  immer  dieselbe  Grösse  behält,  also 

ad*=0  oder     -^dSx+-rd8y  +  ~ddz  =  0 

ds  ds  ds 

ist.  Diese  Bedingnngsgleichang  gilt  für  alle  Fadenelemente,  mithin 
existiren  ebensoviel  Bedingnngsgleichangen  als  Elemente,  d.  h. 
unendlich  viele.  Der  vorigen  Theorie  gemäss,  hat  man  diese 
Gleichungen  mit  Faktoren  zu  multipliciren,  die  von  einer  Gleichung 
zur  anderen  variiren  können  und  folglich  von  s  abhängen;  irgend 
ein  solcher  Factor  heisse  wie  früher  L  Ferner  sind  jene  Producte 
zur  Summe  der  virtuellen  Momente  zu  addiren  und  nach  er  die 
Coefficienten  aller  Variationen  gleich  Null  zu  setzen.  Die  erwähnte 
Summe  wird  wieder  zu  einem  bestimmten  Integrale  zwischen  den- 
selben Grenzen  und  überhaupt  ergiebt  sich  die  nachstehende  Gleich- 
gewichtsgleichung, worin  ^1,^0^1}  ^2 )  ^2  9  ^2  ^^^  Coordinaten  der 
Endpunkte  des  Fadens  und  Z, ,  Ti ,  Z, ,  Z, ,  r, ,  Z,  die  Componen- 
ten  der  an  denselben  thätigen  Kräfte  bezeichnen : 

2r,  8x,  +  T,  dvi+Z,  8z,  +  JT,  8x^  +  Y,  8yt  +  Z^8zt 

ff 


+ 

X 


■j[^sfÄdx+T8y+Zöz\+k(^ddx+^d8y+^ddzJ\=0. 


Man  hat  weiter 


substituirt  man  diese  Werthe  unter  Einführung  der  Integrations- 
grenzen, so  geht  die  vorige  Gleichung  in  die  folgende  über : 


HO     — 


[-.-('^),]'-+['--('s,]*"+[^'-('^).>- 
+[^.+('a]'-+['---('s).]'»'+[^-('^)J'- 

«.  I  +[zi.-d(j|)]ar 

=  0. 

Indem  man  die  Coefficienten  aller  Variationen  gleich  Nnll 
setzt,  erhält  man  als  Bedingnngsgleichungen  für  irgend  einen  Pankt 
des  Fadens : 


-.(; 


und  für  die  Endpunkte 

«  ]^.-('S),=».''-+(^^).=«- 

Die  Gleichungen  1)  stimmen  mit  denen  in  Nr.  Qlüberein,'  wenn 
rin  — k  umgeändert  wird;  durch  Elimination  von  X  ans  densel- 
ben erhält  man  die  beiden  Gleichungen  der  Curve  und  den  Wertli 
von  it.  Die  Gleichungen  2)  bestimmen  der  Grösse  und  Richtung 
nach  die  Kräfte,  welche  an  die  Endpunkte  gehören. 

Die  Gleichungen  1)  sind  die  nämlichen,  als  wäre  jedes  Element 

frei  und  als  wirkten  ausser  den  Kräften  Xds^  Yds^  Zds  noch  zwei 

dx      dv 
Kräfte  an  seinen  Endpunkten;  die  eine  von  diesen  hat  A-r-,  iL  -~, 

ds      ds 

dz 
1  —  zu  Componenten  und  ist  folglich  eine  Tangentialkraft  =  A, 

welche  im  Sinne  des  Elementes  wirkt ;  die  andere  Kraft  ist  die 
Tangentialkraft  X-^r^^  im   entgegengesetzten  Sinne  genommen. 
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Der  Ausdruck  —  X  bedeutet    folglich  die  Spannung  im  Punkte 
xyz  was  mit  dem  in  Nr.  91  Gesagten  übereinstimmt. 

Allgemeixie  Theoreme  über  das  Oleichgewicht  eines  beliebigen 

Systemes. 

109.  Wenn  der  Ausdruck  2{Xdx+ Tdy+Z  öz)  diQ  Varia- 
tion einer  gewissen  Funktion  der,  als  unabhängige  Yariabelen  be- 
trachteten, Coordinaten  ;%:,  y,  z,  x\  y\  z  ,  , .  ausmacht,  so  zeigt  die 
Gleichung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  dass 
diese  Funktion  bei  der  Gleichgewichtslage  im  Allgemeinen  ein 
Maximum  oder  Minimum  erreicht  im  Vergleich  mit  allen  den 
Werthen,  die  sie  bei  allen  anderen  Verrückungen  annehmen 
kann.  Dabei  entspricht  das  Minimum  dem  nur  augenblicklichen 
(labilen),  das  Maximum  dem  dauernden,  (stabilen)  Gleichgewichte. 
Eine  genauere  Untersuchung  dieses  Gegenstandes  würde  uns  aber 
zu  weit  führen  und  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Betrachtung 
des  einfachsten  Falles,  wenn  nämlich  ein  System  materieller 
Punkte  unter  dem  Einflüsse  von  parallelen  Kräften  steht,  die  den 
Massen  proportional  sind. 

Die  Achse  der  ;k  nehmen  wir  im  entgegengesetzten  Sinne  die- 
ser Elräfte  und  bezeichnen  mit  dM  die  Masse  eines  Elementes; 
wir  haben  dann 

X=Q,   r=0,  Z=i  —  gdMy 
wo  g  einen  constanten  Factor  bezeichnet,  femer  ^(Xdx+Ydy 
+  Z  Öz)  =  —  g  {2dMdz)i  mithin  als  Gleichgewichtsbedingung 

i:{dMdz)=:^0  oder  i2{z  rf3f)=0. 

Diese  eeigt,  dass  im  vorliegenden  Falle  X{zdIK)  oder  besser 
Jz  dM  entweder  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.  Nun  be- 
deutet aber  z  g  dM  das  Moment  der  Kraft  g  dM  in  Beziehung  auf 
die  ^1^-  Ebene,  folglich  fz  g  dM  die  Summe  der  Momente  aller  ge- 
nannten Parallelkräfte,  und  diese  Summe  ist  gleich  dem  Momente 
der  Resultante  also  =ZifgdM^  wenn  z^  die  Coordinate  des  Mit- 
telpunktes der  parallelen  Ejräfte  bezeichnet.  '  Bei  Weglassung  des 
auf  beiden  Seiten  vorkommenden  Factors  iat  fzdM  =  z^  /dM 
=zZiM  d.  h.  gleich  dem  Producte  aus  der  Gesammtmasse  des  Sy- 
stemes in  die  Höhe  des  Kräftemittelpunktes  über  der  o;^- Ebene, 
wobei  wir  uns  der  Anschaulichkeit  wegen  die  a;^-Ebene  horizontal 
vorstellen.  Da  nun/ 2  dM  im  Gleichgewichtszustande  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist,  so  folgt,  dass  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt 
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der  parallelen  Kräfte  entweder  so  hoch  oder  so  tief  als  möglich 
liegt.  Die  erste  Lage  entspricht  dem  dauernden,  die  zweite  dem 
augenblicklichen  Gleichgewichte. 

110.  Um  zu  einer  andern  auf  Maxima  und  Minima  bezüglichen 
Eigenschaft  eines  im  Gleichgewichte  befindlichen  Kräftesystem  es 
zu  gelangen ,  denken  wir  uns  von  den  Punkten  31  ^  M\  ilf "  . .  .  aus 
auf  den  daselbst  angreifenden  Kräften  P,  P\  jP"  . .  .  Strecken 
MN=ip^  M'  N'  =JE>',  M''  N"  =^  p'\  , ,  abgeschnitten ,  welche  den 
Kräften  proportional  sind,  also  durch 

p  =  kP,  p'  =  kP\  p"  =  kP'\.. 
ausgedrückt  werden  können;  eine  solche  Strecke  sei  MN=p  in 
Fig.  34.  Fig»  34,  femer  ML=ös  eine  unendlich  kleine 

>*  Verrückung  des  Punktes  ilf,  MH=6p  ihre 
Projection  auf  die  Kraftrichtung  tmd  L  NML 
=  &y  also  dpz=zds  cos  &.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  virtuelle  Verrückung  3  s  die- 
ses wie  jedes  anderen  Punktes  mit  den  Be- 
dingungen des  Systemes  verträglich  ist,  haben 
wir  nach  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten 

i;(Pöp)  =  o,    , 

ferner  durch  Multiplication  mit  k 

1)  2  {P  9  p)  =  0, 
oder 

2)  Ä2:p«  =  0, 

und  hieraus  folgt,  dass  £p*  im  Gleichgewichts  zustande  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Um  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen  das  Maximum  und  in 
welchen  das  Minimum  vorhanden  ist,  berechnen  wir  die  Zunahme 
von  p.  Bezeichnen  wir  mit  p^  den  Werth,  welchen  p  nach  der  vir- 
tuellen Verrückung  erhält,  so  ist 

Pj«  =  p*  —  2piscose  +  ö^ 
also 

Hpi*  =  üp*  —  2  2;(p  «*  cos  d)  +  2;^**; 
die  Zunahme  von  Xp*  beträgt  folglich 

S 2p* :=  —  2  2:{pds cos  d)  +Zds* 
oder 

3)  8  £p*  = —  2  2;(pdp)  +  £ös\ 
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Aus  dem  Beweise  des  Principes  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten geht  nun  hervor,  dass  Z{P6p)  mithin  auch  ±{pdp) 
eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  ist  (vergl.  z.  B. 
Nr.  100);  sie  gilt  daher  auch  für  Null  solange  sie  allein  vor- 
kommt, nicht  aher,  wenn  noch  andere  unendlich  kleine  Grössen 
derselben  Ordnung  vorhanden  sind,  mit  denen  sie  sich  vergleichen 
lässt.  Dies  ist  in  der  Gleichung  3)  zu  berücksichtigen,  weil  hier 
£6s^  gleichfalls  der  zweiten  Ordnung  angehört.  Im  Allgemei- 
nen lässt  sich  daher  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  von  Nr.  3) 
nicht  bestimmen,  gleichwohl  sind  in  dieser  Hinsicht  einige  folgen- 
reiche Bemerkungen  zu  machen. 

Wenn  erstens  Z  {Pöp)  für  alle  virtuellen  Verschiebungen 
dasselbe  Zeichen  behält,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Bei 
negativen  £{Pdp)  also  auch  negativen  £(pSp)  werden  beide 
Glieder  der  rechten  Seite  von  Nr.  3)  positiv  und  mithin  ist  Zp*  für. 
alle  Werthe  des  positiven  k  ein  Minimum.  Bei  positiven  £{Pdp) 
wird  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von  Nr.  3)  negativ,  und  sein 
absoluter  Werth  ist  um  so  grösser ,  je  grösser  k  genommen  wird. 
Lassen  wir  nun  k  wachsen,  so  muss  es  einen  Werth  k  von  k  geben, 
für  welchen  ^2{pSp)  =  Zds^  wird,  und  dann  ist  für  alle  grösseren 
k  die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  negativ,  mithin  £p*  ein  Maxi- 
mum für  ar  <  k  <  c».  Dagegen  kann  für  A:  <  x  die  erwähnte 
rechte  Seite  bald  positiv  bald  negativ  sein,  je  nach  der  Beschaffen- 
heit von  ÖS  und  ^;  es  findet  dann  f ür  A:  <  h  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  statt. 

Wenn  zweitens  das  Vorzeichen  von  ZPSp  bei  verschiedenen 
virtuellen  Verrückungen  verschieden  ist  und  überhaupt  in  allen 
Fällen  kann  man  doch  die  Verhältnisszahl  k ,  mithin  auch  die 
Strecken  p,  p\  p' ...  so  klein  wählen,  dass  ^  E{p6p)  belie- 
big vielmal  kleiner  als  Eös^  wird;  es  reicht  hierzu  schon  hin ,  für 
Pt  p'j  p" ' '  -  unendlich  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  zu  neh- 
nehm^n,  weil  dann  2  X(p  dp)  von  der  dritten  Ordnung  also  unend- 
lich vielmal  kleiner  als  £ds*  wird.  Das  Vorzeichen  der  rechten 
Seite  von  Nr.  3)  ist  dann  immer  einerlei  mit  dem  von  £ds*,  d.  h. 
positiv,  und  folglich  erreicht  £p*  immer  ein  Minimum.  Dieser 
Satz  bildet  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  von  Gauss 
gefundenen  Theoremes ,  das  für  jede  beliebige  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  gilt.  Das  so  eben  erwähnte  Minimum 
findet  übrigens  nicht  nur  für  unendlich  kleine  k  statt  sondern  auch  von 

Analytisch«  Mechanik.  g 


—     In- 
da ab  für  grössere  k  bis  zu  derjenigen  Stelle,  wo  2  S{pSp)  auf- 
hört kleiner  als  £ös^  zn  sein. 

Kennt  man  irgend  einen  Werth  von  k,  welcher  £p*  zu  einem 
Maximum  macht,  so  kann  man  leicht  einen  andern  finden,  wodurch 
2p*  zu  einem  Minimum  wird.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  die 
Strecken  p  nur  in  der  entgegengesetzten  Richtung  abzutragen,  d.  h. 
A:  mithin  auch  P  negativ  zu  nehmen,  weil  dabei  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  3)  positiv  wird.  Die  neuen  Kräfte  siijd  dann  den  frühe- 
ren gleich  und  entgegengesetzt  und  daher  auch  im  Gleichgewichte. 


Zehntes  CapiteL 
Theorie  des  Schwerpunktes. 


Allgemeine  Betrachtungen  über  die  Schwere  und  den 

Schwerpunkt. 

111.  Alle  sich  selbt  überlassenen  Körper  bewegen  sieb  er- 
fahmngsmässig  nach  dem  Innern  der  Erde  zu  in  einer  auf  der 
Oberfläche  ruhender  Gewässer  senkrechten,  d.  h.  in  vertikaler 
Richtung;  an  dieser  Bewegung  verhindert,  üben  sie  auf  das  ent- 
gegenstehende Hemmniss  einen  Druck  nach  derselben  liichtung  aus. 
Ist  z.B.  ein  Körper  an  einem  Faden  aufgehangen  so  nimmt  letzterer 
die  vertikale  Eichtung  an,  und  wenn  sich  der  Körper  losreisst,  so 
fallt  er  in  der  Verlängerung  dieser  Geraden.  Ferner  zeigt  die  Be- 
obachtung, dass  der  Faden  durch  den  angehangenen  Körper  aller- 
seits mit  derselben  Stärke  gespannt  wird.  Diess  alles  zusammen 
berechtigt  zu  dem  Schlüsse,  dass  jeder  ruhende  Körper  unter  dem 
Einflüsse  einer  Kraft  steht,  die  in  vertikaler  Richtung  mit  con- 
stanter  Intensität  wirkt;  ob  die  Intensität  auch  bei  der  Bewegung 
ungeändert  bleibt ,  ist  eine  andere  Frage ,  die  wir  in  der  Dynamik 
beantworten  werden. 

Die  Ursache  der  angeführten  Erscheinungen  heisst  die 
Schwere.  Da  die  Oberfläche  der  Erde,  oder  besser  des  Meeres, 
nahebei  kugelförmig  ist,  so  geht  jede  verticale  Gerade  ziemlich 
genau  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  ändert  also  beim  lieber- 
gange  von  einem  Punktezum  anderen  ihre  absolute  Lage  im  Räume; 
die  Richtungen  der  an  verschiedenen  Punkten  wirkenden  Vertical- 
kräfte  convergiren  folglich  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde.  Fer- 
ner variirt,  wie  die  Beobachtung  gezeigt  hat,  auch  die  Intensität 

8* 
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der  Schwere ,  jenachdem  man  dem  Erdmittelpunkte  näber  kommt 
oder  sich  von  ihm  entfernt.  Diese  Aenderungen  sind  jedoch  inner- 
halb einer  kleinen  Ausdehnung  nicht  merklich ,  und  man  kann  da- 
her die  Vertikalen  als  parallel  und  die  Schwere  als  constant  be- 
trachten, vorausgesetzt,  dass  man  nur  solche  Punktesysteme  be- 
trachtet, deren  grösste  Dimensionen  immer  noch  sehr  klein  im 
Vergleich  zum  Erdhalbmesser  sind.  Uebrigens  lassen  sich  derPa- 
rallelismus  der  Vertikalen  und  die  Unveränderlichkeit  derSchwere 
auch  unabhängig  von  der  Gestalt  der  Erde  durch  Beobachtung  er- 
kennen, wenn  man  die  erwähnte  Bedingung  einhält. 

Die  Schwere  wirkt  sowohl  auf  die  inneren  als  die  äusseren 
Theile  eines  Körpers.  Es  verursacht  dieselbe  Mühe ,  den  ganzen 
Körper  oder  seine  einzelnen  Theile  zu  tragen ;  die  in  einem  Hohl- 
körper eingeschlossenen  Stücke  üben  dieselbe  Wirkung  aus,  als 
wenn  sie  auf  der  äusseren  Oberfläche  desselben  angebracht  wären. 
Wir  betrachten  daher  die  Schwere  als  auf  alle  Theile  eines  Kör- 
pers wirkend,  eine  Voraussetzung ,  die  sich  später  bei  der  Theorie 
der  verticalen  Bewegungen  durchaus  bestätigen  wird. 

Durch  Anwendung  der  Lehre  von  den  Parallelkräften  auf  die 
von  der  Schwere  herrührenden  Kräfte  ergiebt  sich  zunächst,  dasß 
die  letzteren  eine  Resultante  besitzen,  die  ihnenparallel  und  gleich 
ihrer  Summe  ist;  sie  heisst  das  Gewicht  des  Körpers.  Zweitens 
hat  diese  Resultante  einen  von  der  Richtung  der  parallelen  Kräfte 
unabhängigen  Angriffspunkt;  er  ist  der  Mittelpunkt  der  von  der 
Schwere  erzeugten  Parallelkräfte  und  wird  deshalb  der  Schwer- 
punkt genannt. 

112.  Bei  einem  homogenen  Körper  haben  gleiche  Raumtheile 
desselben  auch  gleiche  Gewichte ;  bestehen  dagegen  zwei  homogene 
Körper  aus  verschiedenen  Substanzen,  so  sind  im  Allgemeinen  die 
•  Gewichte  zweier  gleichen  Volumina,  die  nicht  demselben  Körper 
angehören,  verschieden.  Um  diese  Verschiedenheit  auszudrücken, 
nennt  man  specifisches  Gewicht  einer  homogenen  Substanz 
das  Gewicht  ihrer  Volumeneinheit  oder,  was  Dasselbe  ist,  das  Ver- 
hältniss  des  Gewichtes  eines  beliebigen  Volumens  dieser  Substanz 
zu  dem  Volumen  selbst.  In  den  dafür  existirenden  Tafeln  bezieht 
sich  das  speciüsche  Gewicht  einer  Substanz  immer  auf  das  des 
destillirten  Wassers  von  grösster  Dichtigkeit,  welche  letztere  unge- 
fähr bei  +  4®  C.  eintritt;  die  übrigen  Körper  werden  dabei  von 
der  Temperatur  0°  vorausgesetzt.    Die  Mittel  zur  Bestimmung  der 
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specifischen  Gewichte  verschiedener  Körper  gehören  nicht  hier- 
her sondern  in  die  Physik. 

Das  Gewicht,  welches  zur  vergleichenden  Einheit  dient,  ist 
das  eines  Cubikcentimeters  destillirten  Wassers  beim  Maximum 
seiner  Dichtigkeit;  es  heisst  ein  Gramm.  Die  in  den  Tafeln  der 
speciüschen  Gewichte  angegebenen  Werthe  bezeichnen  also  die 
Anzahl  von  Grammen,  welche  ein  Cubikcentimeter  der  betreffen- 
den Substanz  bei  0^  wiegt. 

Für  nicht  homogene  Körper  sind  Gewicht  und  Volumen  nicht 
mehr  einander  proportional ,  und  es  bedarf  dann  einer  genaueren 
Angabe  über  Das,  was  unter  dem  specifischen  Gewichte  einer  der- 
artigen Substanz  verstanden  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  den- 
ken wir  uns  um  einen  beliebigen  Punkt  des  Körpers  herum  einen 
unendlich  kleinen  Körpertheil  beschrieben  und  betrachten  das  Ver- 
hältniss  von  dem  Gewichte  dieses  Theiles  zu  seinem  Volumen; 
nähert  sich  nun  das  Volumen  des  Theiles  der  Null,  so  nähert  sich 
das  erwähnte  Verhältniss  einer  bestimmten  Grenze,  welche  wir  das 
specifische  Gewicht  der  Substanz  in  diesem  Punkte  nennen. 
Man  pflegt  diess  in  der  kurzen  Formel  auszudrücken,  dass  ein  un- 
endlich kleiner  Theil  eines  nicht  homogenen  Körpers  immer  noch  als 
homogen  gelten  darf.  Aendert  sich  die  Beschaffenheit  der  Sub- 
stanz continuirlich  von  Punkt  zu  Punkt,  so  bildet  das  specifische 
Gewicht  eine  stetige  Funktion  der  Coordinaten  der  verschiedenen 
Punkte,  und  es  kann  nun  wie  früher  die  Aufgabe  gestellt  werden, 
das  Gewicht  und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  zu  ermitteln. 

113.  Obschon  Flächen  und  Curven  nur  Grenzen  sind,  die  kei- 
nen materiellen  Inhalt  und  daher  auch  kein  Gewicht  haben  kön- 
nen, so  schreibt  man  ihnen  dennoch  einen  Schwerpunkt  zu.  Man 
denkt  sie  sich  nämlich  der  Wirkung  paralleler  Kräfte  ausgesetzt, 
welche  entweder  gleichförmig  oder  ungleichförmig  vertheilt  sein 
können.  Im  ersten  Falle  erleiden  gleichgrosse  Theile  der  Flächen 
oder  Curven  gleiche  Einwirkungen ,  und  es  bedarf  nur  einer  An- 
gabe über  die  Intensität  der  auf  die  Einheit  der  Fläche  oder  Länge 
wirkenden  Kraft ,  die  man  als  das  specifische  Gewicht  der  Fläche 
oder  Curve  ansehen  kann.  Im  zweiten  Falle  denkt  man  sich  um 
einen  Punkt  herum  einen  unendlich  kleinen  Flächen-  oderCurven- 
theil  beschrieben  und  betrachtet  das  Verhältniss  der  Resultante 
aller  auf  diesen  Theil  wirkende  Kräfte  zu  seinem  Inhalte.  Die 
Grenze  dieses  Verhältnisses  ist  eine  bestimmte  und  mag,  der  Analogie 
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nach,  das  spccifische  Gewicht  der  Fläche  oder  Curve  iu  jenem 
Punkte  heisscn;  dieses  specifische  Gewicht  bildet  eine  Funktion 
der  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes.  Hiernach  ist  in  allen 
Fällen  der  Schwerpunkt  vollkommen  bestimmt. 

114.  Der  atomistischen  Ansicht  gemäss  sollen  die  Körper  in 
Wirklichkeit  aus  sehr  kleinen  getrennten Theilen  bestehen,  gleich- 
wohl darf  man  sich  erlauben ,  die  Formeln  der  Integralrechnung 
ebenso  anzuwenden ,  als  wenn  die  Körper  stetig  mit  Masse  erfüllt 
wären;  denn  es  hat  diess  zur  Folge,  dass  die  Angriffspunkte  der 
Kräfte  um  unmerkliche  Grössen  geändert  werden,  was  keinen 
meTklichen  Einfluss  auf  die  Resultate  haben  kann.*) 

115.  Aus  den  Gewichten  und  Schwerpunkten  einer  begrenzten 
Anzahl  getrennter  Körper  bestimmt  sich  mittelst  des  Satzes  von 
den  Momenten  sofort  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  ganzen 
Systemes;  bedeuten  nämlich  für  irgend  einen  Körper  P  das  Gewicht 
und  x^  y,  z  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes,  so  gelten  für 
die  Coordinaten  o?, ,  ^j ,  Z|  des  Schwerpunktes  von  dem  ganzen 
Systeme  die  Fornieln 

_  £{Px)  _  Z{Py)  _  2{Pz) 

Diese  bestehen  bei  jeder  noch  so  grossen  Anzahl  der  Körper 
und  für  jede  noch  so  kleine  Ausdehnung  der  letzteren.  Lässt  man 
die  Anzahl  der  Systenitheile  ins  Uuendliclie  wachsen  und  jeden 
einzelnen  Theil  unendlich  abnehmen,  so  kann  die  Summe  derselben 
sich  einer  bestimmten  Grenze  nähern,  welche  nunmehr  irgend  ein 
continuirlich  erfülltes  Volumön,  eine  Fläche  oder  Curve  bedeutet, 
von  der  jeder  auch  noch  so  kleine  Theil  von  der  Schwere  afficlrt 
wird  ;  die  Grenzen  von  .r, ,  y, ,  ?,  sind  jetzt  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  dieses  Volumens  respective  dieser  Fläche  oder 
Curve. 


*)  Diese  Behauptung  ist  nur  so  lange  richtig,  als  die  Zwischenräume 
zwischen  den  Atomen  ausserordentlich  klein  im  Vergleich  zu  den  Atomen 
sind;  wären  dagegen  jene  Zwischenräume  den  Atomen  nahezu  gleich  oder 
grösser  (wie  manche  Atomistiker  wollen),  so  würde  die  Nichtberücksichtigung 
derselben  zu  sehr  unrichtigen  Resultaten  führen.  AusderUebereinstimmung 
der  Rechnungsergebnisse  mit  den  Beobachtungen  darf  man  wohl  schliessen, 
dass  die  erste  Voraussetzung  die  richtigere  ist. 
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Allgemeiiie  Eegel  für  die  Schwerpnnktsbestimmung. 

116.  Wenn  ein*  Körper  von  einer  durchaus  convexen  Ober- 
fläche umschlossen  ist,  so  liegt  sein  Schwerpunkt  nothwendig  im 
lauern;  geht  man  nämlich  bei  der  Zusammensetzung  aller  Paral- 
lelkräfte von  einem  im  Innern  befindlichen  Punkte  aus ,  so  bleiben 
die  Angriffspunkte  der  successiv  auftretenden  Resultanten  bestän- 
dig innerhalb  der  Oberfläche  und  folglich  gilt  diese  auch  von  dem 
Angriffspunkte  der  letzten  Resultante  d.  h.  vom  Schwerpunkte. 
Mittelst  dieser  Bemerkung  kann  die  Bestimmung  des  Schwerpunk- 
tes beliebiger  Körper  auf  eine  allgemeine  der  Rechnung  leicht  zu- 
gängliche Regel  gebracht  werden. 

Theilt  man  nämlich  den  gegebenen  Körper  in  Elemente,  deren 
sämmtliche  Dimensionen  unendlich  klein  sind,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt eines  solchen  Elementes  irgendwo  im  Innern  desselben  und 
selbst  wenn  man  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Ober- 
Üäche  des  Elementes  mit  den  Coordinaten  seines  Schwerpunktes 
identiiicirt ,  so  beträgt  der  Fehler  nur  Bruchtheile  von  den  Dimen- 
sionen des  Elementes.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punk- 
tes mögen  z.B.  x,  y,  z  heissen  und  o;  +  (/a: ,  y  -f- cfy ,  2  +  dz  die  ei- 
nes zweiten  Punktes  desselben  Körpers.  DasVolumenelement  ist 
dann  ein  rechtwinkliges Parallelepiped  aus  den  Kanten  dx^  dy^  dz\ 
rediicirt  sich  der  Körper  auf  eine  Fläche ,  so  besteht  das  Element 
aus  einem  unendlich  kleinen  Viereck,  dessen  Projection  auf  die 
.cy- Ebene  das  aus  dx  und  dy  construirte  Rechteck  ist;  bei  einer 
krummen  Linie  wird  das  Element  zu  einem  unendlich  kleinen 
Bogen,  dessen  Projection  auf  die  ar- Achse  durch  dx  ausgedrückt 
wird.  Bezeichnen  wir  nun  in  jedem  Falle  das  Element  mit  rfF,  so 
sind  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes  nur  unendlich  wenig 
von  or,  y,  z  verschieden  und  können  der  Reihe  nach  =.t;  +  ador, 
y-^-ßdy;  z  +  y  dz  gesetzt  werden,  wo  «,  /J,  y  gewisse  nicht  näher 
bekannte  ächte  Brüche  bedeuten.  Ferner  ist,  wenn  p  das  speci- 
iische  Gewicht  im  Punkte  xyz  bezeichnet,  prfFdas  Gewicht  des 
Elementes  dV  und  folglich  sind 

{x  +  adx)pdV,     (y  +  ßdy)pdV,     {z  +  ydz)pdV 

die  Momente  des  Elementargewichtes  in  Beziehung  auf  die  Ebenen 
yzjxz^xy  genommen;  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
haben  wir  jetzt  die  Formeln 
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^       i:{xpdV+apdxdV) 

"^'^  ^"^ 2{fdV) ' 

.   _  n^  £{ypdV+ßpdydV) 

.   _  nm  £i^PäV  +  7PdzdV): 

^'  —  ^'"^  S{pdV)  ' 

beim  Uebergange  zur  Grenze  verschwinden  aber  die  unendlich 
kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  und  unter  gleichzeitiger  An- 
wendung von  /  statt  2  wird  nun 

X,  Cp  rfr=  Cxp  dV,       y,Jp  dV=  Cyp  dV, 
Zj  Cp  dV=  Czp  dV. 

Unter  Beachtung  des  Umstandes ,  dass  fp  dV  die  Summe 
aller  Elementargewichte  d.  h.  das  Gesammtge wicht  des  Körpers 
bedeutet ,  erhalten  wir  nun  folgenden  allgemeinen  Satz : 

Das  Produkt  aus  dem  Gjewichte  eines  Körpers  in 
die  Entfernung  seines  Schwerpunktes  von  einer  be- 
liebigen Ebene  bildet  den  Grenzwerth  der- Summe  von 
allen  den  Producten,  welche  entstehen,  wenn  man  das 
Gewicht  jedes  einzelnen  Körperelementes  mit  der 
Entfernung  eines  seiner  Punkte  von  jener  Ebene  mul- 
tiplicirt. 

Wie  sich  die  Formeln  für  Curven  ,  Flächen  und  Körper  ge- 
stalten, wird  man  im  Folgenden  sehen. 

Schwerpunkte  der  Curven« 

117.  Die  Gleichungen  einer  Curve  im  Räume  bestimmen  zwei 
Coordinaten  als  Funktionen  der  dritten,  z.  B.  ^und  z  ausgedrückt 
durch  X.  An  die  Stelle  von  dV  in  den  vorigen  Formeln  tritt  jetzt 
das  Bogenelement 


/ 


nennen  wir  ferner  P  das  Gewicht  der  ganzen  Linie,  x^  und  X  die 
X  ihrer  Endpunkte ,  so  haben  wir  die  Formeln 

X 

P^Jpds, 
»Co 
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XXX 

Px^=jpxds,    Pyi=  jpyds,     Pz=  Cpzds, 

3Co  xq  aso 

in  denen  p<,  y,  z  nnd  ds  bekannte  Funktionen  von  x  sind. 

p 
Für  eine  homogene  Linie  istp  constant,  —  die  Länge  s   des 

Bogens,  mithin  einfacher 

X 


s 


^        / 7 — V  ^  ^ 

=  /dx  X/ 1+ (^^j  ,     sxi^jxds,     sy^^=zjyds. 


Xo 

X  '  X  X 

sxi=  IxdSy     syi=:-  lydSj     szi^jzds. 

Xq  Xq  Xq 

Ist  dieCarve  in  einer  Ebene  enthalten,  so  nimmt  man  letztere 
zur  Ebene  xy  nnd  dann  braucht  man  nur  alle  z  gleich  Null  zu 
setzen ;  demnach  hat  man  für  eine  homogene  ebene  Curve 

X  . r— r-.  X  X 

8  = 

XO  Xq  Xo 

Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

118.  Kreisbogen.  Legt  man  den  Anfangspunkt  rechtwink- 
liger Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  und  nimmt  als  Ordinatenachse 
den  Radius,  welcher  den  Bogen  halbirt,  so  werden  die  Endpunkte 
irgend  eines  Bogens  durch  zwei  gleichgrosse  und  entgegengesetzte 
AbscisBen  bestimmt,  die  — a  und  +a  heissen  mögen.    Es  ist  jetzt 

a  a 

C  fx  dx  C 

*^i=J_;^^=^  =  0,     syi=J  rdx  =  ^ar', 

—  a  '  — a 

da  2a  die  Sehne  des  Bogens  bedeutet,  so  liegt  hier  der  Schwer- 
punkt auf  dem  halbirenden  Radius  in  einer  Entfernung  vom  Mit- 
telpunkte, welche  durch  die  Proportion 

5  :  c  =  r  :  yi ,         (c  =  Chord  s) 
bestimmt  wird.    Dasselbe  Resultat  kann  man  leicht  durch  Anwen- 
dung von  Polarcoordinaten  finden.       • 
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119.  Parabelbogen.     Für p  als  Halbparameter  ist 

y^--2px,         ydy  =  pdx, 

und  für  einen  beliebigen  im  Scheitel  anfangenden  Bogen ,  welchei 
also  gleichzeitig  mit  x  und  y  verschwindet, 


Ferner  hat  man 

y 


^!/i  ^ß  ^uy~. + » --^  [^  (y*  -^p'f  -'  p"\  5 


0 

//  ._- X 


:i  t—z M' 

X,  =  Arfyz/^,  + 1=-=  j]/^  dxj/^+~iP 


0  0 


='=i(^  +  ip)  V^*  +  hP^+^^iP^  \ ^ ^—j' 


P 

daraus  sind  ^j  und  or,  leicht  herzuleiten. 

120.  Cyclo  ido^ibogen.  Mit  Hülfe  dos  Wälzungswiukols  w 
lassen  sich  die  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  ab  gerechnctCD 
Coordinaten  folgendermaassen  ausdrücken 

x  ==  r  (o)  —  sin  i») ,  l/  =  r  {[  —  cos  w) ; 

diess  giebt 

(Is  =  r  ]/'!  —  '2  cos  09  f/  OD  --^=  2  r  5m  ^  10  //  w ; 

mithin  ist,  wenn  der  Bogen  s  gleichfalls  vom  Anfange  der  Beweg- 
ung ab  gerechnet  wird 

09 

5  =  2r   / sin  .J  ob  da)  -—  4r  (I  —  cos  ^  cd). 

0 
Ferner  erhält  man 

sa:,  =  2r*  I  (w  —  sin  oo)  sin  ^  co  da 

ü 
und  durch  theilweiso  Integsation 
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CO 


SXt 


=  4r*    —  («  —  sin  m)  cos  i«+  /  (I  —cos<ja)cos  \mdia\ 

Ö 


10 


=^  4r*    —  (w  —  sin  ©)  cos  \  ©  +  2  j  sin*  \(ocos  \g}  d^   \ 

0 

d.  i. 

s  jTj  =  4r'  [ }  «V  ^00  —  (a>  — «>i  ©)  co5  4  w]. 
Die  zweite  Formel  wird 

sy^  =  2r*  /  (1  —  C05  w)  sin  \m  dm^=^r^  j  {i—cos'  |  co)  sin  ^mdo} 

0  0 

und  giebt  bei  Ausführung  der  Integration 

sy^  =  -Ir*  [I  —  CO*  J  0)  —  |  (I  —  coä"  |  co)]. 
Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Cycloide  bestimmt  sich  hieraus  durch 
a)  =  2»,  nämlich 

*  =  8r,     5a:,=8yrr*,     «y,  =  |  r*, 

liegt  also  auf  der  Scheitelordinate  in  der  Höhe  ^  r  über  der  Basis. 
121.  Durchschnitt  eines  parabolischen  und  cycloi- 
discben  Cylinders.  In  der  xy  -Ebene  sei  eine  Parabel  OP'B 
construirt,  deren  Achse  die  x- Achse 
und  deren  Halbparameter  ^=  2  a  sein 
möge,  so  dassa  den  Abstand  des  Brenn- 
punktes vom  Scheitel  bezeichnet;  in 
der  Vertikalebene  xz  befinde  sich  eine 
Cycloide  OP"Cy  von  welcher  0  der 
Scheitel  j  OA  =  b  der  Durchmesser  des 
erzeugenden  Kreises  und  A  C  die  halbe 
Basis  sei ;  die  Parabel  werde  als  Hori-  q 
Kontalprojection ,  die  Cycloide  als  Yer- 
ticalprojection  einer  räumlichen  Curve 
OPD  betrachtet  und  der  Schwerpunkt 
der  letzteren  gesucht.  Für  OL  =  x,  LP'=y,  P'P  =LP"z=:z 
baben  wir  dann  als  Gleichung  der  Parabel 


/ —  dy       -m  /ü 

y:=^yax,  mithin  ■^=  f/  -» 


femer  gilt  bekanntlich  fiir  die  Cycloide  die  Formel 
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dz y/b  —  x 

dx~r      •  X    ' 


es  ist  daher 


rf5  =  rfa:7/  1  +  -H —dxT/  — ^, 


und  für  den  ganzen  Bogen  OPD  =  5, 


5  = 

0 

Ferner  erhält  man 

b 


raxj/^=:=2}/{^+Wb 


a:,  =  Cx  dx  j/"^  =  I Ä  /(ö+6)  b , 


5 

0 


=  ß]/ax  dxj/~^  =  2bya{a  +  b) 


,..=y:.ay«-±-*=/«+6j;i|; 


0  0 

für  die  letzte  Gleichung  giebt  die  unbestimmte    theilweise   Inte- 
gration 

rz^  =  z\  2j/x  —  l^}/xdz  =  ^z}/x—ljl/xl/ ^^dx 

=  2zyG  +  ^y{b  —  xy', 

durch    Einführung  der  Grenzen  x=zO  und   a:  =  ft  ,    denen  die 
Werthe  z  =  0,  z=r=^7tb  entsprechen,  wird  hieraus 

b 

fz^=nbyb-irb'^-={n-f)bj/b, 

und  es  ist  daher 

5z,  ==  (ti  —  *)  6  }/{a  +  6)  6. 
Der  gesuchte  Schwerpunkt  hat  demgemäss  folgende  Coordinaten: 

deren  Construction  sehr  einfach  sein  würde. 
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Schwerpunkte  ren  FlacheiL 

133.  Zerlegt  man  eine  Fläche  in  anendlich  kleine Theile  zwei- 
ter Ordnung)  indem  man  sie  durch  zwei  Keihen  Ebenen  schneidet, 
von  denen  die  einen  parallel  zur  xz-  und  die  andern  parallel  zur 
yc-£bene  liegen,  so  ist  ein  solches  Element  ein  krummliniges 
Viereck,  dessen  Projection  auf  die  o:^- Ebene  das  Rechteck  aus 
cfxnnd  dy  ist;  die  Grösse  jenes  Elementes  wird  ausgedrückt  durch 


Ud.dy,   wenni:=/l+(^J+(|f)*. 

Die  ganze  Fläche  heisse  S^  ihr  Gewicht  P,  und  das  specifische 
Gewicht  im  Punkte  xyz  werde  durch  p  bezeichnet,  es  gelten  dann 
die  Formeln  von  Nr.  116,  wenn  man  U  dx  dy  an  die  Stelle  von  dV 
treten  lässt  und  gleichzeitig  doppelte  Integration  statt  einfacher 
vorschreibt,  weil  die  verlangten  Summirungen  im  vorliegenden 
nach  zwei  verschiedenen  Richtungen  hin  auszuführen  sind.  Dem- 
nach ist 

/>=  jTp  üdxdy, 
Px,  —  I  I p  X  ü  dx  dy,     Pyi  =  /  jpyüdx  dy^ 

Pzi  =    I  I  p  z  Udx  dy^ 


-ff- 


die  Integrationsgrenzen  sind  die  nämlichen  wie  bei  der  Compla- 

nation  dar  Flächen. 

p 

Für  homogene  Flächen  ist  p  constant  und  —  =  5,  folglich 

S~  I  Cu  dx  dy, 
Sx,  =   /  I X  U  dx  dy,      Syi  =  /  j y  ü dx  dy, 

Sc,  =   r/z  Udx  dy. 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich  sehr,  wenn  die  Fläche  eben 
ist  oder  unter  die  Rotationsflächen  gehört. 

123.  Ebene  Flächen.  Nimmt  man  die  Ebene  der  Fläche 
ztir  Ebene  xy,  so  sind  alle  z^=:0,  U  wird  =  l  und  es  bleibt 

P=  ffpdx  dy, 


fß  '-^ 
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X 

Hat  die  Cnrve  statt  einer  ViertelamdrehnDg  eine  vollständige 
Rotation  ausgeführt,  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  beschriebenen 
Fläche  auf  der  .r  -  Achse ,  es  ist  dann  ^,  =  z,  =0  und  nur  die  bei- 
den ersten  Formeln  bleiben  übrig.  In  diese  kann  man  statt  der 
Fläche  des  Quadranten  die  ganze  beschriebene  Fläche   5,  =45 

durch  Multiplication  mit  4  einführen  und  es  ist  dann 

X 


s,=^.Jyd.  ■/i+(^y, 


X  

Xq 

Für  alle  diese  Fälle  geben  wir  im  Folgenden  Beispiele. 

125.  Schwerpunkt  der  Dreiecksfläche.  Zum  Coor> 
dinatenanfang  nehmen  wir  eine  Ecke  des  Dreiecks  und  zur  o:- Achse 
die  Senkrechte  zur  gegenüberliegenden  Seite ;  letztere  betrachten 
wir  als  die  Grundlinie  a  und  jene  Senkrechte  als  die  Höhe  A  des 
Dreiecks ;  nennen  wir  ferner  b^  und  b^  die  Ordinaten  der  Punkte, 
in  welchen  die  beiden  Übrigen  Seiten  die  Grundlinie  schneiden,  so 
haben  wir  in  den  Formeln  von  Nr.  123 

zu  setzen,  und  erhalten  dadurch 

h 


-ß 


K 


a:da:  =  4(ft,  —  6o)  h^=z\^ah, 


n 


h 
0 

h 

=^ a^dxz=z\  {b,—b;)h^  =  i «Ä«, 

0 
h 


6 

wo  p  die  Ordinate  des  Mittelpunktes  der  Basis  bezeichnet.     Cs 
ist  nun 
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die  letzte  Gleichung  sagt,  dass  der  Schwerpunkt  auf  der  Geraden 
Hegt,  welche  die  Spitze  des  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Gegenseite  verbindet;  aus  der  ersten  Gleichung  erhellt,  dass  er 
um  f  dieser  Linie  von  der  Spitze  oder  um  |  derselben  vpn  der 
Basis  entfernt  ist. 

126.  Schwerpunkt  der  Kreisfläche.  Wir  nehmen 
Y^yr^—x',  yo  =  0  und  suchen  den  Schwerpunkt  desjenigen 
Theiles  der  Kreisfläche ,  der  sich  von  x  =  Xo  bis  x  =  r  zu  beiden 
Seiten  der  Abscissenachse  erstreckt.  Wir  haben  für  diesen  Fall 
yi  =  0,  und,  wenn  Fdie  ganze  Fläche  des  in  Rede  stehendenSeg^ 
raentes  bezeichnet, 

r 
i ^=  /  f/r^  —  x" dx,         F=  r«  Are  cos  ^  —  x^  }/r*—ij^\ 


r 


In  Beziehung  auf  den  Halbkreis  wird  x^  =  0,  folglich 

4 

Verlangt  man  statt  des  Schwerpunktes  eines  Segmentes  den 
eines  Sectors ,  so  kann  man  die  Untersuchung  sofort  auf  die  Be- 
Stimmung  des  Schwerpunktes  eines  Kreisbogens  zurückführen. 
DerSector  lässt  sich  nämfich  als  Grenze  einer  unendlichen  Anzahl 
von  Dreiecken  betrachten,  deren  Grundlinien  Sehnen  sind  und 
deren  gemeinschaftliche  Spitze  in  den  Mittelpunkt  fällt;  die  Schwer- 
punkte dieser  Elementardreiecke  liegen  in  gleichen  Abständen 
auf  einem  Kreisbogen,  dessen  Centriwinkel  der  nämliche,  und 
dessen  Halbmesser  =:|/*.ist.  Der  Schwerpunkt  dieses  Bogens  ist 
zugleich  der  Schwerpunkt  jenes  Sectors. 

127.  Parabelfläche.  Die  Gleichung  der  Parabel  sei 
y*  =  2/>a:  und  S  die  Fläche  zwischen  der^:- Achse,  der  Ordinate 
und  dem  vom  Scheitel  am  gerechneten  Parabelbogen ;  es  ist  dann 

5=  ^  X  y^px 

AntlTtUche  Mechanik.  Q 
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X 


0 

X 

Syi  =  \  j^pxdx^=s\pa?^, 
ü 


woraus 


Äri=3ar,     y,  =  §  Jf/2par  =  |  y. 
118.  Fläche  einer  Kugel  zone.    Nach  den  in  Nr.  124  ge- 
gebenen Formeln  ist  für  yz=j/r^ — o:*  die  Fläche  der  zwischen  den 
Abscissen  x^=Xq  und  x  =  x  enthaltenen  Zone 

X 


Sj=2«  I rdx  =  2nr  (x  —  oTo), 


«Co 

und 


S^x^  =2«  jrxdx^^fcr  (a:* — x^*)^ 

Xo 

folglich  die  Coordinate  des  Schwerpunktes 

^1  =  4  (^0  +  ^)- 

129.  Fläche  des  Rotationsparaboloides.  Nehmen 
wir  y*  ==  2par  also  ydy=pdx  und  betrachten  die  Kappe,  welche 
von  x=iO  hiB  x  =  x  reicht ,  so  erhalten  wir ,  wenn  dx  durch  dy 
ausgedrückt  wird, 

y 

Si  =  jfydyy^+7=~^[r{y'+py-P']. 

y 


SiO^i^'yfu'dy/^+p^ 


0 

130.  Fläche  eines  elliptischen  Paraboloides.    Ein 
elliptisches  Paraboloid ,  dessen  Gleichung 

2a       26 
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heissen  soll,  werde  von  einem  elliptischen  Cylinder  gesclinitten, 
welcher  die  2: -Achse  zur  Achse  und  eine  ans  den  Halbachsen  ka 
und  kb  constrnirte  Ellipse  zur  Leitlinie  haben  möge,  wobei  k  irgend 
einen  constanten  Factor  bedeuten  soll;  die  Fläche  von  dem  vier- 
ten Theile  der  entstehenden  Kappe  sei  5,  ihre  Projection  auf  die 
xy- Ebene  ist  dann  die  Quadrantenfläche  jener  Ellipse  und  man 
hat  in  Beziehung  auf  Nr.  122 


^=/^5'+(i)' 


und  als  Integrationsgrenzen  für  x : 

x  =  Oj     x  =  ka, 
und  für  y : 

Demnach  gelten  zur  Schwerpunktsbestimmung  folgende  vier 
Formeln 


0     0 


u  xy[i-(ö'] 


•  ^'=j  y  f  ^  "y/Zi + (ä + (!)'• 


0  0 


0.      ü 


-.=//(S+ß)-*//-+©+(l)' 


0      t| 


Dnrch  Einftihrung  neuer  Variabclen  mittelst  der   Substitutionen 

ar=ra|,  y=zbfi  wird  hieraus 

9* 


-   iäi   - 


0     0 


0    0 

\  V(A«-P) 

0    0 

0    0 

betrachtet  man  J  und  iy  wieder  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punktes  und  drückt  dieselben  durch  die  zugehörigen  Polarcoordi- 
naten  aus ,  indem  man 

setzt,  so  gehen  die  obigen  Formeln  in  folgende  über 

l   ^« 

Sz=zabJ  Jq  dQ  rf^i/T+y, 

0    0 
X    1« 


Sxi^==a^bj  I  Q^cos^dQd^Yx  +^% 


0   0 
1    4« 


%  ==ab^  j   I  ^*  jf «  ^  rf^  f /O  ^1  +^«, 


0    0 


Sz^  =  \  abj  I  ^»(a  cos^^+b  8in*d)  dg  d»yT+^. 
0    0 

nach  Ausführung  der  sehr  leichten  auf  d^  bezüglichen  Integrationen 
bleibt 

X 

S^=:\itab  j  gd^yi  +^« 


0 
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0 
l 

0 

l 

Sz,  =  In  ab{a+  b)J q'dQ/i  +  ^. 

0 
Die  noch  übrigen  drei  Integrationen  können  nach  bekannten 
Regeln  vorgenommen   werden,   was   weiter  keiner  Erörterungen 
bedarf. 

Handelt  es  sich  um  den  Schwerpunkt  der  ganzen  Kappe, 
deren  Fläche  S^  =  iS  ist,  so  verschwinden  x^ ,  yi  und  es  bleibt  nur 

X  l 

5,  =  27t  abjg  dg  /TT?,     S'i«,  =  i«  «6  (a  +  *)/^'  d^/l+^», 
0  0 

131.  Fl&che  des  dreiachsigen  Ellipsoides.  Die 
Halbachsen  des  Ellipsoides  mögen  a,  6,  c  heissen,  wobei  wir 
fl>6>c  voraussetzen,  ferner  sei 


und  S  der  Flächeninhalt  eines  Octanten  des  Ellipsoides ;  aus  der 
Gleichung  der  Fläche 


findet  sich 


und  als  Integrationsgrenzen  für  x  und  y 

x  =  0,     a;  =  «5      y  =  0,     y  =  6 j/[l  —  (^^j  J. 

Hiemach  sind  die  zur  Flächen-  und  Schwerpunktsbestimmung 
dienenden  Formeln 
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S 


■  .  >/[--(9(-(f)--(i>)-i 


Sxi  = 


a  y[^-©'](i_f?fY-i'^^Y 

r r  .  .    /  )    \<t)    \b)  { 

„  A'-O'] 

mittelst    der    schon    vorhin   benutzten  Substitutionen  a:  =  a|  = 
a Q  cos  &  und  y  =  bi]  =  bQ  sin^  erhält  man  hieraus 

1     In 
0    0  ^ 

1      A„ 

Sy,  =  ab'fjg^sin  ^  d^  rf»^j'^f'} , 

14« 

5t,  ^=:abc  I  I  Q  dg  d^  /T^Ö*^*, 
0    0 
wobei  zur  Abkürzung 

^  =  j/a^cos*  &  +  ß^sin^  ^ 
gesetzt  worden  ist. 

Um  zunächst  das  erste  Doppelintegral  auf  ein  einfaches  zu- 
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rückzubringen ,  führen  wir  statt  q  eine  neue  Yariabele  u  ein ,  in 
dem  wir 

i — ==u* 

i— e*^« 

also 

/(   1  —  «'  ]  (!  —  «')«<<« 

*""/"  h-e*u*r    "*—    ^(i_«.)(i_öt„t). 

setzen;  wir  erhalten  dann 


0 


d.  i.  vermöge  der  Bedeutung  von  S 


c_  «,  r  t  ^^-"'>  co.'^+  (l-y)  m'^_  ^^ 

Die  auf  -^  bezügliche  Integration  ist  mittelst  der  bekannten 
Formeln 

'  IC 

cosF^dd-  Tt       1 


J  im  cos^d^  +  n  5m*  d)*        4  m  l/m  n ' 
0  /  r 


./(« 


05*  d  +  n  5m*  d)*       4  n  l/i 


leicht  ausführbar  und  giebt 


AI—««  1— /3'}  ^" 

0 
Auf  Ähnliche  Weise  lässt  sich  das  für  Sx,  angegebene  Doppelin- 
tegral reduciren;  man  findet  mittelst  der  nämlichen  Substitution 


ü  0      '^  ^  ' 

cos^dud^^ 


= «•^//' 


-  "  j/[(  1  --  a«w*)  cos*  ^  +  (1— |3*ti*)  sm*0] 
voraus  unter  Anwendung  der  Formeln 


fr, 
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1« 


cos'  9  d9  , 


J  y{mcos^»  +  n sin* df       »  ;„t  y„ 


/ko 


sin*  ^  cos  ^d^  ^        1 


erhalten  wird 

0 

Zur  Transformation   von   S^y,  bedarf  es  keiner  neuen   Rechnung 

sondern  nur  der  gegenseitigen  Vertauschung  von  a  und  /3;  es  ist 

daher 

1 

Endlich  kann  man  in  dem  für  Sz^  angegebenen  Doppelintegrale 
die  auf  ^  bezügliche  Integration  sofort  ausführen  und  erhält  dadarch 

.0 

0 
d.  i.  vermöge  der  Bedeutung  von  ^ 

'        '        h  aß     J  a*co5»d  +  /3»«i>i»d  )' 

0 

Die  einfachen  Integrale,  von  denen  iS,  oTf «  Pn  ^i  noch  ab- 
hängen ,  lassen  sich  auf  elliptische  Funktionen  zurückführen,  oder 
in  unendliche  Reihen  auflösen ,  welche  um  so  besser  convergiren, 
je  kleiner  die  Excentricitäten  a  und  ß  sind ,  oder  endlich  direkt 
nach  der  Methode  der  Quadraturen  berechnen. 

Bei  einem  gestreckten  Rotationsellipsoide  wird  /}  =  0,  bei 
einem  abgeplatteten  /3  =  o,  für  die  Kugel  a=:ß  =  0'y  in  diesen 
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Bpeciellen  Fällen  können  die  genannten  Integrale  leicht  durch  Lo- 
garithmen nnd  Kreisbögen  ausgedrückt  werden. 

Schwerpunkt  der  yolnmina. 

132.  Durch  eine  Reihe  senkrecht  auf  der  o;- Achse  stehender 
Ebenen  zerlegen  wir  den  Körper  vorerst  in  eine  unendliche  Anzahl 
paralleler  Schichten,  schneiden  diese  durch  eine  Reihe  zur  ^- Achse 
senkrechter  Ebenen  und  theilen  somit  das  Volumen  in  unendlich 
dünne  Parallelepipede ,  von  denen  irgend  eines  das  Rechteck  aus 
dx  und  dy  zur  Baals  hat.  Legen  wir  noch  eine  dritte  Reihe  von 
Ebenen  senkrecht  zur  z  -  Achse ,  so  zerfallt  der  Körper  in  unend- 
lich kleine  rechtwinklige  Parallelepipede ,  von  denen  irgend  eines 
die  Kanten  dx,  dy ,  dz  besitzt.  Das  Volumenelement  dV  ist 
z=zdx  dy  dz  und  nach  Nr.  116  gelten  nun  folgende  Formeln  zur  Be- 
stimmung des  Körpergewichtes  P  und  der  Schwerpunktscoordina- 
naten  ^i »  ^i ,  z^ : 


=///' 


p  dx  dy  dz, 
Pxi^=  I J  Ip  X  dx  dy  dz,      Py^  =J  j  I p  y  dx  dy  dz, 

Pzi  =   /   /  j  p  z  dx  dy  dz. 

Die  Integrationen  sind  hier  dreifache,  weil  man,  wie  bei  der 
Bestimmung  des  Volumens  oder  der  Masse,  die  vorhandenen  Ele- 
mente successiv  in  den  Richtungen  der  drei  Coordinatenachsen  zu- 
sammennehmen muss.  Will  man  diese  Integrationen  in  der  Reihen- 
folge Zj  y,  X  ausführen,  so  hat  man  sich  zunächst  zwei  den  Körper 
begrenzende  Flüchen  vorzustellen  ,  deren  Gleichungen  etwa 
Zf^  =  f{x,  y)  und  Z  =  F(x, y)  sein  mögen ;  die  auf  z  bezüglichen 
Integrationsgrenzen  sind  dann  z  =  Zq  und  z  =  Z.  Denkt  man  sich 
ferner  den  gegebenen  Körper  auf  die,  gewöhnlich  horizontale 
Ebene  xy  projicirt,  so  erhält  man  eine  Figur,  einerseits  begrenzt 
durch  zwei  Curven ,  deren  Gleichungen  yQ==.q)  {x)  und  JT  =  <D  {x) 
heissen  mögen,  andrerseits  begrenzt  durch  zwei  in  gegebenen  Ent- 
fernungen oTo  and  X  parallel  zur  y- Achse  gelegte  Gerade;  die  In- 
tegrationsgrenzen  für  y  sind  dann  y^^ty^  und  yz=zY,  sowie  die 
Grenzen  für  Xj  x^=iXo  und  x  =  Ä\  demgemäss  ist: 
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X  r  z 

P=J  jjpdxdydz, 

X  y  z  \ 

Pxi=  j  I  I px  dx  dy  dzy 

aro  2/0  H 

X  r  z 
Pyx  =JJ  Jpy^^^y  ^^^ 

X  y  z 


Pzi  =^  I  I  f  p  z  dx  dy  dz. 


^0  yo  2o 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  würde  man  die  Integrations- 
grenzen in  dem  Falle  bestimmen  ,  wo  man  bei  der  einen  oder  an- 
dern Formel  eine  andere  Anordnung  der  Integrationen  befolgen 

wollte. 

P 

Für  homogene  Körper  ist  p  constant  und  —  gleich   dem  Vo- 

lumen  V  des  Körpers,  mithin  bei  der  obigen  Eeihenfolge  der  la- 
tegrationen 

X  y  z 

V  =zjjjdx  dy  dz, 

X  y  z 


Vxi  =  I   I  I  X  dx  dy  dz, 


*'o  yo  ^0 

X  y  z 


Vyi—JJ  I  y  dxdydz. 


^0  yo  2o 

X  y  z 


Vzi=  f  f  I  z  dx  dy  dz ; 


a^o  yo  *o 


hier  lassen  sich  die  auf  z  bezüglichen  Integrationen  ausführen  und 
die  Formeln  werde»  dann : 
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X  r 

m 

X  y 

Vx^  —JJx{Z--Zo)  dx  dy, 

X  Y 

Vy,  =JJy{Z'-Zo)dx  dy, 

xo  yo 
X  Y 

vz,  =  iffi^  -  ^*o)  «^  rfy  • 

^0  yo 
133.    Nicht  selten  ist  es  von  Yortheil ,  Polarcoordinaten  statt 
rechtwinkliger  Coordinaten  anzuwenden;  man  hat  in  diesem  Falle 
wie  schon  in  Nr.  4  erwähnt  wurde 

X  =  r  cos  ^ ,     y=:r  sind-  cos  a> ,     z  =  r  sind'  sin  co , 
dx  dy  dz  =  r*  sin  ^  d^  da)  dr 

zu  setzen ,  wodurch  die   allgemeinen  Formeln  in  folgende  über- 
gehen : 

JP=   /  /  fpr^sinddedcndr, 
Px^  =^   I  I   tpr^cos  0'  sin  ^  dd-  da  dr, 


'-ffß 


Py^  z=:  I  j  j p  r^sin^dcos  Cf)  dd  da  dr, 
Pzi  =11   I  pr^  sin^  &  sin  a  dd^  da  dr. 

m 

Um  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen,  denken  wir  uns 
den  Radiusvector  r  ohne  Aenderung  der  Winkel  ^  und  a  ver- 
läogert  bis  er  die  Oberfläche  des  Körpers  schneidet;  die  Yectoren, 
welche  den  entstandenen  Durchschnittspunkten  angehören,  mögen 
roQnd  R  heissen,  sie  sind  die  Grenze^  für  r  und  ergeben  sich  aus 
der  Polargleichnng  der  Oberfläche.  Was  die  Grenzen  für  d  und 
m  betrifft,  so  bestehen  dieselben  in  gewissen  Winkeln,  welche  von 
der  Grösse  des  zu  betrachteten  Körpersectors  abhängen  und  daher 
für  jeden  Fall  besonders  zn  ermitteln  sind. 

Bei  einem  homogenen  Körper  ist  p  constaut  und  dann  wer- 
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den  die  auf  r   bezüglichen  Integrationen   allgemein  aasfbhrbaTf 
nämlich 


V)  sin  ^  d&  dmy 


F^i  =  J   /  /  (Ä*  — V)  sin*e  cos  o  d^  d», 

IM.  Seh  werpunkt  eines  Rotationskörpers.  Handelt 
es  sich  um  den  Schwerpunkt  des  Körpers ,  welcher  entsteht^  wenn 
eine  durch  die  Gleichung  F  =  <{»  {x)  gegebene  Curve  sich  um  die 
X  -  Achse  dreht  bis  sie  aus  der  o:;^-  Ebene  in  die  a:z-£bene  gelangt, 
so  ist  in  den  Formeln  von  Nr.  132 


zu  setzen ;  bei  homogenen  Rotationskörpern  wird  dann 

X  r 

V^Jjyr^^dxdy, 
xo  0 
X   Y 

Vx,  =   /  jx]/r—^  dx  dy, 

Xo  0 

X  r 

Vy.^jfyyW^dxdy, 
xt  0 

X  r 

Vz,  =  ifJ(r*-y')dxdy. 

Unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  F  zwar  tod  x 
nicht  aber  von  y  abhängt,  lassen  sich  die  auf  y  bezüglichen  Inte- 
grationen leicht  ausführen ;  schreibt  man  nachher  y  für  JT ,  wo  nun 
y  die  zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  der  rotirenden  Curve  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich 
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X  X 

X 

Vy,^Vz,  =  \J^dx. 

Bei  einer  voUsUndigen  Umdrehnng  entsteht  ein  Volumen  V^^=^^V 
zugleich  sind  dann  y,  und  z,  =  0  und  es  bleibt  einfacher 

X.  X 

V\  =  n   ly^dx,     V^x^Tssn  1x1^  dx. 

Xq  Xo 

Fflr  einen  hohlen  Rotationskörper  entstanden  durch  Rotation  zweier 
Curven ,  deren  eine  die  Ordinate  y^  und  deren  andere  die  Ordinate 
F  besitzt,  findet  man  hieraus  leicht: 

X  X 

F,  =  «  /(  F*  — yo*)  dx,     V,Xy  .=  njx  (  F«  —  y«*)  äx. 

Xq  Xq 

135.  Schwerpunkt  eines  Cjlinders.  Stellt  man  einen 
geraden  Cylinder  von  der  Höhe  h  so,  dass  seine  Basis  mit  der 
sy- Ebene  zusammenfällt,  mithin  seine  erzeugenden  Geraden  der 
z- Achse  parallel  laufen,  so  ist  in  den  Formeln  von  Nr.  132  Zo  =  ^> 
2=:=  A  zu  setzen  und  dann  wird  bei  Ausführung  der  auf  y  bezüg- 
lichen Integrationen 

•      X 

V=h  J^(Y-yo)dx, 

Xo 

X 


Fx,  =  h  Jx(T—y^)  dx^ 


Xq 

X 


^yi  =  4A/(i"^y<.*)*f, 


Xq 

X 


y^i  =  h^'f(^-yo)dx. 


«0 

Für  den  Flächeninhalt  S  der  Basis  und  die  Coordinaten  x',  y 
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ihres  Schwerpunktes  gelten  nun  die  Formeln  von  Nr.  123)  wenn 
man  die  dortigen  ^,  und  ^4. durch  x  und  y  ersetzt;  es  ist  daher 
durch  Vergleichuug 

V=hS,     Vx,=hSx\     Vy^:=kSy\     T%^^h^S, 
woraus  folgt: 

Der  Schwerpunkt  des  Cylinders  liegt  daher  auf  der  Mitte  der 
Geraden,  welche  die  Schwerpunkte  der  beiden  ebenen  Begrenz- 
ungsilächen  des  Cylinders  verbindet.  Dieses  Resultat  ist  dnrcli 
eine  sehr  einfache  üeberlegung  leicht  auf  den  schiefen  Cjlinder 
auszudehnen. 

136.  In  vielen  Fällen  kann  man  den  gegebenen  Körper  in  un- 
endlich dünne  parallele  Schichten  zerlegen ,  deren  Schwerpunkte 
unmittelbar  bekannt  sind;  die  stetige  Folge  dieser  Schwerpunkte 
bildet  dann  eine  Curve,  auf  welcher  der  Schwerpunkt  des  Körpers 
liegen  muss  (eine  sogenannte  Schwerlinie),  folglich  braucht  man 
nur  noch  eine  der  Grössen  ar^ ,  y^ ,  z,  zu  ermitteln.  Nehmen  vir 
z.  B.  die  Parallelebenen  senkrecht  zur  o:- Achse  und  finden  wir  da- 
bei ,  dass  eine  in  der  Entfernung  x  von  der  Coordinatenehene  yz 
parallel  zu  letzterer  gelegte  Ebene  mit  dem  Körper  einen  Quer- 
schnitt bildet,  dessen  Flächeninhalt  Q  und  dessen  Schwerpunkt 
seiner  Lage  nach  bekannt  sind,  so  ist  Q  dx  das  Volumen  .der  un- 
endlich dünnen  Schicht,  welche  als  ein  Cylinder  mit  der  Basis  (? 
und  der  Höhe  dx  betrachtet  werden  kann;  das  Gewicht  derselben 
beträgt  p  0  dx,  vorausgesetzt ,  dass  /las  specifische  Gewicht  p  we- 
nigstens innerhalb  der  Schicht  sich  nicht  ändert,  endlich  ist 
X  p  Q  dx  das  Moment  von  p  Q  dx  in  Beziehung  auf  die  yz-  Ebene. 
Hieraus  folgt 

X  X 

P=  jp  0  dXy        Px^^=  jpx{)dx 

Xo  Xo 

und  bei  einem  homogenen  Körper 

X  X 

V=JQdx,      VXi^fxQdx. 

ÜCq  Xq 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  bestimmt  sich  als  Durchschnitt  der 
schon  bekannten  Schwerlinie  mit  einer  in  dem  Abstände  x^  paral- 
lel «ur  Coordinatenebene  xy  gelegten  Ebene. 
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137.  Schwerpunkte  von  Pyramiden  und  Kegeln. 
Die  Spitze  einer  dreiseitigen  Pyramide  sei  der  Ooordinatenan fang, 
die  X '  Achse  senkrecht  anf  der  Grundfläche ,  b  der  Flächeninhalt 
der  Basis,  h  die  Höhe  der  Pyramide;  denken  wir  uns  jetzt  die  Py- 
ramide durch  Ebenen  geschnitten,  die  der  Basis  parallel,  also 
senkrecht  zur  o:- Achse  sind,  so  erhalten  wir  lauter  ähnliche  Dreiecke 
und  der  Flächeninhalt  eines  solchen  in  der  Entfernung  x  von  der 

Spitze  liegenden  Dreiecks  ist  Q  =  -7^.     Die  Schwerpunkte  aller 

dieser  Dreiecke  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  eine  Gerade,  welche 
Ton  der  Spitze  nach  dem  Schwerpunkte  der  Basis  geht,  und  auf 
dieser  Schwerlinie  ist  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  zu  suchen. 
Nach  Nr.  136  erhalten  wir  jetzt 

k  h 

^=f^  ^^  =  i  ^Ä,       Vx,  =J^  dx  =  i  bh\ 
0  0 

mithin 

X*  — -  ■  y/l. 

Der  Schwerpunkt  der  dreiseitigen  Pyramide  liegt  demgemäss 
auf  der  Geraden,  welche  die  Spitze  mit  dem  Schwerpunkte  der 
Basis  verbindet,  und  ist  um  ^  dieser  Linie  von  der  Spitze  entfernt. 
Da  jede  Seitenfläche  der  Pyramide  als  deren  Basis  gelten  kann, 
so  ist  der  Schwerpunkt  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  vier  Ge- 
raden von  den  Ecken  nach  den  Schwerpunkten  der  Gegenflächen. 

Man  kann  den  ersten  Satz  sehr  leicht  auf  hiehrseitige  Pyra- 
miden ausdehnen,  indem  man  sie  in  dreiseitige  Pyramiden  mit  ge- 
meinschaftlicher Spitze  zerlegt.  Hierbei  kommt  auf  die  Anzahl  der 
Seitenflächen  nichts  an  und  es  bleibt  demnach  der  Satz  auch  für 
Kegel  richtig,  deren  Grundflächen  von  beliebigen  Curven  begränzt 
werden. 

138.  Elliptisches  Paraboloid.  Die  Gleichungen  der 
Schnitte,  welche  die  Fläche  mit  den  Ebenen  xy  und  xz  bildet, 
mögen 

heissen,  so  dass 

die  Gleichung  des  Paraboloides  ist;  gesucht  werde  der  Schwer- 
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piinkt  der  Viertelkappe ,  welche  zwischeli  den  EbeAeii  xy^  xz,  der 
Fläche  und  einer  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  yz  -  Ebene  ge- 
legten Ebene  enthalten  ist.  In  den  Formeln  von  Nr.  132  haben 
wir  jetzt 

aro  =  0,     Ä  =  x,    yo  =  0,     Tz^y^px, 
zu  nehmen  und  bekommen 


Vx,  =  Viqjjx  j/x  —^  dx  dy, 


0    ö  ^P 


X  y%px 

Vy,  =  yi^JJ y  /x-^ dx  dy. 


0    ö  «P 


ce     Y'Zpx 

rz.  =  ,     ffi—Qäxdy, 
0    0 
Durch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  i  mittelst  der  Substitu- 
tion y=i y^px  werden  diese  Ausdrücke  einfacher ,  nSmlich 

X     1 

r:=2  ypqf  fxyi  —  ^dxdl^=^nypq.a*, 
0    0 

X     1 

Vxt  =  2  ypq  I  fx^yi — ^  dx  äi=^ftypq  .  a:*, 
0    0 

X     1 

Vy^^=i%py2q  j  jxyx.iy\  —  i^dxdlr='f^pa^yMx, 

0    0 
X     1 

Vz^  =  ö'  /2p  /  jxyx .  (1—0  «'^  ^'  =  A  Ö'^yapor; 
0    0 
hieraus  folgen  die  Werthe 
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deren  geometrische  Bedentang  leicht  zu  finden  Ist. 

Bei  einer  vollständigen  Kappe  =  4  F  liegt  der  Schwerpunkt 
auf  der  x  -  Achse  nnd  es  bedarf  dann  nur  der  ersten  Formel. 

139.  Dreiachsiges  Ellipsoid.  Die  Oleichnng  der 
Fläche  sei 

nnd  Fdas  Volnmen  zwischen  der  d;y- Ebene,  der  orz- Ebene,  der 
Fläche ,  nnd  zwei  in  den  Entfernungen  Xq  nnd  x  parallel  znr 
yz  -  Ebene  gelegten  Ebenen ,  mithin  V  gleich  dem  vierten 
Theile  einer  Zone ,  deren  Begrenznngsebenen  senkrecht  anf  der 
o;- Achse  stehen,  nnd  deren  Dicke  oder  Höhe  =  a: — oJq  ist.  Nach 
den  in  Nr.  132  gegebenen  Formeln  haben  wir 

.  y[-(7)T 

■    r.,=.//./i-(f)'-(0*r.'», 

«0  0 

\y['-(7)T 

femer  mittelst  der  Substitution 


i="?M!)'- 


wo  II  die  neue ,  an  die  Stelle  von  y  tretende  Variabele  bezeichnet, 

Analytische  Mechanik.  1^ 
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xo    0  «• 

X     \  * 

ar    1  a: 

Xo   0  a?o 

Xq   0  *0 

Die  Ausführung  der  noch  übrigen  auf  a:  bezüglichen  Inte- 
grationen bietet  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  dar. 

Für  eine  vollständige  Zone  V^ ,  welche  mit  oTq  =  0  anHlngt, 
ist  durch  Mnltiplication  mit  4 

handelt  es  sich  um  den  Octanten  des  Ellipsoides ,  so  hat  man  in 
den  vorhergehenden  Formeln  o:©  =2  0  und  die  obere  Integrations- 
grenze =  a  zu  nehmen ;  diess  giebt 

140.  Kugelsecto r.  Ein  Kreisausschnitt ,  dessen  Halbmes- 
ser =  r  und  dessen  Oentriwinkel  =  ^  sein  möge ,  drehe  sich 
um  den  einen  begrenzenden  Halbmesser,  d>en  wir  zur  o:- Achse 
nehmen;  bei  einer  vollständigen  Kotation  beschreibt  jener  Kreis- 
ausschnitt einen  Kugelseotor ,  dessen  Schwerpunkt  auf  der 
o:- Achse  liegt,  so  dass  also  y^t=:z^  =0  und  nur  a7|  zu  bestim- 
men ist.  Nach  den  in  Nr.  133  gegebenen  Formeln  haben  wirro=0, 
R=zr,  als  Integrationsgrenzen  für  d,  ^  =  0  und  0  =  6,  und  für 
0»,  o>  =  0  und  (0  =  3»  zu  nehmen,  mithin 

0    2^  9    2% 

0    0  0    0 


n 
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oder,  wen  r  fUr  alle  ^  und  o»  constant  bleibt, 

Fl  =  I » r»  (l  —  cos  S) ,      Tjo;,  =  J » r* {l—cos^  S), 
mithin 

141.  Nichthomogenes  dreiaehsiges  Ellipsoid.  Wir 
denken  uns  ein  mit  den  Halbachsen  a,  6,  c  Tersehenes  Ellipsoid  ans 
einer  Substanz  gebildet ,  deren  specifisches  Gewicht  an  verschie- 
denen Stellen  verschieden  und  zwar  in  der  Entfernung  r  vom  Mit« 

telpnnkte  des  Körpers  gleich  —  ist;  der  Körper  besteht  dann  ans 

einer  stetigen  Folge  sphärischer  Schichten,  deren  jede  für  sich  ho- 
mogen ist ,  während  das  specifische  Gewicht  von  einer  Schicht  znr 
nächst  grösseren  abnimmt.  Um  möglichst  leichte  Rechnung  zu  ha- 
ben, benutzen  wir  Polarcoordinaten,  und  wenn  es  auf  einen  Getau- 
ten des  Körpers  ankommt,  so  haben  wir  in  den  Formeln  von  Nr.  133 

p  =  —  zu  nehmen;  die  Integration  in  Beziehung  auf  ^  von  d=0 

bis  ^  =  ^»,  die  auf  m  bezügliche  von  o  =  0  bis  n  =  ^nj  endlich 
die  Integration  nach  r  von  r  =  0  bis  r  =  R  auszudehnen ,  wo  R 
durch  die  Polargleichung  der  Oberfläche  bestimmt  wird.  Diese 
Polargleichung  ist 

(R  cos  d\*  ,    /Ä  sin  ^  cos  »V  ■   f^  ^*^  ^  ^'^  »\* 
-T-)  +  V b )  +  V c )  =*' 

folglich 

-, //cos  OV  .    A'«  ^  ^ö* «V  ,    fsin  d"  sin  » V 

V  [-r)  + 1 — b—J  +  V — -c — ) 

Für  das  Gewicht  P  haben  wir  jetzt 

/>=/    /  j^r*sin(^d9dndr  =  l  j  Jlfsined^dn 
0  0    0     '^  0    0 


-yr. 


sin  0  d^  da 


V  J  (cos  dV  .  /«w  ^  cos  mV  ,    (sin  ^  sin  »V  ' 

«  «  [-r-)  +  K—T—)  +  K—r-) 

geben  wir  dem  hier  vorkommenden  Nenner  die  Form 

(cos*  d'  ,  sin\d\       •       ,   (co^  e  ^  sin^  e\    .  .  ^ 

10* 
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80  können  wir  die  auf  o  bezttgliche  Integration   mittebt   der 
Formel 


/-. 


dm  »      1 


0  '^ 

ausführen ,  und  erhalten 

sin  ^  d^ 


=*v- 


f/  -.//'cos'»  ,  tin*»\/co!f»  ,  sm*»\ 

Mit  Hülfe  der  Substitution  cosd'^i  und  unter  Benutzung  der  Ab- 
breviaturen 


finden  wir  nun 


r        dt 

wobei  sich  das  Integral  leicht  auf  ein  elliptisches  Integral  erster 
Art  zurückführen  lässt,  wenn  man  a'^b'^Cj  mitbin  ß  K.Y  ^^^' 
aussetzt. 

Zur  Bestimmung  der  drei  Coordinaten  :r, ,  yi ,  Zi  haben  wir 

ferner  wegen  p  =  ~  und  nach  Ausführung  der  jedesmaligen  ersten 

auf  r  bezüglichen  Integration 


Pa:i  =  i    I    I  le  cos  ^  sine  d^d(o^ 
0    0 

Py^  =  ^   I  I  J^sin^^cosad&diOy 
0    0 

0    0 
wo  R  den  schon  vorhin  gegebenen  Werth  besitzt.     Es  ist  Übrigens 
nicht  nötliig,  diese  drei  Doppelintegrale  zu  rednciren,  vielmehr 
reicht  die  Kenntniss  von  einer  Coordinate  hin,  um  durch  blosse 
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Vertanflchnng  a  mit  b ,  h  mit  c  etc.  die  übrigen  Coordinaten  zu  er- 
halten; der  grösseren  Leichtigkeit  der  Integration  wegen  gehen 
wir  dabei  von  Py^  ans.    Es  ist 


cos  (0  dto 


V  J  -,/rcos'O'  .   sin^d'  ,    /Wn*^      *m«d\    .,     1" 

für  Wit  iD  =  ft^  erhält  das  auf  m  bezügliche  Integral  die  Form 

1 

r_jw____    1 

worin  h  und  A:  leicht  verständliche  Abkürzungen  bedeuten ;    dem- 
nach wird  Py^  durch  das  folgende  einfache  Integral  ausgedrückt 

_,    r sin^  ^  dd' 

Darch  gehörige  Bnchstabenyertauschung  ergeben  sich  hieraus  PXi 
und  Pzi ;  überhaupt  sind  die  fraglichen  drei  Werthe 


^  J  {a*  cos"  ^  +  c^  sin^  d)  ]/W 


—  j 


0 

Pz,  z=z  l  ali^ €^    I j =' 

«/  (c«  cos«  ^  +  6*  *tn«  ^)  /a«  cos*  ^  +  6*  sm«  ^ 

Die  noch  übrigen  Integrale  sind  Tollständige  elliptische  Inte- 
grale dritter  Art,  die  sich  bekanntlich  auf  elliptische  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  zurückführen  lassen. 

Wenn  zwei  oder  alle  drei  Halbachsen  gleich  werden,  verein- 
fachen sich  die  für  P,  Px^ ,  Py, ,  Pzi  gefundenen  Ausdrücke  soweit, 
das«  mindestens  eines  der  betreffenden  Integrale  durch  Logarith- 
men oder  Kreisbögen  dargestellt  werden  kann;  bei  dem  abge- 
platteten Eotationsellipsoid  z.  B. ,  wo  6  =  «  >  c ,  wird  jJ  =  0.  und 


Pz=^nac 
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Aresin  y 


—  1  «^/  9in^9d^ 

'~*''    Jy{a*co:^'»  +  (^sin^^y' 


D 


Py.  =  la'c  I    ,  = 


i 


Pz,  =  iaV  I   ^    .  »  <v  ,    -      —  ==  i^ 
•       Jarstn'^  + 


0 

mithin  ist  für  den  Schwerpunkt  des  halben  EUipsoides,  der  auf  der 
z '  Achse  liegt, 

^       •  Aresin  y  a-^-c 

Aehnlich  verhält  es  sich  für  das  gestreckte  Rotationsellipsoid ;  bei 
dem  Kngeloctanten  wird  o^i  •=  ^i  =  «i  =  ^  a. 


Venchiedene  Eig^nichaften  des  Schwerpnnktei. 

143.  Wir  denken  uns  eine  beliebige  Anzahl  von  Körpern, 
deren  Gewichte  p,  p',  p"  , , ,  heissen  und  deren  Schwerpunkte  um 
die  Strecken  q^  ^',  ^"  : .  •  Tom  Schwerpunkte  des  ganzen  Körper- 
systemes  entfernt  sein  mögen;  wir  nehmen  femer  den  letzteren 
Schwerpunkt  zum  Anfangspunkte  dreier  rechtwinkliger  Achsen, 
mit  denen  die  Geraden  ^ ,  q\  q"  .  • ,  der  Beihe  nach  die  Winkel 
a,  ß,  Yj  a ,  /S',  /  . . .  bilden,  und  wenden  nun  den  Satz  von  den 
statischen  Momenten  in  Beziehung  auf  die  drei  Coordinatenebenen 
an;  er  giebt  hier,  wo  die  drei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  von 
dem  ganzen  Systeme  =  0  sind, 

£(pQCosa)  =  Oy  £{PQCos  ß)  =  0,  2?  (P^fcos  y)  =  0. 
Bringt  man  also  im  Schwerpunkte  des  Sjrstemes  Kräfte  an,  welche 
nach  den  Geraden  p,  ^',  q'\  . .  wirken  und  deren  Intensitäten  pro- 
portional den  Produkten  p^,  p'q\  p'nf' . . .  sind,  so  halten  diese 
Kräfte  einander  das  Gleichgewicht.  Die  Umkehmng  dieses  Satzes 
ist  ohne  Weiteres  klar. 

Bei  gleichen  Gewichteki p,  p', p\  , ,  werden  die  Kräfte  pro- 
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portional  den  Abständen  dea  Schwerpunktes  des  ganzen  Systeme« 
▼on  den  Schwerpunkten  der  einzelnen  Theile. 

143.  Durch  Addition  der  Quadrate  der  obigen  drei  Oleichungen 
erhalten  wir 

£(pV)  +  2X[ppqq  cos  (^e)]  =  0, 
wo  (ifg)  den  Winkel  zwischen  den  Strecken  q  und  ^'  bezeichnet; 
nennen  wir  ferner  r  den  Abstand  der  Schwerpunkte  der  Körper 
p  und  p' ,  so  ist 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

2:(p'q')  +  £\pp  (^«  +  p't_r«)]  =  0. 
Hier  lassen  sich  die  mit  g*  behafteten  Glieder  in  den  Ausdruck 
P^'(P+p'+p"+«  •  •)  zusammenziehen  und  auf  ähnliche  Weise  auch 
die  Glieder  mit  |^'*,  q"* .  . .;  setzt  man  daher  das  Gesammtgewicht 
des  Systemes  i? +/>'  +  />"+...  =P,  so  wird  aus  der  vorigen 
Gleichung 

P2{pQ')-^Sippr^). 
Bei  m  gleichen  Gewichten  hat  man  noch  einfacher 

Der  erwähnte  Satz  ist  übrigens  in  einem  allgemeineren  ent- 
halten ,  zu  welchem  die  Aanahme  eines  beliebigen  Coordinatenan- 
fanges  führt.  Bezeichnet  nämlich  -R  die  von  letzterem  Punkte  nach 
dem  Schwerpunkte  des  Systemes  gezogene  Gerade,  und  sind  fer- 
ner Oy  by  c  die  Winkel  zwischep  E  und  den  Coordinatenachsen ,  so 
giebt  der  Satz  von  den  Momenten : 

P  B  cos  a  =z  2!  (jp  f  cos  a), 

PRcos  b  =  2{pQ  cos  ß)j 

P  R  cos  c  =z  2{pQ  cos  y). 

Durch  Addition  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  und  unter 
Beachtung  des  Umstandes,  dass  die  rechten  Seiten  derselben  mit 
den  linken  Seiten  der  früheren  Gleichungen  übereinstimmen,  zieht 
man  hieraus 

i>«Ä«  =  i>Z(p^»)  —  ZOp  r*); 

so  lange  in  dieser  Gleichung  R  und  alle  mit  r  bezeichneten  Strecken 
eonstant  bleiben ,  muss  auch  S  (p  p')  demselben  Werth  behalten, 
die  obige  Gleichung  führt  daher  zu  dem  Satze : 

Wenn  ein  System  von  unveränderlicher  Gestalt 
seinen  Ort  im  Räume  so  ändert,  dass  der  Abstai^ d  sei- 


1 


—     152     — 

nes  Schwerpunktes  von  einem  bestimmten  festen 
Punkte  ungestört  bleibt,  so  ändert  sich  auch  die 
Summe  der  Produkte  nicht,  die  aus  dem  Gewichte  je- 
des Theiles  und  dem  Quadrate  der  Entfernung  seines 
Schwerpunktes  Ton  jenem  festenPunkte  gebildet  sind. 

Man  bemerkt  noch ,  dass  2  (p  g^  am  kleinsten  wird  f&r 
R  =  Oy  d.h. 

Die  vorhin  genannte  Summe  von  Produkten  er. 
reicht  ihren  Minimalwerth,  wenn  der  feste  Punkt  in 
den  Schwerpunkt  des  Sjstemes  fällt. 


Die  (ahildin*sche  Begel. 

144.  Sind  Xq  und  X  die  Abscissen  der  Endpunkte  eines  ebenen 
Curvenbogens  s ,  so  best'mmt  sich  die  Ordinate  des  Schwerpunktes 
von  s  durch  die  aus  Nr.  117)  bekannte  Formel 

X 

lässt  man  denselben  Bogen  um  die  o;- Achse  rotiren,  so  beschreibt 
er  eine  Fläche,  deren  Inhalt  ü  durch  die  Formel 

X  

Z7=2«/yrfx^l+(|)* 
gegeben  ist ;  aus  der  Vergleichung  beider  Formeln  ergiebt  sich 

d.h. 

Der  Inhalt  derHotations  fläche, welche  ein  eben  er 
Curvenbogen  beiUmdrehung  um  eine  in  seiner  Ebene 
liegende  Achse  beschreibt,  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  der  Länge  des  erzeugenden  Bogens  in  die  von  sei> 
nem  Schwerpunkte  durchlaufene  Kreisperipherie. 

145.  Eine  ebene  Fläche  S  werde  einerseits  durch  zwei  in  den 
Entfernungen  x^  nnd  X  parallel  zur  y- Achse  gelegte  Gerade,  an- 
dererseits durch  zwei  Curven  begrenzt,  deren  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinateii  yo  ^nd  Y  heissen  mögen;  die  Ordinate  des 
Schwerpunktes  von  S  ist  dann  nach  |^r,  123  durch  die  Formel 
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JE 

bestimiDt;  lässl  man  ferner  die  Fläche  S  um  die  ^- Achse  rotiren, 
so  beschreibt  sie  einen  Körper , .  dessen  Volumen 


ist.    Ans  beiden  Formeln  zusammen  ergiebt  sich 

V  =  27ty[s, 
d.  h. 

Derlnhaltdes  EotationskörperSi  den  eine  ebene 
Fläche  bei  Umdrehung  um  eine  in  ihrer  Ebene  lie- 
gende Achse  beschreibt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus 
der  erzeugenden  Fläche  in  die  von  ihrem  Schwer* 
punkte  durchlaufene  Kreisperipherie. 

Diese  beiden  Sätze  zusammen  bilden  die  sogenannte  Guldin- 
sche  Regel,  nach  welcher  man  Complanationen  von  Umdrehungs- 
flächen und  Cubaturen  y.on  Rotationskörpern  leicht  ausfähren  kann 
sobald  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Curve  oder  Fläche  ohne 
besondere  Rechnung  aus  einfachen  geometrischen  Betrachtungen 
ermittelbar  ist.  Dreht  sich  z.  B.  eine  aus  den  Halbachsen  a  und  b 
construirte  Ellipse  um  eine  Gerade ,  die  in  ihrer  Ebene  enthalten 
und  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  um  c  entfernt  ist,  so  weiss  man 
unmittelbar,  dass  der  Schwerpunkt  der  EUipsenperipherie  sowie  der 
Ellipsenfläche  mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  zusammenfällt,  und 
hat  nun  fär  die  Oberfläche  des  entstandenen  elliptischen  Ringes 

wo  ^den  Umfang  der  Ellipse  bedeutet,  femer  für  das  Volumen 
des  Ringes 

146.  Bei  einer  theilweisen  Umdrehung  sind  die  beschriebenen 
Flächen  oder  Volumina  proportional  dem  Winkel,  um  welchen  sich 
die  erzeugende  Curve  oder  Cnrvenfläche  gedreht  hat;  daraus 
folgt,  dass  die  Guldin'sche  Regel  auch  für  theil weise  Rotationen 
gilt,  wenn  man  statt  des  ganzen  Kreisumfanges  nur  den  vom  Schwer- 
punkte durchlaufenen  Kreisbogen  in  Rechnung  bringt. 

Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  der  Reihe  nach  um  mehrere 
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Achsen ,  so  erhält  man  das  erzeugte  Volamen  durch  MnltiplicatioD 
des  Inhaltes  der  hewegten  Fläche  mit  der  Summe  der  saecessiT 
von  ihrem  Schwerpunkte  beschriehenen  Bögen.  Hierbei  kommt 
auf  den  Abstand  der  Drehungsachsen  nichts  an  uifä  daher  bleibt 
der  Satz  auch  bei  unendlich  kleinen  Entfernungen  der  Achsen  noch 
richtig,  vorausgesetzt,  dass  letztere  immer  in  der  Ebene  der  be- 
wegten Figur  bleiben ;  in  diesem  Falle  können  zwei  auf  einander 
folgende  Drehungsachsen  ebensowohl  parallel  sein  als  sich 
schneiden. 

Ein  Beispiel  hierzu  giebt  die  Bewegung  einer  ebenen  Figur, 
wenn  diese  immer  normal  auf  einer  bestimmten  Plancurve  bleibt, 
von  letzterer  immer  in  dem  nämlichen  Punkte  getroffen  wird,  und 
wenn  alle  ihre  Punkte  Curven  beschreiben,  die  jener  Directrix 
parallel  liegen.  Die  Bewegung  besteht  in  diesem  Falle  ans  ehier 
stetigen  Folge  unendlich  kleiner  Drehungen,  deren  Mittelpunkte 
die  Krümmungsmittelpunkte  der  Leitcurye  sind ;  auch  kann  man 
sich  die  Bewegung  so  vorstellen,  als  wäre  die  erzeugende  Plan« 
figur  erst  um  einen  Cylinder  herumgelegt  gewesen,  dessen  Basis 
die  Evolute  der  Directrix  ist,  und  würde  nachher  abgewickelt.  Der 
vorigen  Bemerkung  zufolge  behält  die  Ouldin'sehe  Regel  ihre  Gül- 
tigkeit auch  für  diesen  Fall. 

Dasselbe  findet  noch  allgemeiner  statt,  wenn  man  eine  Plan- 
figur  so  fortbewegt,  dass  sie  von  einer  gegebenen  Curve  doppelter 
Krümmung  in  immer  demselben  Punkte. normal  geschnitten  wird 
und  wenn  man  zu  Achsen  der  auf  einander  folgenden  Drehungen 
die  Perpendikel  nimmt,  welche  in  den  Krümmungsmittelpunkten 
der  Directrix  auf  den  entsprechenden  osculirenden  Ebenen  der- 
selben  errichtet  sind.  Denn  obschon  die  successiven  Drehungs- 
achsen sich  in  diesem  Falle  nicht  schneiden ,  so  verschwindet 
doch  beim  Uebergange  zur  Grenze  der  entstandene  Fehler, 
weil  die  Entfernung  zweier  Nachbarachsen  eine  unendlich  kleine 
Grösse  von  höherer  als  erster  Ordnung  ist.  Man  kann  die  genannte 
Bewegung  dadurch  veranschaulichen,  dass  man  sich  die  Planfigur 
erst  auf  die  Fläche  gelegt  denkt,  welche  den  geometrischen  Ort  der 
successiven  Drehungsachsen  bildet ,  und  nachher  die  Figur  ohne 
Gleitung  abwickelt.  Bei  diesen  auf  einander  folgenden  Drehungen 
beschreibt  die  Planfigur  ein  Volumen,  welches,  der  Gnldin'schen 
Regel  zufolge,  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  der  Figur  in  deo 
Weg  ihres  Schwerpunktes  gleichkommt.    Der  Satz  modtficixt  sich 
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jedoch  in  dem  Falle ,  wo  die  erzeugende  Fläche  von  den  sncces- 
siven  Drehnngsachsen  geschnitten  wird. 

VoliiHien  öm  abgestumpften  CylinderB. 

147.  Das  Volnmen  V  eines  abgestumpften  Cylinders ,  dessen 
Gmndflftche  in  der  j7^-£bene  liegt  und  dessen  erzengende  Geraden 
senkrecht  auf  dieser  Ebene  stehen,  wird  ausgedrückt  durch 


=// 


z  dx  dy] 

dabei  ist  z  die  zu  x  und  y  gehörende  dritte  Coordinate  eines  Punk- 
tes xyz  der  Ebene,  und  die  Integrationsgrenzen  bestimmen  sich 
durch  die  Peripherie  der  gerad-oder  krummlinig  begrenzten  Basis. 
Nennen  wir  q>.  den  Neigungswinkel  der  oberen  Begrenzungsebene 

gegen  die  Grund-  oder  a:y- Ebene,  so  ist das  Element  der 

€08  q> 

ß 
oberen  Fläche,-  mithin  deren  Gesammtinhalt  = ,  wenn  J?  den 

€08  q> 

Inhalt  der  Basis  bezeichnet ;  ferner  wird  der  Schwerpunkt  der 
oberen  Fläche  durch  die  Formel 

B  rrzdxdy    ^       ^  C  C -2    . 

z^=z  I  I oder  Bz.  =  1    Izdxdy 

€08  q>  J  J    cos  (p  J  J 

bestimmt ,  woraus  in  Verbindung  mit  dem  Vorigen  V  =  Bz^  folgt. 

Das  Volumen  ist  also  gleich  dem  Produkte  aus  der  Basis  in  die 

Höhe  des  Schwerpunktes  der  oberen  Fläche  über  der  Basis. 

Für  die  übrigen  Coordinaten  x^  und  y^  des  Schwerpunktes  der 

oberen  Begrenzungsebeue  ha'  man 

B       cr^^^^y  :.•  X,      rc  ^  ^ 

x^=il    I ^  oder  Bx.  =  I   1  x  dxdy, 

€08  q>  J  J     €08  (p  J  J 

yx'='\   I  ^ '   oder  By^  =  f  f  y  dx  dy ; 

€08  g>  J  J     €08  q>  J  J 

die  Formeln  rechter  Hand  sind  ganz  dieselben,  als  wenn  es  sich 
um  den  Schwerpunkt  der  Basis  handelte,  folglich  liegen  die  Schwer- 
punkte der  beiden  Begrenzungsebenen  in  einer  und  derselben 
Senkrechten  auf  der  Basis. 

Einen  abgestumpften  Cylinder,  dessen  erzeugende  Gerade 
schief  gegen  beide  Begrenzungsebenen  gerichtet  sind ,  kann  man 
als  den  Unterschied  zweier  Cylinder  ansehen,  welche  den  Normal- 
qnersehnitt  zur  gemeinschaftlichen  Basis  haben ;  die  Differenz  der 
beiden  Perpendikel  von  den  Schwerpunkten  derBegrenzungsebenen 
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des  ursprünglichen  Cylinders  anf  die  gemeinsame  Basis  der  neuen 
Cjlinder  ist  nichts  Anderes  als  die  Verbindungslinie  jener  Schwer- 
punkte.   Daraus  folgt  der  Satz : 

Das  Volumen  eines  beliebigen  abgestumpften  Cy- 
linders ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Normalquer- 
schnitte des  Körpers  in  die  Verbindungslinie  der 
Schwerpunkte  seiner  Begrenzungsebene-n. 

Man  kann  dieses  Theorem  auf  einen  anderen  Ausdruck  bringen, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  das  Verhältniss  des  Normalschnit- 
tes zu  einer  der  Begrenzungsebenen  gleich  ist  dem  Cosinus  des 
Winkels  zwischen  beiden  £benen  oder  gleich  dem  Sinns  des  Win- 
kels zwischen  einer  erzengenden  GTeraden  und  jener  ersten  Be- 
grenzungsebene, oder  endlich  gleich  dem  Verhältnisse,  in  welchem 
der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  zweiten  Begrenzungsebene 
von  der  ersten  zur  Entfernung  beider  Schwerpunkte  steht.  Der 
Satz  lautet  nunmehr: 

Das  Volumen  eines  abgestumpften  Cylinders  ist 
gleich  dem  Produkte  aus  der  einenBegrenzungsebene 
in  dasPerpendikel  vom  Seh werpunkteder  zweit enBe- 
grenznng»^bene  auf  jene  ersteEbene. 


Elftes  Capitel. 
Theorie  der  Ketten-  und  Kettenbrückenlinien. 


Fig.  36. 


Die  gemeine  Kettenlinie. 

1 48.  Ein  vollkommen  biegsamer  und  unansdehnbArer  Faden 
der  mii  seinen  Enden  an  zwei  festen  Punkten  B  und  B'  aufgehangen 
und  nur  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen  ist,  bildet  eine  ge- 
wisse Cnnre  die  sogen,  gemeine  Kettenlinie;  wegen  des  Parallelis- 
mu8  aller  Kräfte  liegt  sie  in  der  durch  die 
Aufhängepunkte  gehenden  Verticalebene.  In 
derselben  Ebene  nehmen  wir  zwei  rechtwink- 
lige Coordinatenachsen  ÄX^AY^  die  letztere 
Terücalund  der  Bichtung  der  Schwere  entge- 
gengesetzt ;  wir  sehen  ferner  den  Faden  als 
homogen  an  und  bezeichnen  mit  ft  das  Ge- 
wicht seiner  Längeneinheit,  woraus  folgt,  dass 
^i  das  Gewicht  des  Bogens  z  ist;  die  in  Nr.  91 
mit  ^  und  F  bezeichneten  Kräfte  sind  nunmehr 

x=o,    r=  — fi, 

und  folglieh  haben  wir  als  Gleichungen  des  Gleichgewichts ; 

Daraus  ergeben  sich  zunächst  die  Gleichungen 

worin  c  und  c  willkührliche  Constanten  bedeuten.  Die  erste  die- 
ser Gleichungen  sagt,  dass  die  horizontale  Componente  der  Span- 
nung T  in  allen  Punkten  dieselbe  ist. 

Durch  Differenziation  der  letzten  Gleichung  erhält  man 


1t 


AT*        c  dx        er*'  \da:) 
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oder  aach ,  wenn  -^  wie  gewöhnlich  mit  y  bezeichnet  wird, 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 

WO  k  die  Integrationsconstante  bedeutet;  ferner  ist 

iU  +  jfc 

und  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  und  Restitution  des  Werthes 
von  y 

Die  dritte  der  Gleichungen  1)  giebt  jetzt 

endlich  die  vorige  Gleichnng  durch  Integration 

2)  ^  =  ^(''  +'     '        )  +  ''- 

WO  C|  eine  neue  Integrationsconstante  bezeichnet.  Die  vier  Con- 
stanten c,  c\  Ar,  C|  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  das«  die 
Curve  durch  die  gegebenen  Punkte  B*  und  B  geht,  eine  bestimmte 
Länge  hat,  und  dass  femer  der  Bogen  s  von  einem  bestimmten 
Punkte,  z.  B.  von  Bf  aus  gezählt  wird. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  B*  zum  Coordinatenan- 
fang ,  bezeichnen  die  Coordinaten  von  B  mit  a  und  ^,  sowie  mit  Z 
die  Länge  des  Fadens,  so  erhalten  wir  für  a:  =  0,  y  =  0  und  für 
^  =  a,  y  =  &  zunächst  folgende  Bedingungsgleichungen : 

daher 

3)  h^±[e'       ^e     '        —e^  —  e-*j 

Die  Gleichung,  welche  sagt,  dass  s  mit  x  gleichzeitig  ver- 
schwindet, ist 

und  damit  endlich  8  =  L  werde  ftir  xz=^a  mnss  noch  die  Gleichung 
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x  =  — («'      — c    '      )— — 

stattfinden.  Diese  verwandelt  sich  dorch  Substitution  des  vorigen 
Worthes  vtm  c'  in 

^>    /=2i;r     -'^  '    -'+*    )' 

and  wenn  man  die  Gleichungen  3)  nnd  4)  einmal  dnrcli  Addition, 
das  andere  Mal  durch  Subtraction  verbindet,  so  erhält  man 

ans  diesen  Gleichnngen  eliminirt  man  k  durch  Multiplication  und 
gelangt  damit  zu  einer  Gleichung,  welche  nur  c  enthält.  Nach 
Ausziehung  der  Quadratwurzel  ist  dieselbe 

ULÜ 

«der  irenn  ,^  ==  f  gesetzt  wird 


t  a 

Der  Werth  Ton  {;,  welcher  dieser  Gleichung  genügt,  lässt  sich 
entweder  aus  dem  Ihirchschnitte  der  Curve 

mh  der  Geraden 

fi  = f 

a 
herleiten  oder  auch  durch  «uccessive  Substitutionen  nnd  Correc- 
tionen  ermitteln.   Kennt  man  ^  mithin  auch 

•so  findcft  m^in  ^  mittelst  einer  der  beiden  Gleichungen  für  L  +  h 
oier  noch  besser  ans  der  Gleichung,  welche  sich  ergiebt,  wenn 
man  die  beiden  erwähnten  Gleichungen  diyidirt  und  die  Logarith- 
men nimmt,  nämlich 

femer  erhält  man  c  aus  3er  GHeichung 


c'^l(e'-e-*y 
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endlich  c^  mittelst  der  Formel 

Nachdem  die  Constanten  bestimmt  sind,  hat  es  keine  Schwie- 
rigkeit die  Coordinaten  des  tiefsten  Canrenpunktes  zn  bestimmen; 
für  diesen  ist  nämlich 

^  =  Ooder^  +  *  =  -«^-*,    folglich  a:  =  - i^. 
dx  c  c  "  fi 

Legen  wir  die  Achse  der  y  durch  diesen  Punkt,  so  haben  wir 

ck 
X an  die  Stelle  von  x  zu  setzen  und  es  wird  dann  ans  Nr.  2) 


^=.70'-^''"0  +  ^" 


die  rechte  Seite  bleibt  fQr  positive  und  negative  x  dieselbe,  mithin  liegt 
die  Kettenlinie  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Verticalen  durch 
den  tiefsten  Punkt.  Um  endlich  den  Anfangspunkt  neuer  Coordi- 
naten in  den  tiefsten  Punkt  zu  bringen ,  haben  wir  y+c^  für  y  zu 

setzen,  dies  giebt,  wenn  gleichzeitig  m  zur  Abkürzung  für  —  dient 


5)  y  =  \m[e''  +  e    ^). 


Wenn  die  Punkte  B  und  B^  in  derselben  Horizontalen  liegen, 
ist  6  =  0  und  die  zur  Bestimmung  der  Constanten  dienenden  For- 
meln werden  dann  einfacher 

e^ — e""^ 2Z         ^ 

149.  Die  Kettenlinie,  deren  Gleichung  in  5)  gegeben  ist,  be- 
sitzt verschiedene  merkwürdige  geometrische  Eigenschaften,  deren 
Entwickelung  aber  nicht  hierher  gehört;  wir  erwähnen  nur  die 
Formeln : 

V7^ 


ian  X 


m* 


m 


m  seift, 
m 

S  =  m*  ton  T  =  m  j/y*  -r-  ff»*. 
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in  denen  v  den  Neigungswinkel  der  Tangente  im  Punkte  xy  gegen 
den  Horizont  bezeichnet,  N  die  Normale ,  R  den  Krümmungshalb- 
messer in  diesem  Punkte,  s  den  Tom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Punkte 
xy  gerechneten  Bogen,  S  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche 
der  Cnr^e.  Endlich  besitzt  die  Kettenlinie  noch  die  Eigenthüm- 
lichkeit,  dass  ihr  Schwerpunkt  tiefer  liegt  als  der  Schwerpunkt 
jeder  anderen  gleich  langen  Curve  zwischen  denselben  Endpunk- 
ten; auch  hiervon  übergehen  wir  den  Beweis,  da  er  in  jedem  Lehr- 
bnche  der  Variationsrechnung  zu  finden  ist. 

150.  Obschon  im  Vorigen  bereits  einige  Mittel  zur  Auflösung 
der  transcendenten  Gleichung 

—  -^ oder    —T *?== 


angedeutet  sind,  so  dürfte  es  doch  nicht  überflüssig  sein,  die  ein- 
fachste Auflösungsmethode  anzugeben,  welche  auf  einer  blossen 
Interpolation  beruht.  Führt  man  nämlich  einen  Hilfswinkel  S  ein, 
indem  man 

==  tan  B  oder  =  cot  B 


t       —  C        2 

e — e 


setzt,  so  findet  sich 

2  '^  stnB 

und  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen 


e^+e-^ 


^=  ^^i^±i  =  coa  e,  woraus  t=  /  co^i  e. 
StnB 

Die  fragliche  Gleichung  lautet  fßtzt 


und  dabei  ist  die  rechte  Seite  ein  ächter  Bruch ,  weil  der  Bogen 
L  mehr  als  seine  Sehne  j/a^  +  b*  betragen  muss,  wenn  überhaupt 
die  Aufgabe  möglich  sein  soll.  Die  Werthe  von  tan  B.lcot^B  sind 
in  folgender  Tafel  zusammengestellt. 

Analytitch«  Mechanik.  H^ 
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e 

ige.lct^e 

e 

tgS.lct\0 

e 

igS.lci^S 

0« 

0,000  0000 

1« 

0,082  7605 

31« 

0,770  6440 

61« 

0,954  7970 

2« 

0,1413637 

32« 

0,780  5621 

62« 

0,958  0277 

3^ 

0,190  8971 

33« 

0,790  1180 

63« 

0,961  1207 

4« 

0,234  5816 

34« 

0,799  3269 

64« 

0,964  0789 

5« 

0,273  9534 

35« 

0,808  1834 

65« 

0,966  9054 

e« 

0,309  9209 

36« 

0,816  7626 

66« 

0,969  6090 

7« 

0,343  0870 

37« 

0,825  0162 

67« 

0,972  1722 

8« 

0,373  8817 

38« 

0,832  9766 

68« 

0,974  6174 

9« 

0,402  6276 

39« 

0,840  6560 

69« 

0,976  9403 

10« 

0,424  5760 

40« 

0,848  0640 

70« 

0,979  1419 

11« 

0,4549278 

41« 

0,855  2110 

71« 

0,9812260 

12« 

0,4788481 

42« 

0,862  1070 

72« 

0,983  1919 

13« 

0,501  4738 

43« 

0,868  7606 

73« 

0,985  0420 

14« 

0,5229216 

44« 

0,875  18C0 

74« 

0,986  7800 

15« 

0,543  2910 

45« 

0,881  3736 

75« 

0,988  4044 

16« 

0,562  6683 

46« 

0,687  3486 

76« 

0,989  9190 

17« 

0,581  1289 

47« 

0,893  1120 

77« 

0,991  3230 

18« 

0,598  7393 

48« 

0,898  6714 

78« 

0,992  6192 

19« 

0,615  5587 

49« 

0,904  0318 

79« 

0,993  807O 

20« 

0,631  6396 

50« 

0,909  2008 

80« 

0,994  8897 

21« 

0,647  0293 

51« 

0,914  1824 

81« 

6,995  8632 

22« 

0,661  7701 

52« 

0,918  9828 

82« 

0,996  7367 

23« 

0,675  9013 

53« 

0,923  6072 

83« 

0,997  5047 

24« 

0,689  4576 

54« 

0,928  0606 

84« 

0,998  1689 

25« 

0,702  4710 

55« 

0,932  3472 

85« 

0,998  7277 

20« 

0,714  9713 

56« 

0,936  4720 

86« 

0,999  1860 

27« 

0,726  9850 

57« 

0,940  4379 

87« 

0,999  5426 

28« 

0,738  5717 

58« 

♦  0,944  2500 

88« 

0,999  7957 

29« 

0,749  6504 

59« 

0,947  9120 

89« 

0,999  9552 

30« 

0,760  3460 

60« 

0,951  4259 

90« 

1,000  0000 

Geht  man  mit  dem  gegebenen  Werthe  von 


a 


in  diese  Tafel 


ein ,   8o    erhält   man   S  durch  Interpolation    und    nachher   ^  = 
lcot^e=z%  3026  hg  cot  ^  S, 
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Die  gleiohgespaimte  Kettenlinie. 

151.  Beider  vorigen  Untersuchung  wurde  stillschweigend 
vorausgesetzt,  dass  der  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  aufge- 
hangene Faden  überall  gleichen  Querschnitt  besitze;  anders  aber 
gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  der  Querschnitt  von  Funkt  zu 
Punkt  veränderlich ,  also  auch  das  Gewicht  (i  der  Längeneinheit 
verschieden  ist,  je  nachdem  man  sich  diese  Länge  verschiedenen 
Theilen  des  Fadens  entnommen  denkt.  Um  möglichst  einfache 
Formein  zu  erhalten,  legen  wir  die  Coordinatenachsen  durch  den 
tiefsten  Punkt  der  Curve  und  zwar  die  or- Achse  horizontal;  femer 
nennen  wir  ^o  den  Querschnitt  des  Fadens  im  Scheitel,  q  den  Quer- 
schnitt im  Punkte  ory,  J«  die  Spannung  im  tiefsten  Punkte,  T  die 
Spannung  im  Punkte  ocy,  endlich  y  das  Gewicht  der  Volumenein- 
heit der  homogen  vorausgesetzten  Fadensubstanz.  Das  Gewicht 
des  Fadenelementes  ds  ist  jetzt  y9  ds  statt  des  früheren  fi  ds  und 
dabei  haben  wir  q  als  veränderliche  Grösse  anzusehen.  Wäre  das 
Gesetz  gegeben,  nach  welchem  sich  der  Querschnitt  ändert,  so 
würde  g  eine  bekannte  Funktion  von  s  sein  und  man  hätte  diesem 
Umstände  bei  Integration  der  Gleichungen 

Rechnung  zu  tragen.  — :-  Von  grösserem  Interesse  ist  es  aber,  das 
Aenderungsgesetz  des  Querschnittes  einstweilen  als  unbekannt  an- 
zusehen und  es  aus  der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass  die  auf  die 
Flächeneinheit  des  Querschnittes  fallende  Spannung  in  allen  Punk- 
ten dieselbe  sein  soll,  oder,  was  Dasselbe  ist,  dass  der  Querschnitt 
in  demselben  Verhältnisse  wie  die  Spannung  wachsen  soll ,  wenn 
man  vom  Scheitel  nach  den  Aufhängepunkten  zu  fortschreitet. 
Dieser  Bedingung  entsprechend  muss  an  jeder  Stelle 

1)  i:  =  25  oder  j  =  f  r 

sein  und  die  obigen  Differentialgleichungen  sind  daher : 

Die  erste  Gleichung  giebt 


r-— =  r  oder    T=c—-: 
ds  dx 


n* 
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hier  bestimmt  sich  die  Constante  c  dnreh  die  Bemerkung ,  daes  im 
tiefsten  Punkte  T  =  J«  «nd  -r*  =  l  wird:  es  ist  daher  T^-=.c  und 

ds 

2)  r=r.-. 

Nach  Substitution  dieses   Werthes  in  die  zweite  Gleichung 
geht  letztere  über  in 

'•.<l)=".£='4'+(l)l- 

oder 

man  zieht  hieraus 

To  Arctany  =  y  ^o  ^i 
wo  keine  Integrationsconstante  beizufügen  ist,  weil  für  o;  =  0  auch 
y    verschwindet.     Reducirt  man  die  Torstehende  Gleichung   auf 

y'  =  -r- ,  so  ist  weiter 
dx 


äy 

dx 

tan'    "l 
To 

und  durch 

Integration 

3) 

/  sec  '  '" 
To 

auch  hier  bedarf  es  keiner  Integrationsconstante,  da  x  und  y  gleich- 
zeitig zu  Null  werden. 

Kennt  man  q^  und  7^  —  ihre  Bestimmung  wird  gleich  nach- 
her gezeigt  werden  —  so  lehrt  die  Gleichung  3)  die  Gestalt  der 
Linie  kennen;  die  Formel  2)  wird 

und  bestimmt  die  Spannung  im  Punkte  xy ,  endlich  giebt  die  erste 
Gleichung 

5)  g  =  i!o  sec  ?^^. 

Aus  der  Gleichung  3)  geht  hervor,  dass  die  sogenannte 
gleiehgespannte  Kettenlinie  eine  Curve  ist,  die  von  der 
y- Achse  in  zwei  congruente  Zweige  getheilt  wird.  Soll  dieselbe 
ausser  durch  den  Coordinatenanfang  noch   durch  einen  zweiten 
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Punkt  gehen ,  dessen  Coordinaten  a  und  b  heissen  mögen,  so  mnsi 
die  Oleicbnng 

0  =  —  /  sec  — 7= — 
Y9o  T^ 

stattfinden ,  wofür  wir  schreiben 

b       l  sec  a  Y9o^ 

am  7o 

Durch  Auflösung  dieser  transcendenten  Gleichung  erhält  man  <», 
nachher 

wo  nun  eine  der  Grössen  ^o  ^^d  Jq  willkührlich  bleibt.  Fügt  man 
noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  der  von  :p=0  bis  :rr=a  reichende 
Faden  ein  gegebenes  Gewicht  F haben  soll,  so  wird  die  Aufgabe 
völlig  bestimmt.     Das  Gewicht  eines  Fadenelementes  ist'nftmlich 


-  y  7o «         Y9o^  . 


mithin 


0 
hieraus  ergiebt  sich 

und  nachher 


0  *o 


T^=zrcoia 


r      ^ 

flTo  =  —  »  cot  to. 
ay 


Die  gemeine  Kettenbrüökenlinie. 

152.  Denken  wir  uns  einen  gewichtlosen  Faden  als  Träger  einer 
horixontal  gleichförmig  rerbreiteten  Last  mithin  die  vertikale  auf 
das  Fadeuelement  ds  wirkende  Kraft  nicht  proportional  ds  sondern 
proportional  dx ,  so  erhält  der  Faden  eine  andere  Gestalt ,  welche 
mit  der  Form  der  Tragkette  einer  Hängebrücke  übereinstimmen 
würde,  wenn  es  erlaubt  wäre,  das  Gewicht  der  Kette  als  ver- 
tehwindend  klein  gegen  das  Gewicht  der  Fahrbahn  zu  betrachten. 

Das  Gewicht  eines  der  Längeneinheit  gleichkommenden 
Stfickes  der  angehangenen  Last  sei  |»  mithin  fi  ds  das  von  dem 
Bogenelemente  d$  zu  tragende  Gewicht;  die  auf  das  Fadenelement 


1 
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ds  wirkende  Kraft  Y  ds  ist  dann  =  —  f^  ^  >  ^i^d  folglich  sind  die 
Oleichgewichtsbedingnngen : 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

worin  c  und  Ci  beliebige  Constanten  bedeuten. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  das  auch  im  Torliegenden  Falle  die 
Horizontalcomponente  der  Spannung  in  allen  Punkten  dieselbe  ist; 
die  letzte  Gleichung  giebt  durch  Integration  und  unter  der  Voraus- 
setzung ,  dass  einer  der  Aufhängepunkte  zum  Coordinatenanfang 
genommen  wird, 

1)  •  y=^a^  +  CiX. 

Der  Faden  hat  demnach  die  Gestalt  einer  Parabel  mit  vertikaler 
Achse. 

Die  Constanten  c  und  C|  bestimmen  sich  durch  die  Bedingung, 
dass  der  Faden  noch  durch  einen  zweiten  festen  Punkt  geht  und 
zwischen  beiden  Aufhängepunkten  eine  gegebene  Länge  hat. 
Nehmen  wir  z.  B.  an ,  dass  sich  die  Aufhängepunkte  in  einer  und 
derselben  Horizontalen  befinden ,  dass  ihr  Abstand  =  3  a ,  nnd 
die  Länge  des  Fadens  =  Z  sei ,  so  haben  wir  erstens  fär  x  =  2a 
und  y  =  0 

mithin 

c  -  — ^ 

und  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  Nr.  1) 

oder  auch,  wenn  wir  den  Coordinatenanfang  in  die  Mitte  zwischen 
beide  Aufhängepunkte  legen,  d.  h.  jr-^-a  fär  w  setzen, 


Femer  haben  wir 


2)  y=^(a:«_««). 
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and  finden  ans  dieser  Oleichnng  c  sowie  nachher  c^* 

Bei  scharfgespanntem  Faden,  d.h.  wennZ  nicht  riel  mehr  als 

2  a  betrügt  mithin  ^-—  ein  kleiner  Brach  ist,  kann  man  die  auf  der 

rechten  Seite  der  Torigen  Gleichung  stehenden  Ausdrücke  in  stark 
conyergirende  Reihen  entwickeln  und  daraus  einen  Näherangs- 
werth  für  c  ableiten.    Unter  Benutzung  der  Formeln 


!>*>-! 


erbSlt  man  nämlich 


Z  =  2a+'i?V  +  --- 


mithin  näherungsweis 


](/3Z  — 2a' 

153.  Bei  Hängebrücken  sind  die  Lasten  nicht  stetig  längs  der 
ganzen  Kette  yertheilt  sondern  an  einzelnen  Punkten  angehangen, 
deren  Horizontalprojectionen  in  gleichen  Entfernungen  liegen. 
Denken  wir  uns  die  tiefste  Seite  des  Kettenpolygones  horizontal 
und  nehmen  ihren  Mittelpunkt  zum  Coordinatenanfang,  nennen 
wir  fernerer  und  y  die  Coord  in  aten  des  Anfangspunktes  einer  Seite, 
X  -f-  Jx  und  y  +  ^y  die  Coordinaten  ihres  Endpunktes ,  endlich  a 
den  Neigungswinkel  dieser  Seite  gegen  den  Horizont,  so  haben 
wir  nach  Nr.  90) 

Tcosa=^  Const. ,     Tsina=  ii(x  + ^J  x) 

und  wenn  wir  noch  k  statt  Const,  schreiben 


ii(x  +  ldx) 

tan  a  =  ^-^ — -^ 

k 


Andererseits  ist 
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tan  a  =  -—  , 
mithin  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  ian  a 

und  durch  endliche  Integration 

Für  x=i\/lx  wird  y  =  0 ,  folglich  c  =  —  ^  (zf  a:)*  und 

Die  Ecken  desKettenpolygones  liegen  demnach  auf  einer  Pa- 
rabel, deren  Achse  vertikal  durch  die  Mitte  der  horizontalen  Seite 
geht.  Dieser  Satz  ist  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen ,  wo  keine 
horizontale  Seite  vorkommt. 

Man  darf  indessen  nicht  übersehen,  dass  auch  dieses  Resultat 
nur  soweit  gilt,  als  man  das  Gewicht  der  Kette  gegen  das  der 
Fahrbahn  vernachlässigen  darf.  * 


Die  gleichgespannte  Kettenbruckenlinie. 

154.  Will  man  die  in  Nr.  152  behandelte  Aufgabe  genauer  neh- 
men, so  muss  man  das  eigene  Gewicht  der  Tragkette  und  zugleich 
die  Möglichkeit  eines  etwaigen  veränderlichen  Querschnittes  der- 
selben berücksichtigen.    Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Unter  Beibehaltung  desselben  Coordinatensjstemes  und  der 
nämlichen  Bezeichnung  wie  in  Nr.  151  nennen  wir  G  das  Gewicht 
der  Längeneinheit  der  Belastung;  auf  dasKettenelement  d$  wirken 
jetzt  zwei  Kräfte,  nämlich  sein  eigenes  Gewicht  y  q  ds  und  das  Ge- 
wicht G  dx  desjenigen  Theiles  der  Fahrbahn  etc. ,  welchen  das 
Rettenelemeut  zu  tragen  hat.  In  den  allgemeinen  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes 

ist  daher 

ir=0,      Y^~{yqds^Gdx) 

zu  setzen  und  diess  giebt 
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als  Gleicbgewichtsbedingungen  für  die  belastete  Kette.   Die  erste 

Gleichung  liefert 

dx         .  ,  ds 

T—==c  oder  Tz=:c  —  : 

ds  dx 

es  ist  also  auch  im  vorliegende  Falle  die  Horizontalcomponente 

der  Spanniing  immer  dieselbe  nämlich  gleich  der  Spannang  im 

Scheitel,  die  wir,  wie  früher,  mit  Tq  bezeichnen,  so  dass 

Äx  ^      ^  ds 

2)  r=r„-. 

Die  zweite  Gleichung  in  I)  wird  durch  Substitution  dieses  Werthes 

oder  ftir  —  =  v' 
dx       ^ 

Tody=(yqyT+V^+G)dx, 

und  daraus  folgt  durch  Sonderung  der  Variabelen  und  Integration 


v^ 


dy_ 

ygV\+y' 


3)  Toi ^  ^  =  a:  +  ConsL 


Für  die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  ist  nun  zu  unter- 
scheiden, ob  der  Querschnitt  q  constant  bleibt  oder  sich  ändert. 
Im  ersten  Falle  hat  die  Ausführung  der  angedeuteten  In tegratiooeu 
zwar  keine  Schwierigkeit,  aber  die  nachfolgenden  Operationen 
werden  sehr  unbequem.  Aus  der  nach  geschehener  Integration 
übrig  bleibenden  Gleichung  würde  nämlich  y  als  Funktion  von  x 
zu  entwickeln  und  durch  nochmalige  Integration  die  endliche  Gleich- 
ung der  Kettenbrückenlinie  herzuleiten  sein;  von  diesen  Opera- 
tionen ist  aber  die  erste  (die  Rednction  auf  ^')  ohne  unendliche 
Reihen  nicht  ausführbar  weil  der  Werth  des  in  Nr.  3  verzeichneten 
Integrales  Potenzen  und  Logarithmen  von  ^  zugleich  enthält.  Man 
begnügt  sich  daher  gewöhnlich  mit  Näherungen  indem  man  entwe- 
der qy\+  y^  ganz  und  gar  gegen  Q  vernachlässigt,  wodurch  man 
auf  die  Resultate  von  Nr.  152  zurückkommt,  oder  indem  man  bei 
scharf  gespannten  Ketten  y'^  gegen  I  weglässt,  oder  endlich  etwas 

^enaaer  j/T^y*  durch  1  +  \y*  ersetzt. 

155.  Viel  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  der  Kette 
einen  lo  der  Weise  veränderlichen  Querschnitt  giebt,  dass  die  auf 
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T 

dieFlScheneinheit  des  Qaerschnittes  fallende  Spannung  ~   überall 

T 
dieselbe  also  =  ~  ist,  wo  ^q  den  Scheitelqnerschnitt  der  Kette 

bezeichnet.     Es  wird  dann 

4)  .=|i'=,.|=,./i+7* 

und  hierdurch  geht  die  Gleichung  3)  über  in 


/a 


d.  i.  bei  Ausführung  der  Integration 


=j?+  Const 


^»  Arcian4^==  ^  +  Const 


Da  der  Coordinatenanfang  im  tiefsten  Punkte  liegt,  verschwinden 
X  und  y  gleichzeitig ,  mithin  ist  Const.  ^=  0.  Aus  der  vorstehenden 
Gleichung  folgt  "weiter 

r        yqo  ^o 

und  durch  Multiplikation  mit  dx  und  nochmalige  Integration 
6)  y^Ilisec'-lSMIlM, 

wo  keine  Integrationsconstante  hinzuzufügen  ist,  weil  für^  =  0 
auch  y  ==  0  werden  muss.  Die  vorstehende  Gleichung,  welche  man 
unter  der  einfachen  Form 

X 

yrrzklsec  — 
m 

k= — ',      tn 


Y^o  j/ygoiG  +  Y^o) 

darstellen  kann ,  enthält  zwei  constante  Grössen  Tq  und  ^o  (oder  k 
und  tn)  ,  die  sich  aus  den  Nebenbedingungen  der  Aufgabe  bestim- 
men lassen.  Diese  Nebenbedingungen  wollen  wir  so  wählen ,  wie 
sie  bei  derConstruction  einer  Hängebrücke  zu  erfüllen  sein  würden. 
156.  Wir  setzen  erstens  fest,  das  die  Curve  durch  einen  Punkt 
gehen  soll,  dessen  Abscisse  a  und  dessen  Ordinate  b  gegeben  sind 
(a  ist  dann  die  halbe  Spannweite,  b  der  Pfeil  der  Kettenbrücken- 
linie) ;  diess  giebt 

Y9o  T, 
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Wenn  zweitens  verlangt  wird ,  dass  die  Kette  überall  die  n  -  fache 

Sicherlieit  darbiete,  so  moss  die  anf  die  Flächeneinheit  des  Quer- 

T       T 
Schnittes  fallende  Spannung  —  =  —  der  n  te  Theil  von  der  abso- 

kten  Festigkeit  des  Kettenmateriales  sein;    letztere   sei  F  und 

F 

—  =  /",  so  ist  die  zweite  Bedingung 

n 

-^  =  fodeTTo  =  qof. 
9o 

Um  ans  den  beiden  Bedingnngsgleichungen  die  Unbekannten  q^ 
and  7,  kq  finden,  substitniren  wir  den  Werth  T^^q^f  in  die  erste 
Gleichung  und  erhalten 

f  qof        ' 

hierans  ergiebt  sich  erst  ein  Hilfswinkel  ß  nach  der  Formel 
7)  lsecB  =  ^-j-, 


nachher 


a 


8)  qo=  THTTi ««^  To=qof, 


m~ 


1 

r 

womit  die  gesachten  Grössen  bestimmt  sind.     Für  die  Grössen  k 
imd  m  hat  man 

und  die  ganze  Rechnung  geht  dann  nach  den  Formeln 

f  q  =  qosecT,      T=:qf, 

worin  T  den  Neigungswinkel  der  Tangente  im  Punkte  xy  gegen 
den  Horizont  bezeichnet. 


Zwölftes  CapiteL 
Von    der   Keibung. 


1 57.  Bei  der  Untersuchung  über  die  GleiehgewichtsbedinguDgen 
für  Kräfte,  die  an  beliebig  mit  einander  verbundenen  Punkten 
wirken,  haben  wir  immer  vorausgesetzt,  dass  feste  Curven  oder 
Oberflächen  nur  normale  Kräfte  erzeugen  könnten;  in  der  Wirk- 
lichkeit verhält  sich  aber  die  Sache  anders  und  die  Erfahrung  zeigt, 
dass  der  Widerstand  einer  Curve  oder  Fläche  nicht  blos  normale 
Kräfte,  sondern  auch  zwischen  gewissen  Grenzen  liegende  Tan- 
gentialkräfte aufheben  kann.  Diese  letzteren  sind  um  so  geringer, 
je  mehr  Glätte  die  Curven  oder  Flächen  besitzen  und  sie  würden 
ohne  Zweifel  gar  nicht  existiren ,  wenn  die  Curven  oder  Flächen 
absolut  glatt  wären ,  wie  wir  es  früher  stillschweigend  voraus- 
setzten. Die  Verhältnisse ,  wie  sie  unseren  Betrachtungen  zn 
Grunde  lagen,  bezogen  sich  demnach  auf  einen  idealen  in  der  Na- 
tur nicht  vorkommenden  Fall,  und  es  bedarf  daher  bei  allen  prak- 
tischen Anwendungen  der  Theorie  einer  besondem  Untersnchnng 
über  die  Modificationen ,  welche  die  Gleichgewichtsbedingungen 
durch  Rücksichtnahme  auf  die  genannten  Kräfte  erleiden.  Diese 
tangentialen  Kräfte  entspringen  aus  der  Reibung  der  bewegten 
Punkte  an  den  Curven  oder  Flächen,  auf  denen  sie  sich  bewegen; 
die  für  sie  geltenden  Gesetze  können  nur  aus  der  Erfahrung  her- 
geleitet werden  und  bestehen  im  Folgenden. 

Wenn  alle  Punkte  der  ebenen  Seitenfläche  eines  Körpers  m»* 
einer  gewissen  Kraft  gegen  eine  Ebene  gedrückt  werden,  so  Usst 
sich  derselbe  durch  eine  zur  Ebene  parallele  Kraft  nicht  eher  in 
Bewegung  setzen,  als  bis  diese  eine  bestimmte  Grense  überschrei' 
tet.   Diese  Grense,  welche  erst  bei  längerer  Berührung  ihr  Maxi- 
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mnin  eTreiclit,  ist  das  Maass  der  Reibung,  welche  der  Drnck  des 
des  Körpers  auf  die  Ebene  hervorbringt.  Jedoch  wird  die  Reibung 
nur  dann  merklich,  wenn  man  den  Körper  durch  eine  Kraft  an- 
treibt, die  eine  in  der  berührenden  Ebene  liegende  Componente 
hat ,  und  sie  ist  letzterer  gleich  und  entgegengesetzt  so  lange  der 
Körper  nicht  in  Bewegung  kommt.  Sie  kann  also  der  Richtung 
and  Intensität  nach  variiren ,  bleibt  aber  dabei  an  die  beiden  Be- 
dingungen gebunden,  immer  in  derBertihrungsebene  zu  liegen  und 
jene  vorhin  erwähnte  Grenze  nicht  zu  überschreiten,  die  wir  über- 
haupt nnr  betrachten.  Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  sie  sich  auf 
den  Fall  bezieht,  wo  alle  Punkte  des  Körpers  eine  gleiche  parallele 
Bewegung  erhalten. 

Die  Reibung  hebt  nicht  nur  eine  Einzelkraft  auf,  sondern 
auch  beliebig  viele  Kräfte  mögen  diese  auf  eine  Einzelkraft  zu- 
rückfUrbar  sein  oder  nicht;  die  Kräfte,  welche  sie  repräsentirt, 
sind  also  von  denen  abhängig,  die  man  in  der  Berührungsebene 
wirken  lässt. 

Nach  diesen  Erörterungen  beschäftigen  wir  uns  mitdergröss- 
ien  von  der  Reibung  erzeugten  Kraft,  die  wir  als  Maass  der  Rei- 
bung selbst  nehmen.  Die  Erfahrung  hat  über  sie  Folgendes  kennen 
gelehrt : 

1)  die  Reibung  ändert  sich  unter  sonst  gleichen  Umständen 
proportional  dem  Drucke; 

2)  besitzt  die  Oberfläche  keine  Spitzen  oder  Kanten,  so  hängt 
die  Reibung  nicht  von  der  Grösse  der  sich  reibenden  Fläche 
ab  sondern  nur  von  der  Beschaffenheit  und  grösseren  oder 
geringeren  Politur  der  in  Contact  befindlichen  Flächen ; 

3)  bei  dem  Fortgleiten  des  einen  Körpers  auf  dem  anderen 
bleibt  die  Reibung  unabhängig  von  der  Art  der  Bewegung; 
ihre  Grösse  bestimmt  sich  nur  durch  den  Druck  und  die 
Natur  der  Flächen ,  ihre  Richtung  ist  in  Beziehung  auf  je- 
den Körper  entgegengesetzt  seiner  relativen  Geschwin- 
digkeit. 

Man  begreift  leicht,  durch  welche  Versuche  die  beiden  ersten 
Gesetze  zu  entdecken  waren.  Legt  man  nämlich  einen  Körper 
aofeine  horizontale  Ebene  und  befestigt  an  ihm  einen  horizontalen 
Faden,  der  über  eine  Rolle  geht  und  am  anderen  Ende  ein  bekann- 
tes Gewicht  trägt,  so  kann  man  mit  grosser  Genauigkeit  das  kleinste 
Gewicht  ermitteln,  welches  den  Körper  in  Bewegung  setzt;  dieses 
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ist  das  Maass  der  Reibung.  Bei  verschiedenen  Belastungen  des 
Körpers  sind  zur  Bewegung  verschiedene  kleinste  Gewichte  erfor- 
derlich ,  diese  stehen  aber  in  immer  gleichem  Verhältnisse  za  den 
Gewichten ,  welche  den  Druck  des  Körpers  gegen  seine  Unterlage 
messen.  Indem  man  femer  die  Berührungsflächen  verkleinerte 
oder  denselben  Körper  mit  einer  anderen  aber  gleich  gut  polirten 
Seitenfläche  auf  der  nämlichen  Unterlage  gleiten  liess,  fand  man, 
dass  das  Verhältniss  der  Reibung  zum  Drucke  dasselbe  blieb. 
Diese  sehr  oft  und  an  den  verschiedensten  Körpern  wiederholten 
Versuche  haben  immer  zu  denselben  Folgerungen  geführt.  Das 
Verhältniss  der  Reibung  zum  Drucke,  welches  im  Allgemeinen  mit 
der  Natur  der  Substanzen  variirt,  nennt  man  den  Reibnngs- 
coefficienten. 

Was  das  dritte  Gesetz  anlangt,  so  ist  es  durch  Versuche  be- 
wiesen, deren  Deutung  einige  dynamische  Begriffe  erfordert.  Diese 
Einzelheiten  würden  ihre  Stelle  besser  in  einem  Gursus  Über  Ma- 
schinenlehre finden ,  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  blossen 
Aufstellung  dos  Gesetzes. 

158.  Reibungswinkel.  Stützt  sich  ein  Körper,  der  allein 
der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen  ist,  mit  einer  ebenen  Fläche 
auf  eine  horizontale  Ebene,  und  lässt  man  diese  Ebene  sich  am 
eine  horizontale  Gerade  drehen ,  so  fängt  der  Körper  zu  gleiten 
an,  sobald  die  Neigung  der  Ebene  einen  gewissen Werth  erreicht; 
letzterer  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise.  Wenn  P  das  Gewicht 
des  Körpers  und  odie  Neigung  der  beweglichen  Ebene  gegen  den 
Horizont  ist,  so  ist  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Ebene,  oder  die 
senkrecht  auf  dieser  stehende  Componente  des  Gewichts  ^:=P  cos  a, 
und  die  mit  der  Ebene  parallele  Componente  =  P  sin  o.  Hat  nun 
die  veränderliche  Neigung  a  den  besonderen  Werth  fi  erreicht,  bei 
welchem  der  Körper  zu  gleiten  anfängt,  so  ist  die  Reibung  genau 
gleich  der  zur  geneigten  Ebene  parallelen  Componente,  und  wenn 
man  mit  /*  das  Verhältniss  der  Reibung  zum  Drucke  bezeichnet,  so 
besteht  die  Gleichung 


^ P  sin  fL 


P  cos  fA         ^"^  '*' 
Demnach  fangen  alle  Körper  von  derselben  Natur  und  mit  dersel- 
ben Politur,  überhaupt  alle  diejeliigen,  welche  in  Bezug  auf  eine 
bewegliche  Ebene  denselben  Reibungscoefficienten  haben,  bei  einem 
und  demselben  Winkel  zu  gleiten  an,  dessen  trigonometrische  Tan- 
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Fig.  37. 


■ 

I 


gente  gleich  dem  Reibnogscoefficienten  ist ,  und  welchen  man  mit 
dem  Namen  Reibungswinkel  bezeichnet. 

Dieser  Versuch  kann  auch  dazu  dienen,  nm  die  beiden  ersten 
Gesetze  der  Reibung  zu  bestimmen.  Legt  man  nämlich  einen 
Körper  auf  eine  um  eine  horizontale  Drehungsachse  bewegliehe 
Ebene,  so  erkennt  man,  dass  er  bei  einer  und  derselben  Neigung 
der  Ebene  anfängt  zu  gleiten ,  welches  auch  die  Grösse  der  Be- 
rührungsfläche ist,  und  mit  welchem  Gewicht  man  auch  den  Kör- 
per belastet.  Man  schliesst  daraus,  dass  die  Reibung  dem  Drucke 
proportional  und  unabhängig  von  der  Ausdehnung  der  Berührungs- 
fläche bleibt,  so  lange  die  Beschaffenheit  und  die  Politur  der  Ober- 
flächen sich  nicht  ändern.  Der  Winkel,  unter  welchem  das  Glei- 
ten beginnt ,  bestimmt  den  Reibungscoefficienten ,  der  seine  trigo- 
nometrische Tangente  ist. 

159.  Gleichgewicht  eines  Körpers,  welcher  gegen 
eine  Ebene  gedrückt  wird.  Sei  P  eine  an  den  Körper  3f  an- 
gebrachte Kraft,  A  der  Durchschnitt  ihrer 
Richtung  mit  der  Berührungsfläche ,  und  ^ 
der  Winkel ,  welchen  sie  mit  der  Normalen 
AN  bildet.  Der  Druck  des  Körpers  gegen 
die  Ebene  i8t  =  Pco^^,  die  Reibung  == 
fP  cos  #,  wenn /"der  Reibungscoefficient  ist, 
nnd  diejenige  Kraft  in  der  festen  Ebene, 
welche  den  Körper  in  Bewegung  zu  setzen 
strebt,  ist  =  Psin  O.  Zum  Gleichgewichte 
gehört  nun  die  Bedingung 

Psin  9<fPcose, 
oder 

tang  ^^C^f» 
Das  Gleichgewicht  ist  demnach  für  jede  Kraft  /^vorhanden,  yor- 
ausgesetzt,  dass  sie  mit  der  Normalen  einen  Winkel  bildet,  welcher 
den  Reibungswinkel  nicht  übersteigt.  Uebrigens  unterscheidet 
sich  der  so  eben  untersuchte  Fall  von  dem  vorigen  nur  dadurch, 
dass  die  Kraft  P  von  beliebiger  Richtung  und  Grösse  ist,  statt  das 
Gewicht  des  Körpers  selbst  zu  sein. 

160.  Gleichgewicht  am  Hebel  mitRücksicht  anf  die 
Reibung.  Anf  einen  beliebigen  Körper  ruhe  ein  Hebel,  dessen 
Stutzpunkt  nicht  unveränderlich  mit  jenem  Körper  verbunden  ist, 
Also  anf  diesem  gleiten  kann;  derHebelwerde  von  zwei  beliebigen 
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Kräften  angegriffen,  die  man  sich  sofort  darch  zwei  gleiche  and 
parallel  im  Stützpunkte  angebrachte  Kräfte  und  durch  zwei  Kräfte- 
paare  ersetzt  denkt.  Bei  nicht  vorhandener  Reibung  würden  nun 
die  Paare  sich  aufheben  und  die  beiden  am  Stützpunkt  wirkenden 
Kräfte  eine  zur  widerstehenden  Oberfläche  normale  Resultante  ge- 
ben müssen ,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  sollte.  Die  hinzntre- 
tende  Reibung  setzt  sich  mit  den  am  Stützpunkte  wirkenden  Kräften 
zusammen,  weil  sie  an  demselben  Punkte  angreift,  und  wenn  da- 
her das  Gleichgewicht  unter  Rücksicht  auf  die  Reibung  stattfinden 
soll,  so  müssen  sich  einerseits  die  Kräftepaare  wie  früher  anf he- 
ben, andererseits  aber  brauchen  die  parallel  an  den  Stützpunkt 
verlegten  Kräfte  nicht  mehr  eine  zur  widerstehenden  Oberfläche 
normale  Resultante  zu  geben,  vielmehr  reicht  es  aus,  wenn  der 
Winkel  zwischen  der  Resultante  und  der  Normale  weniger  als  der 
Reibungswinkel  beträgt. 

161.  Gleichgewicht  einesKörpers,  welcher  sich  um 
eine  feste  Achse  drehen  kann.  Ein  Körper  sei  in  einer  cy- 
lindrischen  Oeffnung  durchbohrt  und  durch  diese  ein  Cjlinder  von 
fast  gleichem  Durchmesser  gesteckt.  Denken  wir  uns  diesen  Kör- 
per von  zwei  Kräften  angegriffen ,  welche  in  einer  senkrecht  auf 
der  Achse  des  Cjlinders  stehenden  Ebene  liegen ,  und  suchen  wir 
die  Gleichgewichtsbedingungen  unter  Rücksichtnahme  auf  die  Rei- 
bung, so  dürfen  wir  annehmen,  dass  das  ganze  System  auf  den 
Schnitt  dieser  senkrechten  Ebene  zurückgeführt  sei,  oder  mit  an- 
deren Worten  keine  merkliche  Dicke  habe. 

PI     9g  Bezeichnet  C  den  Berührungs- 

^     j»  punkt  des  festen  Kreises ,  dessen 

Q     L  Mittelpunkt  in  0  liegt ,  mit  dem 

beweglichen  Kreise,  welcher  dem 
^  Körper  angehört,  so  muss  Gleich- 
gewicht zwischen  den  zwei  gegebenen  Kräften  P  und  Q  und  der 
Reibung  F  stattfinden,  welche  in  C  tangential  am  Kreise  wirkt. 
Es  ist  also  nothwendig  und  genügend ,  dass  die  beiden  Kräfte  P 
und  Q  eine  Resultante  haben ,  welche  durch  C  geht  und  mit  der 
Normale  einen  Winkel  bildet,  der  weniger  als  der  Reibungswin- 
kel beträgt.  Besitzen  demnach  die  gegebenen  Kräfte  eine  Resnl- 
tante,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  C  des  dem  Körper  an- 
gehörigen  Kreises  geht,  und  mit  der  Normale  einen  Winkel  ein- 
schliesst,  der  kleiner  oder  gleich  dem  Reibungswinkel  ist,  so  be- 
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findet  sich  der  Körper  im  Gleichgewichte,  wenn  man  ihm  eine  solche 
Stellovg  giebtydass  die  Berührung  mit  dem  festen  Kreise  im  Punkte 
C  stattfindet. 

In  dem  Grenzfalle ,  wo  das  Gleichgewicht  auf  dem  Punkte  ist, 
aufgehoben  zu  werden,  bildet  die  Resultante  R  der  Kräfte  P  und  Q 
mit  der  Normale  des  Kreises  einen  Winkel,  welcher  demBeibungs- 
winkel  gleichkommt;  der  auf  den  Cjlinder  ausgeübte  normale 
Druck  ist  die  Projection  der  Resultante  B  auf  den  Radius ,  oder 

=   ^  ,  mithin  kleiner  als  die  Resultante  B.   Die  tangentiale 

an  dem  festen  Cjlinder  angebrachte  Kraft  erh&lt  man  folglich, 
wenn  man  den  Druck  mit  dem  Coefficienten  f  mültiplicirt,  und  sie 

Rf 

ist  =    ^  .    Die  Resultante  beider  Kräfte  ist  R ,  wie  es  offen- 

bar  der  Fall  sein  muss ,  da  die  Resultante  R  der  gegebenen  Kräfte 
dnrch  den  Widerstand  des  festen  Cylinders  aufgehoben  wird. 

162.  Gleichgewicht  einesKörpers  auf  einer  schie- 
fen Ebene.  Wir  betrachten  einen  schweren  Körper,  der  auf  eine 
gegen  den  Horizont  geneigte  Ebene  gelegt  ist  und  von  einer  Kraft 
angegriffen  wird ,  welche  in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers und  durch  die  Normale  der  schiefen  Ebene  bestimmten  Ver- 
ticalebene  wirkt;  wir  reduciren  das  ganze  Systeme  auf  den  durch 
diese  Ebene  gebildeten  Schnitt  und  suchen  die  Gleichgewichtsbe- 
dingungen unter  Bezugnahme  auf  die  Reibung. 

Sei  /  V  die  durch  den  Schwer-  Fig.  39. 

punkt  des  Körpers  gehende  Verti- 
cale,  PI  die  Richtung  der  Kraft  P, 
Q  das  Gewicht  des  Körpers,  und  a 
die  Neigung  der  Ebene  X^  gegen  die 
Horizontalebene  ^^,  so  hat  man  die 
Bedingung  auszudrücken,  dass  die 
Resultante  durch  den  normalen  Wi-  -^ 
derstand  der  Ebene  JL  und  durch 
die  Reibung  aufgehoben  werde.  Der  Winkel  zwischen  der  Kraft 
fand  der  schiefen  Ebene  heisse  ^;  der  auf  die  letztere  ausgeübte 
Druck  ist  dann  =  Q  cos  u  —  P  sin  9 ,  wobei  der  Winkel  ^  als  po- 
atiT  oder  negativ  betrachtet  wird ,  je  nachdem  er  oberhalb  oder 
unterhalb  der  Bichtung  AL  liegt.     Wenn  das  Gleichgewicht  auf 

Aoalflifche  Mechanik.  12 


—    178    — 

dem  Punkte  steht  aufzuhören ,  so  ist  die  Reibung  =  f  (^Q  cos  a 

Psind);  im  Allgemeinen  aber  beträgt  sie  irgend  einen  Bruch- 

theil  k  derselben.  Die  Gesammtcomponente  in  dem  Sinne  der 
Ebene  wird  durch  Q  sin  a  —  Pcos^  ausgedrückt,  und  es  ist  nun 
sum  Gleichgewichte  nöthig  und  genügend,  dass  dieser  positive 
oder  negative  Ausdruck  mit  der  Beibung  übereinkommt ,  nftmlich 

Q  sin  a  — Pcos  <^  =  A:  f{Q  cos  a  —  Psin  &)^ 

wo  k  zwischen  —  1  und  +  1  liegt  und  =  —  1  oder  =  +  1  wird, 
wenn   das  Oseicbge wicht  in  der   einen   oder  anderen    Bichtuog 

aufhört. 

Aus  dieser  Gleichung  zieht  man : 

{Q  sin  a  —  kf  cos  c) 

cos  O  —  kfsin  ^ 

Für  k  =  0  und  ^  =  0  kommt  man  auf  den  bekannten  Ausdruck 
P=  Q  sin  a  zurück. 

163.  Wir  wollen  noch  die  Richtung  bestimmen,  nach  welcher 
man  die  Kraft  P  wirken  lassen  inuss,  um  den  grösstmöglichen  Vor- 
theil  zu  erlangen,  wenn  man  voraussetzt,  dass  der  Körper  von 
selbst  gleitet;  zu  diesem  Behufe  suchen  wir  den  Werth  von  d, 
welcher  bei  der  Annahme  k=l  das  Minimum  von  P  oder  das 
Maximum  des  Nenners  giebt.  Die  beiden  ersten  Derivirten  nach 
^  sind 

—  sin&  —  fcos  ^  und  —  cos  ^  +  fsin  ^; 

setzt  man  den  ersten  Ausdruck  =0,  so  wird 

fang  <^  =  —  /*; 

woraus  folgt ,  dass  die  Kraft  abwärts  von  der  Ebene  gerichtet  sein 
und  mit  ihr  einen  Winkel  gleich  dem  Reibungswinkel  bilden  muss. 
Die  zweite  Abgeleitete  reducirt  sich  dann  auf 

—  cojdCi+D; 

sie  ist  also  negativ  für  diesen  Werth  von  ^,  woraus  folgt,  dass  der 
Nenner  von  P  ein  Maximum  und  folglich  P  ein  Minimum  ist. 

Man  könnte  auch  die  Neigung  O  suchen,  welche  den  kleinsten 
Werth  von  P  giebt,  der  fähig  ist,  den  Körper  steigen  zu  lassen. 

Man  muss  dann  Ar  =  —  1  setzen  und  das  Minimum  von ^  ,  ^  .  - 

cos^  +  fstn^ 

oder  das  Maximum  von  cos^'i-fsin-^  suchen;  man  findet 
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—  m  d  +  fcos  d  =  0,  tang  <^  =  /*; 
weleheOleichüogen  zeigen,  dass  die  Kraft  aufwärts  von  der  schie- 
fen Ebene  gerichtet  sein  und  mit  ihr  einen  Winkel  gleich  demBei- 
bnngswinkel  bilden  mnss ,  welche  auch  die  Neigung  u  sein  möge. 

Der  für  das  Heraufziehen  eines  Körpers  auf  einer  schiefen 
Ebene  vortheilhafteste  Winkel  heisst  der  Zugwinkel;  er  kommt 
mit  dem  Beibungswinkel  tiberein. 

Wir  verbreiten  uns  nicht  weiter  über  die  Theorie  der  Reibung, 
da  onsere  Absicht  nur  war,  eine  Vorstellung  von  der  Art  und  Weise 
za  geben,  wie  Kräfte  dieser  Gattung  die  Oleichgewichtsbedingungen 
modifieireD ,  was  in  der  Anwendung  von  der  grüssten  Wichtigkeit 
ist  Rficksichtlich  der  Einzelheiten  verweisen  wir  auf  die  Werke 
flber  Masclunenlehre. 


1-2* 


Ihreizehntes  CapiteL 
Theorie    der    Attraction 


Anziehung  sphärischer  Körper. 

t64.  Die  Gesammtheit  der  Himmelserscheinnngen  wird  uns 
später  zu  der  Annahme  führen ,  dass  die  kleinsten  Bestandtheile 
der  Körper  sich  proportional  ihren  Massen  und  indirect  propor- 
tional dem  Quadrate  ihrer  Entfernungen  anziehen.  Als  Vorberei- 
tung zur  Discussion  der  das  Weltsystem  betreffenden  Fragen  be- 
trachten wir  hier  schon  einige  aus  dieser  allgemeinen  Anziehung 
entspringende  Wirkungen  und  zwar  bei  solchen  Körpern,  deren 
Gestalt  sich  am  meisten  der  äussern  Form  der  Himmelskörper 
nähert. 

Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe ,  die  gegenseitige  An- 
ziehung zweier  Kugeln  zu  berechnen ,  die  aus  homogenen  concen- 
trischen  Schalen  gebildet  sind,  deren  Dichtigkeit  durch  ihren  Ab- 
stand vom  Centrum  bestimmt  wird.  Wir  nehmen  an ,  dass  jeder 
Punkt  der  einen  Kugel  jeden  Punkt  der  andern  anzieht,  mithin 
Wirkung  und  Gegenwirkung  gleich  sind,  und  dass  also,  wenn  man 
zwei  Punkte  durch  eine  unbiegsame  Gerade  verbände,  die  gegen- 
seitige Wirkung  dieser  Punkte  keine  Bewegung  hervorbringen 
würde.  Diese  Wirkung  kann  sich  nach  irgend  einem  Gesetze 
mit  der  Entfernung  beider  Punkte  ändern,  wir  setzen  jedoch  vor- 
aus ,  dass  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Ent- 
fernung stehe. 

Wäre  die  gesammte  Materie ,  welche  die  Einheit  der  Masse 
bildet,  sowohl  von  der  einen  als  von  der  andern  Substanz,  in  einem 


-  m  -^ 

Pankte  vereinigt  obne  etwas  Von  ihrer  Wirkung  zir  verlieren, 
wSren  ferner  diese  beiden  Pankte  um  die  Längeneinheit  von  ein- 
ander entfernt,  so  würden  sie  eine  gleiche  Anziehungskraft  auf 
einander  aasüben ,  welche  wir  mit  f  bezeichnen  wollen ,  und  die 
eines  der  nothwendigen  Data  der  Aufgabe  ist.  Verbindet  man  da- 
mit  die  Voraussetzung ,  dass  alle  Punkte  sich  gegenseitig  im  di- 
recten  Verhältnisse  der  Massen  und  in  umgekehrtem  Verhältnisse 
des  Quadrates  der  Entfernung  anziehen,  so  ist  die  Aufgabe  völlig 
bestimmt. 

Wir  betrachten  zuerst  die  gegenseitige  Anziehung  von  zwei 
unendlich  kleinen  Elementen  dm  und  dm  und  bezeichnen  mit  u  den 
Abstand  irgend  eines  Punktes  in  dm  von  irgend  einem  Punkte  in 
dm\  Da  nach  der  Annahme  alle  gleichen  Theile  dieselbe  Wirkung 
auf  einen  Punkt  in  derselben  Entfernung  ausüben,  so  wirkt  die  in 
der  Masse  dm  enthaltene  Materie  auf  dm'  mit  einer  Intensität,  die 
in  dem  Verhältniss  von  eüm :  1  zu  der  Kraft  steht,  welche  die  in  der 
Einheit  der  Masse  enthaltene  und  in  dem  Punkte  dm  concentrirte 
Materie  auf  djn  ausüben  würde.  Diese  letztere  Wirkung  verhfdt 
sich  wie  dm'  :  1  zu  derjenigen ,  welche  stattfinden  würde ,  wenn 
man  statt  dm'  die  Masseneinheit  in  diesem  Punkte  vereinigte; 
letzt^e  W^irkung  steht  zu  der  vorhin  mit  f  bezeichneten  in  deni 
Verbältnisse  1  :  u',  mithin  ist  die  Wirkung  der  beiden  Elemente 
dm,  dm'  ausgedrückt  durch 

f  dm  dm 

indem  man  die  unendlich  kleine  Grösse  einer  höheren  Ordnung, 
welche  von  der  Differenz  der  Werthe  von  u  herrührt,  vernachläs- 
sigt, weil  sie  beim  Uebergange  zur  Grenze  ohnehin  verschwinden 
würde. 

Betrachten  wir  hiemach  eine  unendlich  dünne  sphärische 
Schicht  von  der  Dichtigkeit  q  und  begrenzt  von  zwei  aus  dem  Mit- 
telpunkte 0  mit  den  Radien  r  und  r  +  dr  beschriebenen  Kugel- 
flächen, so  ist  ihre  Wirkung  auf  ein  Element  dm' ,  das  in  A  um  a 
von  ihrem  Mittelpunkt  entfernt  liegt,  nach  der  Geraden  AO  ge- 
richtet, um  welche  herum  Symmetrie  stattfindet,  und  es  genügt, 
die  Summe  der  Componenten  aller  Kräfte  nach  dieser  Richtung  zu ' 
bilden,  um  die  gesuchte  Resultante  au  erhalten. 
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Fig.  40.  Sei  M  irgend  ein  Pnnkt  des  mit 

dem  Radius  r  beschriebenen  Kreises, 
ferner 

0^  =  «; 
so  folgt 

Vetlängert  man  die  beiden  Radien  OMj  ON  bis  zu  dem  mit  dem 
Halbmesser  r+dr  construirten  Kreise,  und  lässt  die  unendlich 
kleine  Fläche  rd^  dr  um  die  Achse  OA  rotiren,  so  erzeugt  sie  das 
Volumen  « 

^nr*  sin  d  d^dr] 

die  Masse  desselben  zieht  dtn  mit  einer  Kraft  an,  deren  nach  der 
Achse  AO  gerichtete  Componente  ist 

Man  erh&lt  also  die  Anziehung  der  sphärischen  Schicht  auf  dm\ 
wenn  man  die  Summe  der  analogen  Ausdrücke  bildet,  wobei  ^vonO 
bis  n  variirt  und  folglich  u  von  a — r  bis  u  +  r^  wenn  der  Punkt 
ein  äusserer  ist,  und  von  r — a  bis  r-{-o,  wenn  er  innerhalb  des 
umschlossenen  Hohlraumes  liegt. 

Zunächst  drücken  wir  das  vorhandene  Differential  als  Funk- 
tion von  II  allein  aus.     Die  Gleichung  zwischen  u  und  ^  giebt 

udu  =  ar  sm^  d^l 
der  obige  Ausdruck  wird  also: 

-V-*"(— ;? — j**' 

und  sein  Integral  ist : 

Für  einen  äusseren  Punkt  erhält  dieses  Integral ,  zwischen  den 
Orenzen  a — r  und  tf^r  genommen,  den  Werth 

Anq  fr*  dr  dm 

was  derselbe  Ausdruck  Ist ,  als  wenn  die  ganze  anziehende  Masse 
in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 
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Um  die  Anziehung  zn  berechnen ,  welche  ein  aus  homogenen 
coDcentrischen  sphärischen  Schichten  von  verschiedener  Dichtig* 
keit  zusammengesetzten  Körper  ausübt,  mnss  man  die  Summe  der 
Wirkungen  aller  dieser  Schichten  bilden,  und  da  jede  Schicht 
ebenso  wirkt ,  als  wenn  ihre  Masse  im  Mittelpunkt  vereinigt  wäre, 
60  erhält  man  folgenden  Satz: 

„Ein  aus  homogenen  concentrischen  sphärischen 
Schichten  von  verschiedener  Dichtigkeit  zusammen- 
gesetzter Körper,  dessen  Elemente  einen  äussern 
Pankt  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfern- 
nngen  anziehen,  übt  auf  diesen  Punkt  dieselbe  Wirk- 
ung aus,  als  wenn  seine  gesammte  Masse  im  Mittel- 
punkte vereinigt  wäre.** 

Für  eine  homogene  Kugel  mit  demKadiusT?  ist  diese  Wirkung : 

Liegt  der  Punkt  inneralb  des  von  der  Schicht  umschlossenen 
Hohlraumes,  so  sind  r — a  und  r-f-  a  die  Grenzen  von  ti,  und  der 
Werth  des  Integrales  verschwindet.  Daraus  folgt  ein  zweiter 
8atz: 

„Bei  demselben  Gesetze  der  Anziehung  ist  die 
Wirkung  desselben  Körpers  auf  jeden  in  der  um- 
schlossenen Hcfhlkugel  liegenden  Punkt  der  Null 
gleich;  für  einen  innerhalb  der  an ziehendenMasse  be- 
findlichen Punkt  reducirt  sich  die  Wirkung  auf  die 
eines  Körpers,  welcher  zwischen  der  inneren  Be- 
grenzungsfläche und  der  durch  den  angezogenen 
Pankt  gelegten  concentrischen  Kugelfläche  enthal- 
ten ist." 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Wirkung  einer  ganzen  Kugel  auf 
einen  Punkt  in  ihrem  Innern  auf  die  Wirkung  der  concentrischen 
Kngel  zurückkommt,  deren  Oberfläche  durch  diesen  Punkt  geht. 
Sind  alle  Schichten  von  derselben  Dichtigkeit,  so  ist  die  Wirkung 
der  Kugel ,  wenn  R  ihren  Radius  und  r  den  Abstand  des  ange- 
zogenen Punktes  vom  Centrum  bezeichnet : 

=  fnQfrdm', 

ne  hängt  picht  mehr  von  R  ab  und  ist  der  Entfernung  vom  Cen^» 
tnun  proportional. 
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165.  Nunmelir  lässt  sich  die  gegenseitige  Anziehung  zweier 
ausser  einander  liegender  Kugeln  leicht  berechnen.  Erstens  ist 
die  Wirkung  des  Elementes  dm  auf  die  erste  Kugel  gleich  and 
entgegengesetzt  derjenigen,  welche  diese  Kugel  auf  dm  ausübt» 
weil  alle  elementaren  Wirkungen,  welche  sie  gegenseitig  bilden, 
gleich  und  der  Annahme  nach  entgegengesetzt  sind;  daraus  folgte 
dass  die  Besultante  der  Wirkungen  der  ersten  Kugel  auf  alle  Ele- 
mente dni  der  zweiten  gleich  und  entgegengesetzt  ist  der  Kesul- 
tante  ans  allen  Wirkungen  der  Elemente  der  zweiten  Kugel  auf  die 
erste,  d.h.  dass  die  Wirkungen  der  beiden  Kugeln  auf  einander 
gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Nun  ist  nach  dem  Vorhergehen- 
den die  Wirkung  ron  dni  auf  die  erste  Kugel  dieselbe ,  als  wenn 
ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre.  Die  Frage, 
kommt  also  darauf  zurück,  die  Wirkung  der  zweiten  Kugel  auf 
diesen  Punkt  zu  berechnen;  wir  wissen  aber  schon ,  dass  sie  die- 
selbe ist,  als  wenn  die  ganze  Masse  der  zweiten  Kugel  in  ihrem 
Mittelpunkt  vereinigt  wäre ;  hieraus  folgt : 

„Zwei  aus  irgend  welchen  homogenen  concen- 
trischen  Schichten  gebildete  Kugeln,  deren  Punkte 
sich  gegenseitig  proportional  ihren  Massen  und  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  ihrer  Ent- 
fernung anziehen,  üben  auf  einander  dieselbe  Wir- 
kung aus,  als  wenn  die  Masse  jederK  14g  el  in  ihr  emMit- 
telpunkte  vereinigt  wäre." 

Derselbe  Satz  gilt  offenbar  für  zwei  hohle  Kugeln,  die  eben- 
falls aus  homogenen  Schichten  zusammengesetzt  sind. 

166.  Auch  geometrisch  lässt  sich  sehr  einfach  beweisen,  dass 
die  Wirkungen ,  welche  von  allen  Punkten  einer  sphärischen  ho- 
mogenen unendlich  dünnen  Schicht  auf  einen  in  der  umschlossenen 
Hohlkugel  liegenden  Punkt  ausgeübt  werden ,  sich  aufheben.     Sei 

Fiff  4i  nämlich  0  der  Mittelpunkt  der  innern  Oberfläche 

der  Schicht,  OB  ihr  Radius  und  Ä  der  angeze- 
gene  innere  Punkt.  Legen  wir  durch  OÄ  irgend 
eine  Ebene,  nennen  wir  ferner  M  undiV^  zwei  un- 
endlich nahe  Punkte  auf  dem  Kreise,  in  welchem 
die  Ebene  die  Oberfläche  schneidet,  und  ziehen 
wir  endlich  die  Geraden  MAm\  NAN\  MN,  M'TT,  so  sind  die  Drei- 
ecke AMN  und  ABflf  ähnlich.  Bei  der  Rotation  der  Ebene  um  OB 
erzeugen  die  Sehnen  oder  die  Bögen  ^iV,  IffN'  Oberflächen,  welche 
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nach  Maltiplication  durch  die  anendlicb  kleine  Dicke  der  Schicht 
die  Elemente  ihres  Volumens  geben«  Die  Wirkungen  dieser  bei- 
den Elemente  sind  gleich  und  entgegengesetzt,  denn  sie  sind  den 
JfiY  und  ilfiV' erzeugten  Flächen  proportional  und  stehen  in  umge- 
kehrtem Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernungen,  jene  Flächen 
aber  verhalten  sich  d  i  r  e  c  t  wie 


A3P :  AM'\ 

wie  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  leicht  schliessen  kann« 
167.  Anderes  Anziehungsgesetz.  Ist  die  Anziehung 
zweier  Punkte  proportional  ihrer  Entfernung ,  so  ergiebt  sich  die 
Anziehung  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt  auf  irgend  einen 
willkährlich  liegenden  Punkt  aus  folgenden  Betrachtungen.  Durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  legen  wir  drei  rechtwinklige  Achsen 
und  lassen  die  Achsen  des  x  durch  den  angezogenen  Punkt  gehen. 
Bezeichnen  jetzt  x,  y^  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Molecüls  dm 
des  Körpers,  a  den  Abstand  des  angezogenen  Molecüls  dm  vom 
Anfang,  so  sind  die  drei  Componenten  der  Anziehung  von  dm 

fix  —  «)  dm  dm\  fy  dm  dm\  fz  dm  dm\ 
Bildet  man  die  Summe  dieser  elementaren  Werthe,  indem  man  für 
dm  successive  alle  Elemente  des  Körpers  nimmt  und  beachtet,  dass 
nach  den  Eigenschaften  des  Schwerpunkts 

Zxdm  =  0,     Eydm  =  0 ,     Hzdm  =  0 
ist,  so  gelangt  man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  die  den  Achsen  der  z 
and  y  parallelen  Componenten  der  Gesammtanziehung  verschwin- 
den und  dass  die  dritte  Componente ,  nämlich  die  Resultante ,  den 
Werth 

—  fMadni 

besitzt,  wo  M  die  ganze  Masse  des  Körpers  oder  des  Systems  irgend 
welcher  anziehender  Punkte  bedeutet;  d.  h. 

„Bei  dem  angenommenen  Gesetze  ist  die  Anzieh- 
ung irgend  eines  Systems  von  Punkten  auf  einen  be- 
lieb igen  Punkt  diesebe,  als  wenn  die  ganze  anziehende 
^Masse  in  ihrem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre." 

Für  die  gegenseitige  Anziehung  zweier  bisliebigen  Körper  folgt 
daraus,  dass  sie  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Masse  eines  jeden  Kör- 
pers in  ihrem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre. 
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Ansiehnng  irgend  eines  Körpers  auf  einen  materiellan  Punkt. 

168.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  in  so  fem  allgemeiner  fassen 
als  wir  annehmen,  die  Anziehung  zweier  Elemente  sei  ihren  Mas- 
sen proportional  und  irgend  eine  Funktion  ihrer  Entfernung  r; 
dabei  betrachten  wir  einen  Körper  von  beliebiger  Form,  dessen 
Dichtigkeit,  von  Punkt  zu  Punkt  veränderlich,  durch  q  dargestellt 
sei ,  und  suchen  die  drei  Componenten  seiner  Wirkung  auf  einen 
materiellen  Punkt,  dessen  Masse  fi  und  dessen  Coordinaten  «,  ß,  y 
sein  mögen.  Das  Element  des  Volumens  dx  dy  dz  enthält  die  Masse 
Q  dxdydZj  und  ihre  Wirkung  auf  fi  wird  ausgedrückt  durch 

(IQ  dx  dy  dz  F(r), 

wenn  man  mit  F  (r)  die  gegenseitige  Wirkung  von  zwei  Massen- 
einheiten in  dem  Abstände  r  von  einander  bezeichnet.  Die  Com- 
ponenten Xy  Yj  Z  der  Anziehung  des  ganzen  Körpers  parallel  den 
Coordinatenachsen  sind  demnach 

-ir=  fij   f  jg^LlZl  F(r)  dx  dy  dz 
^  ^  t^ffß—^  nr)  dx  dy  dz 

^  =  l'ffß~^^('')  rf^  dy  dz 
und  zugleich  ist 

EineAenderung  des  Vorzeichens  würde  genügen  um  zn  dem  Falle 
der  Abstossung  überzugehen.  Diese  Integrale,  welche  sich  auf  die 
ganze  Masse  des  Körpers  beziehen ,  können  übrigens  auf  ein  ein- 
ziges reducirt  werden.  Die  Differentialquotienten  von  r ,  partiell 
nach  o,  /9,  /  genommen,  sind  nämlich 

/^\ x—a     /dr\ y  —  ß      ^dr\ z — y 

sei  femer  g>{r)  die  Funktion,  deren  Derivirte  in  Bezug  auf  r  die 
Function  F{r)  ist,  und 


///. 


gq>{r)dx  dydz  =s.Cr, 
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so  können  wir  beide  Theile  dieser  Gleichung  partiell  nach  a,  ß,  y 
differenziren y  zu  welchem  Zwecke  es  hinreicht,  unter  dem  Inte- 
gralzeichen zn  differenziren,  wenn  nämlich  <p  (r)  nicht  unendlich 
wird;  wir  erhalten  dadurch  folgende  Formeln : 

x=-.(S),    r= -.(-),  z=-.(-), 

▼eiche  Xf  Fy  Z  bestimmen,  wenn  erst  das  eine  Integral  ü  be- 
kannt ist. 

Bei  einem  ins  Unendliche  gehenden  Körper  kann  zwar  das 
Integral  ü  einen  unendlichen  Werth  bekommen,  ohne  dass  die 
partiellen  Differentialquotienten 


{d£\     fdü\      /dü\ 
WJ'    KdßJ'    Uy) 


unendlich  werden,  doch  bleiben  die  vorhergehenden  Werthe  von 
J,  7,  Z  immer  noch  genau.  Betrachten  wir  nämlich  zuerst  einen 
begrenzten  Theil  des  Körpers,  so  werden  die  Componenten  seiner 
Anziehung  durch  die  Produkte  von  —  ft  in  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  endlichen  Funktion  U  ausgedrückt ;  wächst 
Don  der  Körper  ins  Unendliche,  so  haben  die  Ausdrücke 

/düx  /da\  /dir\ 

-H*;;'    -^Tß)'    -H^J' 

entweder  endliche  oder  unendliche  Grössen  zu  Grenzen.  Im  ersten 
Falle  müssen  diese  Grenzen  immer  noch  die  Componenten  der  An- 
sehung des  unendlichen  Körpers  sein;  im  zweiten  Falle  wird  man 
schliessen,  dass  die  Anziehung  ohne  Grenze  in  dem  Maasse  wächst, 
als  man  einen  grösseren  Theil  des  Körpers  betrachtet,  d.h.  die  An- 
ziehung des  Körpers  wird  unendlich.  Demnach  genügt  es  immer, 
die  Deriyirten  zu  kennen ,  welche  in  dem  Ausdrucke  für  die  Com- 
ponenten Xj  F,  Z  vorkommen ,  ohne  sich  darüber  zu  beunruhigen, 
ob  die  Funktion  U  selbst  endlich  oder  unendlich  ist.  Man  würde 
anf  ähnliche  Weise  schliessen,  wenn  ü  unendlich  würde,  ohne  dass 
der  Körper  es  wäre. 

169.   In  dem  Falle,  wo  die  Anziehung  im  umgekehrten  Yer- 
bjÜtnisB  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkt,  ist 


J'(r)  =  L,     v(r)  =  -^; 


leUt  man  liier 


ffß 


188    — 
Qdxdydx 


=  r,*) 

t/  e/  t/  ^ 

SO  wird 

.=,,©,  r=^e^,  .=.,(?)• 

Ist  der  angezogene  Punkt  ein  Theil  des  Körpers  ,  so  geht  die 
Funktion  (p(r)  durch  das  Unendliche  hindurch;  aber  die  Formeln 
bestehen  immer.  Sie  bieten  in  der  That  keine  Schwierigkeiten 
dar,  wenn  man  sie  auf  den  ganzen  Körper  weniger  einer  unendlich 
kleinen  Kugel,  welche  den  Punkt  einschliesst,  anwendet.  Nun  hat 
V  eine  Grenze,  sobald  diese  Kugel  sich  der  Null  nähert;  denn  das 
Element  des  in  Polarcoordinaten  ausgedrückten  Volumens  ist,  den 
an^t^ogenen  Punkt  als  Anfang  genommen,  =  r'  dr  sin  ^  d^  dy^\ 
wenn  man  nun  durch  r  dividirt  und  in  der  ganzen  Ausdehnung  der 
unendlich  kleinen  Kugel  integrirt,  so  wird  man  eine  unendlich 
kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  erhalten.  Daraus  folgt,  dass 
die  Funktion  F,  über  den  ganzen  Körper  ausgedehnt,  endlich  ist 
und  es  folglich  ihre  Abgeleiteten  nach  a,  j3,  y  gleichfalls  sind.  Man 
sieht  ebenso ,  dass  JT,  F,  Z  gewisse  Grenzen  haben ;  wenn  aber  die 
beiden  Glieder  einer  Gleichung  Grenzen  besitzen,  so  sind  diese 
Grenzen  gleich,  mithin  die  Formeln  für  X^  F,  Z  noch  in  dem  Falle 
richtig,  wo  man  den  ganzen  Körper  betrachtet,  von  dem  der  Punkt 
einen  Theil  maeht. 

170.  Die  Anziehung  auf  den  Punkt  a|3y,  in  der  Richtung  des 
RadiusYectors  r,  der  den  Anfang  mit  diesem  Punkt  verbindet,  hat 
den  Werth 

r   ^       r^      r  ^Kdar^dßr^dyrJ 

Betrachtet  man  U  als  Funktion  a,  ß,  y  und  diese  Coordinaten  als 
Funktionen  von  r  und  den  beiden  Winkeln  ^,  ip,  so  erhält  man 

'dr        da    r '^  Iß  7  "^  "dy  ~r  ' 


*)  Tiefere  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  des  obigen  Inte- 
grales  (des  sogen.  Potentiales  der  Anziehung  eines  Körpers  auf  einen 
Punkt)  enthält  die  Schrift  von  Gauss:  „Allgemeine  Lehrs&tze  in  Bezieh- 
ung auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernungen  wir- 
)cenden  Anasiehungs-  und  Abstossungskräfte.**    Leipzig  1840, 
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indem  man  beaehtet,  daasdie  partiellen  Abgeleiteton  ron  er,  ß^y  in 

et        ß      y 
Bezug  auf  r  der  Reihe  nach  —  ,    —  ,  ~  sind.      Demnacli   ist  die 

r       T      V 

Componente  der  Anziehung  nach  dem  Radinsvector 

du 

▼obei  cjie  beiden  andern  Componenten  in  der  auf  r  senkrechten 
Ebene  angenommen  dind.    In  dem  Falle  von 


F(r)==l 


dV 
wird  dieser  Ausdruck  zu  uf  — . 

dr 

171.   Um    eine  Anwendung   dieser    Formeln  für   den    Fall 

f 
F(r)  =  --  zu  geben,  wollen  wir  eine  hohle  Kugel  betrachten,  für 

welche  q  irgend  eine  Funktion  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  ist. 
Zar  Achse  der  x  nehmen  wir  die  Gerade ,  welche  den  Mittelpunkt 
mit  dem  angezogenen  Punkte  verbindet,  und  welche  offenbar  die 
Richtong  der  Resultante  der  Anziehungen  ist.  Bezeichnen  wir  mit 
a  and  A  die  Radien  der  beiden  Oberflächen ,  welche  den  Körper 
begrenzen ,  durch  u  den  Innern  Radius  einer  sphärischen  Schicht 
von  der  Dicke  du ,  und  durch  ^  den  Winkel  eines  beliebigen  Ra< 
diQs  mit  der  Achse  der  x,  so  bestimmt  sich  V  durch  die  Gleichung 

^Qi^dusin  ^  d^ 


=-//' 


wo  die  Integration  in  Bezug  auf  ^ ,  zwischen  0  und  n  au«gefühct, 
den  Theil  von  V  giebt,  welcher  der  Schicht  von  der  Dicke  du  ent- 
spricht, und  die  nachherige  auf  u  bezügliche  Integration  den  gan- 
zen Werth  von  V  bestimmt;  dabei  ist 


worans 


ttnd  folglich 


rdr  =  au  sin  d-  rfd, 


='t//.» 


dudr. 


Wag  die  Grenzen  von  r  für  0  =  0  und  -frs^«  betriffit ,  so 
musman  den  Fall,  wo  der  Punkt  ausserhalb  des  Körpers  lie^, 
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▼otf  demjenigen  unterscheiden ,  wenn  er  im  Innern  desselben  ent- 
halten ist. 

1)  Für  einen  äusseren  angesogenen  Punkt  hat  man 

a>Ä 

und  folglich  a>ti  für  alle  in  Frage  kommenden  Schichten;    dies« 

giebt 

A 

r  in   C 

ld!rs=2t<  und  F=: —    1  Qt^  du. 

a 
Bezeichnet  man  mit  M  die  Masse  des  Körpers ,  so  ist 

A 


4jk  I ift^dus=iM\ 


mithin 

r=  — ,  woraus  X  =  —  ^-t-. 
a  a 

Die  An  Ziehung  ist  also  dieselbe,  alsw&redieganze 
Masse  derHohlkugelin  ihremMittelpunkte  vereinigt 

3)  Wenn  der  angezogene  Punkt  innerhalb  der  kleineren  Ober- 
fläche liegt,  so  hat  man 

also  auch  a^ti  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Werthe  ron  u\ 
diess  giebt 

jdrz=z%a  and    r=4ff   1  f^udu. 

Da  diese  Qrösse  unabhängig  von  a  ist,  so  wird 

dF 

—  =  0  und  folglich  X=  0. 

D.h.  Bei  demselben  Gesetze  der  Anziehung  übt  di< 
Hohlkugel  keineAnziehung  auf  einen  innerhalb  ihrei 
kleineren  Oberfläche  liegenden  Punkt  aus. 

Die  Wirkung  einer  Hohlkugel  auf  einen  in  der  anziehendei 
Masse  selber  liegenden  Punkt  reducirt  sich  hiemach  auf  die  An 
Ziehung  einer  Hohlkugel,  welche  zwischen  der  Kugelfläche  mi 
dem  Badius  a  und  der  durch  den  angezogenen  Punkt  gehend  ei 
concentrischen  Fläche  enthalten  ist.  Die  Masse  dieses  letztei 
Theiles  muss  man  sich  im  Centrum  vereinigt  und  nach  demselbei 


-     191     — 

Gesetze  auf  den  Punkt  wirkend  denken.  Verlangt  man  z.  B.  die 
Wirkung  einer  vollen  homogenen  Kugel  auf  einen  in  ihrem  Innern 
am  a  vom  Centrum  entfernt  liegenden  Punkte  so  hat  man 

in  nehmen ,  und  die  Anziehung  ist 

d.h.  dem  Abstände  vom  Centrum  direct  proportional. 

172.  Wirkung  irgend  eines  Körpers  auf  einen  sehr 
entfernten  Punk  t.  Wenn  ein  Körper  von  beliebiger  Form  und 
Dichtigkeit  auf  einen  Punkt  wirkt,  der  von  allen  Punkten  des  Kör* 
pen  in  Bezug  auf  dessen  Dimensionen  sehr  grosse  Abstände  hat, 
M  Itot  sich  die  Anziehung  auf  folgende  Weise  berechnen. 

Wir  nehmen  die  Anziehung  im  umgekehrten  Verhältniss  des 
Quadrats  der  Entfernung,  den  Schwerpunkt  des  Körpers  zumCoor- 
dinatenanfang  und  die  durch  den  angezogenen  Punkt  gehende 
Gerade  zur  Achse  der  x.  Sei  i  der  Abstand  beider  Punkte,  u  der 
Badiosvector  irgend  eines  Punktes  des  Körpers,  dm  seine  Masse, 
X  seine  Abscisse ,  ft  die  Masse  des  angezogenen  Punktes ,  so  ist 
die  Entfernung  dieses  letzten  Punktes  von  irgend  einem  Punkte  des 
K5q[»er8 

=  y^ — 2da:  +  M« 
und  dem  entsprechend 

i       1  /        2ar      m'x      1 

Durch  Entwickelung  der  Potenz  desTrinomes  (z.  B.  nach  dem  bi- 
nomischen Satze)  erhält  man  eine  nach  Potenzen  von  -r  fortsch^ei- 

o 

tende  Reihe,  die  um  so  convergenter  ist,  je  kleiner  -r- ausfällt ;be- 

0 

leiehnet  man  femer  mit  M  die  ganze  Masse  des  anziehenden  Kör* 
pers  und  beachtet,  dass  2xdm  wegen  der  Eigenschaften  des 
Schwerpunktes  verschwindet,  so  bleibt 

r=  j  +  ^2:(3a:*— ti«)rfm+  etc. 

Und  man  kann  sich  darauf  beschränken  V^i^-r-  zu  nehmen,  indem 

o 

'^^tt  ^  gegen  ^  vernachlässigt.     Betrachten  wir  jetzt  ein  System 
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7pn  Achsen,  die  immer  durch  den  Schwerpunkt  gehen,  und  be- 
seichnen  mit  a,  ßy  y  die  Cooxdinaten  des  angezogenen  Punktes,  so 
ist  «*  =  «•  +  /?  +  /,  folglich 

Die  drei  Componenten  der  Anziehung  sind  daher 

lifMa  (ifMß  (ifMy 

woraus  man  ersieht,  dass  ihre  Resultante  durch  den  Coordinaten- 
anfang  d.  h.  durch  den  Schwerpunkt  der  ganzen  anziehenden  Masse 
geht,  und  dass  sie  denselben  Werth  hat,  als  wenn  die.  ganze  Masse 
in  diesem  Punkte  vereinigt  wäre.  Diess  Resultat,  welches  für  ei- 
nen beliebigen  Körper  nur  ein  angenähertes  ist,  gilt  für  den  Fall 
einer  Kugel  genau,  wie  gross  auch  die  Entfernung  des  angezoge- 
nen Punktes  sein  mag,  vorausgesetzt  nur,  dass  er  ausserhalb  der 
Kugel  liegt.  In  diesem  Falle  würden  bei  der  Integration  alle  Glie- 
der mit  Ausnahme  des  ersten  verschwinden. 

Die  vorhergehende  Rechnung  ist  mit  Zugrundelegung  eines 
speciellen  Anziehungsgesetzes  geführt,  man  wird  sich  aber  leicht 
überzeugen,  dass  das  Resultat  in  dem  Falle  dasselbe  bleibt,  wo  die 
Anziehung  im  umgekehrten  Verhältnisse  irgend  einer  andern  Po- 
tenz der  Entfernung  und  selbst  nach  verwickeiteren  Gesetzen  wirkt. 


Annehong  einer  ellipBoidischen  Schicht  auf  einen 

innem  Funkt  - 

1 73.  Der  Satz ,  welchen  wir  hinsichtlich  der  Wirkung  einer 
sphärischen  Schicht  auf  einen  innem  Punkt  entwickelt  haben,  lässt 
sich  geometrisch  auf  den  allgemeineren  Fall  ausdehnen,  wo  die  an- 
ziehende Masse  zwischen  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  liegt,  deren 
Achsen  zusammenfallen.  Wir  setzen  zunächst  den  Körper  als  ho- 
mogen voraus,  nennen  M  den  angezogenen  Punkt,  ii  seine  Masse, 

und  betrachten  ihn  als  den  Scheitel  einer 
unendlichen  Menge  körperlicher  Winkel, 
welche  den  ganzen  Raum  um  ihn  herum  er- 
füllen; vorerst  suchen  wir  die  Resultante 
der  Wirkung  zweier  Theile ,  die  in  irgend 
einem  dieser  Winkel  und  dem  gegenüber- 
stehenden Winkel  enthalten  sind.    Sei  DCAB  eine  der  Kanten  die- 
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ses  Winkels,  so  ist  wegen  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Ellipsoide 
AB=CD,  Bezeichnen  wir  mit  od  das  Maass  des  körperlichen 
Winkels,  so  können  wir  den  Körper  AB  in  Elemente  zerlegen, 
deren  Dicken    pq  die  Gerade  AB  ausmachen   und  deren  Grösse 

ür*dr  ist;  durch  Multiplication  mit  ^^  erhält  man  die  Anziehung 

welche  dieses  Element  auf  den  Punkt  ausübt;  man  findet  sie 
=Qfftfiadr,  und  die  Summe  gffim.AB  giebt  die  Anziehung  der  in  AB 
enthaltenen  Masse.  Ebenso  ist  qfuno.CD  die  Anziehung  der  in  CD 
enthaltenen  Masse ;  wegen  der  Gleichheit  von  AB  und  CD  sind  auch 
diese  Anziehungen  gleich  und  heben  sich  folglich  auf.  Dasselbe 
gilt  für  alle  andern  körperlichen  Winkel  um  M  und  daher  übt  der 
homogene  zwischen  zwei  beliebigen  ähnlichen  Ellipsoiden  enthal- 
tene Körper  keine  Anziehung  auf  einen  Punkt  aus ,  der  innerhalb 
seiner  kleinern  Oberfläche  liegt. 

Dieser  Satz  ist  unabhängig  von  der  Dicke  und  gilt  daher  auch 
ftir  eine  unendlich  dünne  Schicht.  Deshalb  bleibt»  er  weiterhin 
richtig  für  einen  Körper  von  beliebiger  Dicke,  der  zusammenge- 
setzt ist  aus  homogenen  Schichten,  die  zwischen  ähnlichen  Ellipsoi- 
den enthalten  sind ,  und  deren  Beschaffenheit  sich  auf  irgend  eine 
Weise  von  der  einen  zur  andern  Schicht  ändert. 

174.  Für  einen  Körper,  welcher  einen-  Punkt  nach  irgend 
einem  Gesetze  anzieht ,  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

dV      ^  du      ^  du 

^^-^Ta^    ^^-^Vß^    ^^-^Ty^ 

denken  wir  uns  den  Punkt  aßy  auf  einer  Fläche  beweglich  und 
stellen  die  Bedingung,  dass  die  Resultante  senkrecht  auf  der  Fläche 
bleibe ,  so  ist  für  alle  Verrückungen  auf  dieser  Fläche  die  Be- 
dingung 

Xda-^Ydß+Zdy^^^ 
oder 

erforderlich  ,  welche  beweist,  dass  TJ  constant  ist.  Die  Gleichung 
der  fraglichen  Fläche  einer  sogenannten  Niveau  fläche  ist  also 

wo  e  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.     Für  die  Anziehung 

Aaalytisch«  Mechanik.  13 
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nach  i^ra   umgekehrten    Qfiadrate    der   Entfemnng    wM   diese 
Gleichung : 

175.  Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Integrales  V,  die  von 
grossem  Nutzen  zur  Bestimtnung  seines  Werthes  ist,  findet  man 
auf  folgendem  Wege.     Vermöge  des  Werthes  von  r  ist : 


r 
da 

x-^a            r y  —  p            r^ 

r«     '        dß~      r»    ^        dy  "^ 

r        a(a:      «f        1 
'^7_3(t-y)»        1 

r« 

woraus  folgt : 

- 

d.i       d.1*     ^I 

r    j         r    1         r 

Andererseits  hat 

man 

wo  dt'  das  Element  des  Volumens  bezeichnet;  ferner  ist  bekannt,! 
dass  die  Differentiation  eines  Integrales  in  Beziehung  auf  eine  in, 
dessen  Grenzen  nicht  effthkketie  CoBstanfte  unter  dem  Integral- 
zeichen  geschieht ;  man  hat  daher  für  den  vorliegenden  Fall  > 


da» 


195 


dy*        JJJd 


r 


dabei  wird  jedoch  Toraasgeset^it,  dftss  die  Funktion  —  ni&lxt  .upei&d- 

r 

lieh  werde  für  irgend  einen  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals 
liegenden  Werth ,  denn  in  diesem  Fallle  könnte  die  Differentiation 
unter  dem  Integraboichen  falsche  Beisnltate  ^ebe^p.  Wcgto»  dem- 
nach der  Pnnkt  or,  /?,  y  keinen  Theil  des  anziehenden  Körpers  ans- 
maeht,  so  findet  die  Beziehung  statt : 

Bildet  der  angezogene  Punkt  einen  Theil  dos  Körpers ,  so  be- 
schreibe man  eine  unendlich  kleine  Kugel  vm  den  Punkt  herum ; 
die  Funktion  F,  für  den  ganzen  übrigen  Theil  des  Körpers  be- 
trachtet ,  genügt  dann  immer  noch  der  obigen  -Gleichung.  Sei  q 
die  Dichtigkeit  des  Körpers  im  angezogenen  Punkte,  also  auch  die 
der  kleinen  Kngel ,  so  sind  die  Coroponenten  der  Anziehung  der 
Kagel  auf  diesen  Punkt,  welcher  in  ihrem  Innern  liegt : 

wo  a,  b^  c  die  Coordinaten  des  Centrum^  der  kleinen  Kugel  sind; 
mau  hat  daher,  wenn  V  den  auf  die  Kugel  bezogenen  Theil  von 
r  bezeichnet 

rfr' 


woraus 


J 

and  folglich 

d*r    d*r    d»r 

wo  p  die  D^öhtigkeit  im  .-ai^eiiQgQDen  Pnnkte  «iHt.     ^ 

Wir  wollen  jetzt  an  einigen  sehr  einfachen  Beispielen  zeigen, 

13* 
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wie  die  GleichuDgen  1)  und  f)  dazu  dienen,  können  die  Funktioi 
V  sn  befitimmen  und  ans  ihr  die  drei  Componenten  der  Ansiehnnf 
herzuleiten. 

176.  Anwendung  anf  die  Kugel.  Wenn  die  Kugel  al 
aus  homogenen  Schichten  gebildet  vorausgesetzt  wird,  so  ist  V  eivn 
Funktion  der  Entfernung  r  des  Centrums  der  Kugel  von  dem  an 
gezogenen  Punkte;  die  Resultante  der  Anziehung  fUllt  in  die  6e 

rade,  welche  diese  beiden  Punkte  verbindet  und  ist  =  i*/-;-.    Du 

dr 

Oleichung  r*  =  a'  +  j3*  +  y*  giebt  . 

dr a       dr        ß        dr y 

da        r  ^     dß  r  ^     dy        r 

und  man  hat  folglich 

^V^tfdfV       \  dV      cfdV 
</«•  ~r*  df*  '^  r  dr         t* dr  ' 

dfP  ~^dr*  '^  r  dr  ~H^' 

rfy*  ~r*  dr^   '^  r  dr        r*  dr' 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  wird  für  einen  äussern 

Punkt : 

d^V       2  dV __ 

dr*         r  dr 

Die  Function  V  hängt  also  von  einer  Gleichung  ab ,  welche  keine 

partiellen  Differentiale  enthält.    Multiplicirt  man  sie  mit  r*,  so  wird 

dV 
ihr  erster  Theil  der  Differentialquotient  von  r*  —  ,    mithin   giebt 

die  Integration,  wenn  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet: 

dr  ~^' 
Setzen  wir  zuerst  die  Kugel  als  hohl  voraus  und  nehmen  den  an- 
gezogenen Punkt  innerhalb  der  kleineren  Oberfläche ,  deren  Ra- 
dius Ät  sei,  so  muss  die  Anziehung  offenbar  =0  werden  f!lrr  =  0, 
was  nur  möglich  ist  für 

dV 
c  =  0  und  folglich— =0. 

Also  sind  di^  Componenten  der  Anziehung  immer  Null ,  und  der 
Punkt  befindet  sich  im  Gleichgewicht,  welche  Lage  in»  dem  leeren 
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Theile  der  Hohlkngel  er  auch  einnehmen  mag.     Betrachten  wir 
zweitens  den  Punkt  als  einen  Theii  der  anziehenden  Masse ,  so  ist 

▼0  Q  eine  gegebene  Funktion  von  r  bedeutet.     Multiplicirt  man 
mit  r'und  integrirt  von  r  =  Ä,  an,  so  kommt  unter  der  Bemerkung, 

dV 

dass  --  für  alle  Punkte  des  Innern  mithin  auch  an  der  Grenze  R. 
dr  * 

Terschwindet, 

r 

dV 


^y^^ußf-dr. 


dr 

Ri 


r 

I  ^nr^qdr  Ah 


r 

Hier  bedeutet    f  ^rn^gdr  die  Masse  zwischen  dieser  und  der  durch 

den  angezogenen  Punkt  gehenden  Fläche ;  bezeichnet  man  sie  mit 
-V,  80  wird 

dr~       r*' 
Demnach  ist  der  absolute  Werth  der  Anziehung 

_^' 

oder  derselbe ,    als  wenn  die  Masse  M*  allein  wirkte  und  in  ihrem 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  auf  der  äusseren  Oberfläche, 
deren  Radius  R  sein  möge,  und  bezeichnet  M  die  ganze  Masse  der 
hohlen  Kugel ,  so  wird 

dV__M 

dr~      Ä*' 

Qod  die  Anziehung  auf  den  Punkt 

Endlich  wollen  wir  einien  Punkt  ausserhalb  der  Kugel  betrach- 
ten  d.h.  einen  solchen,  für  den  r^R]  man  erhält  dann  wie  in 
dem  ersten  Falle 

dV       c 
dr        r  ' 
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aber  wegen  der  Discoatiauität,  die  von  den  Punkten  der  >ia:>se 
kerrtthrty  braucht  die  Constante  c  nicht  denselben  Werth  wie  für 
die  inneren  Punkte  zu  haben.  Um  sie  zu  bestimmen,  nimmt 
man  r^=R  und  findet  nach  dem  vorigen  Falle 

-— == —  xi  also  c== — M, 

mithin  ist  fUr  alle  äusseren  Punkte 

dr  ~        r«' 
und  die  Anziehung 

d.  h.  eine  hohle  aus  concentrischen  Schichten  bestehende  Kugel 
ttbt  auf  &üMere  Punkte  dieselbe  Wirkung^  als  wenn  ihre  ganze 
Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

t77.  Anwendung  auf  einen  unendlichen  Cylinder. 
Einen  unendlichen  hohlen  Cyliuder  denken  wir  uns  zusammenge- 
setzt aus  homogenen  Schichten,  deren  Dichtigkeit  nur  eine  Funktion 
der  Entfernung  von  der  Achse  sein  möge ,  die  wir  zur  Achse  der 
z  nehmen ;  seine  Wirkung  auf  irgend  einen  Punkt  ist  gegen  die 
Stelle  gerichtet,  wo  die  Achse  von  einer  auf  ihr  senkrechten  durch 
den  angezogenen  Punkt  gelegten  Ebene  geschnitten  wird.  Die^eu 
Durchschnitt  wählen  wir  zum  Coordinatenanfang  und  bezeichnen 
mit  r  seine  Entfernung  vom  angezogenen  Punkte.  Die  Anziehung 
ist  nur  von  r  abhängig  und  zwar 

dV 

Für  alle  Punkte,  welche  keinen  TheÜ  der  Cylindermasse  aus- 
machen, erhält  man,  weil  V  unabhängig  von  y  ist, 

d^^d^~    ' 
woraus 

d^V  ,    \  dV      ^ 
dr*         r  dr 

Mit  r  multiplicirt,  giebt  diess 
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und  durch  Integration 

,  dr        r  ' 

wo  c  die  willkürliche  Constante  ist.  Diese  hat  aber,  wie  früher 
bei  der  Hohlkngel,  für  äussere  und  innere  Punkte  nicht  denselben 
Werth  und  es  sind  daher  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  r  kleiner 
als  der  innere  oder  grösser  als  der  äussere  Radius  des  Cylin- 
dor&  ist. 

Im  ersten  Falle  muss  c  =  0  sein  für  r  =  0 ,  also  erhält  man 
für  alle  Punkte  des  Innern 

dV 

•5r  =  *' 

d.  h.  „ein  hohler  unendlicher  aus  homogenen  concen- 
Irischen  Schichten  gebildeter  Cylinder-  übt  auf 
einen  innerhalb  des  umschlossenen  Hohlraumes  lie- 
genden Punkt  keine  Anziehung  aus/*  Direct  würde 
man  diesen  Satz  auf  dieselbe  Art  wie  für  das  hohle  Ellipsoid  be- 
weisen. 

dF 
Suchen  wir  jetzt  den  Werth  von  —  für  die  ajur  Masse  desCv- 

Hnders  gehörigen  Punkte ;  für  diese  hat  man : 

rf*r  ,     l  dV 

und  man  findet  durch  Integration,  indem  man  durch  Ri  den  Radius 
der  inneren  Fläche  'bezeichnet, 

r 


dv         r 

-=^,„J^rdr. 


dV 
Dabei  ist  keine  Constante  hinzuzufügen ,  weil  —  =  0  wird    für 

dV 
r=Ä, ,  indem---  Null  ist  für  alle  Punkte  innerhalb  der  Ober- 

dr 

fliehe  mit  dem  Radius  Ri.     Für  r  =  R  wird 

H 


dV  ^n    r     , 

d^^-Tj^''' 
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Für  die  äusseren  Punkte  erhält  man 

dr         r'         • 

Nimmt  man  r  =  Ä ,  so  giebt  die  vorige  Gleichung 

R 

C=  —  4n  I QV  dr, 

«r 

Da  hiermit  die  Constante  bestimmt  ist,  so  hat  man  für  alle  r^R 

dV_€ 
dr  ~  r'^ 

und  die  Anziehung  des  Gjlinders  ist:» 

tifC 

r  ' 

wie  man  sieht,  ändert  sie  sich  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Entfernung  des  Punktes  von  der  Achse  des  Cylinders. 


Anziehung  der  EUipsoide. 

1 78.  Um  die  drei  Componenten  der  Anziehung  eines  homo» 
genen  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  zu  finden ,  zerlegt  man  diesen 
Körper  in  unendlich  dünne  Schichten  und  z^var  durch  eine  Keihe 
von  Flächen,  welche  derBegrcnzungsfläcLe  ähnlich  sind;  man  sucht 
ferner  die  Componenten  der  Anziehung  irgend  einer  Schicht,  in- 
dem man  dieselben  als  Functionen  der  Dicke  und  des  Parameters 
ansieht ,  welcher  eine  der  Oberflächen  dieser  Schicht  bestimmt, 
endlich  integrirt  man  die  drei  Differentiale ,  wobei  man  den  Para- 
meter zwischen  den  Grenzen  variiren  lässt,  welche  den  äussersten 
Oberflächen  entsprechen. 

Bei  einem  vollen  EUipsoid  sind  die  Grenzflächen  die  äussere 
Fläche  des  Ellipsoids  und  sein  Mittelpunkt;  ist  der  anziehende 
Körper  zwischen  den  Oberflächen  zweier  ähnlichen  EUipsoide  ein- 
geschlossen, so  sind  diese  Flächen  die  beiden  Grenzen;  befindet 
sich  endlich  der  angezogene  Punkt  im  Innern  des  Körpers,  so 
braucht  man  den  Theil,  welcher  ausserhalb  der  Oberfläche  des 
durch  den  Punkt  gehenden  ähnlichen  Ellipsoids  liegt,  nicht  zu  be- 
achten, weil  man  weiss,  dass  er  keine  Wirkung  ausübt.  In  allen 
Fällen  kommt  man  auf  das  Problem  zurück,  die  Componenten  der 
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Anziehung  zu  berechnen ,  welche  eine  zwischen  zwei  ähnlichen 
anendlich  nahen  Oberflächen  enthaltene  ellipsoidische  Schicht 
auf  einen  ausser  ihr  oder  auf  ihrer  Oberfläche  liegenden  Punkt 
aasübt. 

Wir  werden  zunächst  dieses  Problem  auf  den  Fall  zurückftih- 
ren,  wenn  der  angezogene  Punkt  auf  der  äusseren  Grenzfläche  der 
Schicht  liegt«  Die  hierzu  nöthigen  Entwickelungen  sind  den  Ar- 
beiten von  Chasles  entnommen. 


Tergleidmng  der  Anziehung  zweier  confocalen  Schichten  auf 
einen  und  denselben  änsseren  Punkt 

]  79.  Bei  einer  homogenen  zwischen  zwei  ähnlichen  unendlich 
nahen  EUipsoiden  enthaltenen  Schicht  sind  die  Componenten  ihrer 
Wirkung  auf  einen  äusseren  Punkt  xyz  proportional  den  nach 
.^yffyZ  genommenen  partiellen  Differentialquötienten  einer  Funktion 
^,  welche  die  Summe  aller  Massenelemente  der  Schicht,  jedes  di- 
vidirt  durch  seine  Entfernung  vom  Punkte  xyz^  darstellt.  Wir  be- 
trachten zweitens  eine  homogene  Schicht  von  beliebiger  Dichtig* 
keit  zwischen  zwei  einander  ähnlichen  EUipsoiden,  von  denen  das 
aossere  durch  den  angezogenen  Punkt  xyz  oder  M  geht,  und  welche 
confocal  sind  mit  den  Begrenzungsflächen  der  ersten  Schicht,  so 
das8  beide  Ellipsoide  vollkommen  bestimmt  sind  und  'die  gleichna- 
migen Achsen  beider  in  demselben  Verhältnisse  stehen.  Ferner 
wollen  wir  mit  dem  Ausdrucke  correspondirende  oder  ent- 
sprechende Punkte  auf  den  Oberflächen  zweier  beliebiger 
Ellipsoide  solche  Punkte  bezeichnen,  dejen  Coordinaten  sich  unter 
einander  wie  die  ihnen  parallelen  Achsen  verhalten.  Man  erkennt 
leicht,  dass  bei  confocalen  EUipsoiden  die  Entfernung  irgend  eines 
Punktes  des  einen  Ellipsoides  von  irgend  einem  Punkte  des  andern 
gleich  ist  der  Entfernung  der  jenen  Punkten  entsprechenden  Punkte. 
Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  den  zwei  nachstehenden  Theo- 
remen, deren  Beweis  wir  wegen  ihrer  Einfachheit  übergehen : 

1)  „Die  Differenz  der  Quadrate  der  Entfernungen 
zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  einerseits 
und  dem  Mittelpunkte  zweier  confocalen  Ellipsoide 
andererseits  ist  constant;** 

3)  „Das  Product  aus  irgend  einem  Radiusvector 
deseineaund  irgend  einem  Yector  des  andernEllip* 
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soides  und  aus  demCosinus  desWinkels  zwischen  bei- 
den Ye  et  oren  bleibt  dasselbe  für  die  entsprechenden 
Punkte." 

Auch  ist  die  Summe,  der  Quadrate  dieser  Radien  vermöge  des 
ersten  Satzes  auf  beiden  Seiten  dieselbe,  woraus  der  in  Rede 
stehende  Satz  folgt. 

Man  sieht  nun  leicht,  indem  man  diese  Sätze  auf  die  vorhin 
erwähnten  confocalen  Schichten  anwendet,  dass  jedem  in  der  Dicke 
der  einen  Schicht  genommenen  Punkte  ein  in  der  andern  Schicht 
liegender  Punkt  entspricht  und  dass  ferner  zwei  auf  den  Ober- 
flächen begrenzte  Stucke ,  von  denen  sich  alle  Punkte  in  beiden 
Schichten  entsprechen,  proportional  sind  den  Produkten  der  drei 
Coordinaten  der  correspondirenden  Punkte,  oder  den  Produkten 
der  Achsen  der  inneren  oder  äusseren  EUipsoide  und  folglich  den 
Hauminhalten  der  beiden  Schichten.  Denn  man  kann  diese  Vo- 
lumina in  unendlich  kleine  Parallelepipecfa  zerlegen,  deren  Kan- 
ten den  Achsen  parallel  sind  und  deren  Ecken  in  den  entsprechen- 
den Punkten  liegen;  die  Kanten  dieser  Parallelepipeda  sind  den 
parallelen  Achsen  proportional,  die  Volumina  also  den  Produkten 
der  drei  gleichnamigen  Achsen,  und  folglich  werden  ihre  Summen 
oder  die  beiden  fraglichen  Volumina  gleichfalls  in  der  angegebenen 
Weise  proportional. 

Das  Volumen  der  vorliegenden  Schicht  theilen  wir  in  unend- 
lich kleine  Elemente ,  dividiren  die  Masse  eines  jeden  durch  seine 
Entfernung  vom  Punkte  M  und  erhalten  so  alle  Elemente  des  Po- 
tentiales  F.  Das  Volumen  der  zweiten  Schicht  zerlegen  wir  in 
entsprechende  Elemente  und  dividiren  die  Masse  eines  jeden  dnrch 
seine  Entfernung  vom  Punkte  M\  welcher  dem  Punkte  M  auf  der 

äusseren  Grenzfläche  der  gegebenen  Schicht 
Eist.  43. 
°'  _J  entspricht.    Da  zwei  entsprechende  Elemente 

sich  unter  einander  wie  die  ganzen  Schichten 
verhalten,  und  ihre  Entfernungen  von  den 
correspondirenden  Punkten  Jlf,  M'  gleich  sind, 
so  müssen  die  beiden  Summen  oder  die  bei- 
den Funktionen  V  den  Massen  der  beiden  Schichten  gleichfalls 
proportional  sein.  Nun  ist  das  Potential  F,  welches  sich  auf  die 
durch  M*  gehende  Schicht  bezieht,  constant  für  alle  Punkte  in 
ihrem  Innern,  und  folglich  auch  für  alle  Punkte  der  äusseren  Grenz- 
fläche der  durch  M'  gehenden  Schicht,  also  wird  auch  das  Potential 
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V  for  ^ie  vorliegende  Schicht  constant  sein,  welche  Lage  man  dem 
Punkte  M  auf  dem  confocalen  durch  M  gehenden  Ellipsoide  auch 
geben  mag.  D.h.  „die  Resultante  der  Anziehung  der 
gegebenen  Schicht  auf  den  Punkt  M  ist  normal  zu 
dem  confocalen  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ellip- 
soide.** 

• 

Wir  können  jetzt  die  Anziehung  der  ersten  Schicht  auf  den 
Pankt  M  mit  der  Wirkung  einer  andern  Schicht  vergleichen,  deren 
zwei  ähnliche  Grenzoberflächen  mit  denen  der  ersten  eonfocal  und 
zwinchen  jenen  und  der  durch  ilf  gehenden  Fläche  enthalten  sind.  In 
der  That  geben  ihre  beiden  Potentiale,  in  Bezug  auf  den  Punkt ilf, 
darcb  ihre  respectiven  Massen  dividirt,  dasselbe  Kesultat,  was  aus 
dem  vorhin  Gesagten  hervorgeht.  Daraus  folgt,  dass  die  partiellen 
Differentialquotienten  der  beiden  Potentiale  wie  sie  selbst,  in  dem 
VerhSltniss  der  Massen  ihrer  Schichten  stehen ,  und  dass  mithin 
i,die  Resultanten  der  Anziehungen  dieser  beiden 
Schichten  auf  einen  und  denselben  äusseren  Punkt 
dieselbe  Richtung  haben  und  ihren  Massen  propor- 
tional sind."  *) 

Mittelst  dieses  Satzes  gelangen  wir  zu  der  angektindigten  Re- 
dactioD.  Wir  können  nämlich  voraussetzen,  dass  die  Schicht,  deren 
Wirkung  wir  so  eben  mit  Anziehung  der  gegebenen  Schicht  ver- 
glichen haben,  zusammenfalle  mit  jener,  deren  äussere  Oberfläche 
durch  den  Punkt  M  geht.  Da  diese  beiden  Wirkungen  in  demsel- 
ben Sinne  geschehen  und  den  Massen  der  beiden  Schichten  pro- 
portional sind  ,  so  bestimmt  die  eine  von  ihnen  die  andere.  D.  h. 
„Um  die  Wirkung  einer  Schicht  auf  einen  äusseren 
Punkt  zu  finden,  berechnet  man  die  auf  den  nämlichen 
Pnnkt  gerichteteAnziehukgeinerconfocalenSchicht, 
welche  aus  derselben  Substanz  besteht  und  deren 
anssere  Oberfläche  durch  diesen  Punkt  geht;  diese 
Anziehung  multiplicirt  man   durch   das  Verhältniss 


*)  Dieser  8atz  führt ,  wie  Charles  gezeigt  hat  und  wir  bald  sehen 
«erden,  zu  dem  berühmten  Maclaarin*Bchen  Theorem  ,  welches  die  An- 
liehnng  eines  homogenen  Ellipsoids  anf  einen  äussern  Pnnkt  finden  lehrt, 
wenn  die  Anziehung  eines  andern  Ellipsoids  anf  einen  Punkt  seiner  Ober- 
fläche bekannt  ist.  Diese  Reduction  hat  ihren  Werth  darin,  dass  die  letztere 
Anziehrmg  leichter  ermitteU  werden  kann. 
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des  Volamens  der  ersten  zur  zweiten  Schicht,    ohne 
etwas  an  ihrer  Richtung  zu  ändern/^ 

Bereohnimg  der  Wirkung  einer  ellipsoidischen  Schicht  auf 

einen  Punkt  ihrer  Oberfläche. 

1 80.  Sei  M  irgend  ein  Punkt  der  äusseren  Oberfl&che  einer 
homogenen  Schicht  zwischen  zwei  ähnlichen  und  unendlich  nahen 
Ellipsoiden;  die  Anziehung  der  Schicht  auf  diesen  Punkt  geschieht 
in  der  Richtung  der  Normalen  MN  auf  dem  äussern  EUipsoide  ,  so 

dass  man  jede  elementare  Wirk- 
Fig^44.  kung  durch  ihre  Componente  nach 

MN  ersetzen  kann.  Zugleich  be- 
trachten wir  den  Punkt  M  als  den 
Scheitel  einer  unendlichen  An- 
zahl körperlicher  Winkel,  welche 
den  Raum  auf  einer  und  dersel- 
ben Seite  der  Tangentialebene 
erfüllen. 

Ist  dm  irgend  einer  dieser  Winkel  und  MM*  die  Richtung  einer 
seiner  Kanten ,  so  kann  man  den  von  ihm  eingeschlossenen  Theil 
der  Schicht  in  Elemente  zerlegen ,  deren  Volumen  durch  r*  dr  dw 
ausgedrückt* wird,  wo  r  ihren  Abstand  vom  Punkte  M  bezeichnet. 
Multiplicirt  man  mit  der  Dichtigkeit  p ,  mit  der  Attractionskraffc  f 
der  Masseneinheit  in  der  Einheit  der  Entfernung,  mit  der  Masse  fi 
des  in  ^  angenommenen  Punktes  und  dividirt  durch  das  Quadrat 
der  Entfernung,  so  erhält  man  die  Anziehung  des  Elements  der 
Schicht  auf  die  Masse  fi ;  ihr  Werth  ist 

Q  f  yLQt  dm\ 
durch  Integration  von  M  bis  P  wird  hieraus 

qf^  .MP,  den 
und  bei  nochmaliger  Integration  von  P'  bis  M' 

Q  ffi.  M'P\  da. 
Nun  ist  M*P'  =  MP  wegen  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Ellipsoide, 
also  reducirt  sich  die  Anziehung  des  in  dem  Winkel  dm  enthaltenen 
Theils  auf 

^Qfli  .MP^dm. 
Ikirch  Multiplication  mit  cos  (^PMK)  erhält  man  ihre  Componente 
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in  der  Richtung  der  Normale ;  wegen  MP,  cos  PMIC=  MIC  hat  man 
daför 

2p/*fi  .MK.da. 

Dieser  Ansdrack  ist  nur  genau  unter  der  Voraussetzung  eines  un- 
endlich kleinen  BogensPAf,  die  hier  wegen  der  unendlichen  Klein- 
heit Yon  MK  stattfindet. 

Der  grüsste  Winkel  KMP  ist  ein  rechter,  weil  PK  ein  unend- 
lich Kleines  von  niedrigerer  Ordnung  als  3fir  ist,  sodass  man  durch 
Sammirung  aller  ähnlichen  Ausdrücke  für  alle  Elemente  dts^  als 
Wirkung  der  ganzen  Schicht  erhält 

^ng  ffi  MK, 
Statt  der  Dicke  MK  der  Schicht  im  Punkte  M,  ist  es  hesser  die 
Differenz  der  grossen  Haihachsen  a  und  a -i- da  der  beiden  Ober- 
flächen einzuführen.     In  dieser  Beziehung  man 

—  =  — ,    woraus  AfA^  =  ÖO  ^ ; 

hier  lässt  sich  -r-rr  durch  -rpr  oder  durch  —  ersetzen ,    mithin    ist 

MO  10  a 

die  Anziehung  der  Schicht: 

da 

47t(ff(lP—, 

a 
wo  P  die  Senkrechte  vom  Mittelpunkt  auf  die   in  M  berührende 
Ebene  bezeichnet. 

Die  mit  den  positiven  Achsen  der  x^  y^z  parallelen  Compo- 
nenten  dieser  Wirkung  erhält  man  durch  Multiplication  mit  den 
Cosinus  der  Winkel,  welche  die  innere  Richtung  der  Normale  mit 
den  Achsen  bildet.  •  Bezeichnen  wir  mit  a,  6,  c  die  Halbachsen  des 
EUipsoids  und  mit  x^y^z  die  Coordinäten  von  3f,  so  haben  diese 
Cosinus  folgende  Werthe : 

—  Px      —Py     —Pz 
"V"'    ~^'   ~d^' 

Die  drei  Componenten  sind  daher 

^     P^x  da  ^       ^    P^y  da  ^       ^    PH  da 

-^^Qf!^—;^^    "^"^^f^—ä^^    ~^^f^^~^'' 


wo  P*  den  Werth  hat : 


/>«  = 


X^  !/•  t* 

Z.  +  *L  J 

>.4    ~  k4      •     a4 


a*    •   6* 
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Man  katnn  noch  beachten,  dass  wegen 

da dh       de 

a         b         c 

die  Ansdrücke  der  beiden  letzten  Componenten  sich  ans  dem  ersten 
dirrch  Vertanscfamig  von  x  nnd  a  mit  y  und  b  oder  mit  z  nnd  c  her- 
leiten lassen. 


Beffeehnnng  der  ComponenteiL  der  Anxielmng  eines  ElUpseids 

auf  einen  ftnaaeren  Funkt 

181.  Von  den  Halbachsen  A,  B^  C  eines  homogenen  Ellipsoids 
sei  A  die  kleinste  and  zur  Abkürzung 

— Ji—  — A,  ^       — A. 

Bezeichnen  wir  mit  a^  ßy  y  die  Coordinaten  eines  äusseren  Punk- 
tes ,  so  handelt  es  sich  darum ,  die  Componenten  X,  F,  Z  der  An- 
ziehung des  Ellipsoids  auf  diesen  Punkt  zu  berechnen,  in  welchem 
wir  uns  die  Einheit  der  Masse  vereinigt  denken.  Zerlegen  wir  den 
Körper  durch  älinliche  £llipsoide  in  anendlich  dünne  Schichten 
und  nennen  a  und  a  —  da  die  Halbachsen  der  beiden  Oberflächen, 
welche  irgend  eine  Schicht  begrenzen,  so  folgen  hieraus  auch  die 
andern  Achsen ;  und  da  wir  die  Componenten  der  Wirkung  dieser 
firchicht  berechnet  haben ,  so  genügl  es ,  sie  in  Bezug  auf  a  von 
ö  =  0  bis  a  =  A  zu  integriren ,  wenn  das  Ellipsoid  ein  volles  ist. 
In  dem  Falle,  wo  es  sich  um  einen  hohlen  von  zwei  ähnlichen  Ellip- 
Boiden  begrenzten  Körper  handelte,  würde  man  von  demWerthe  für 
a,  der  sich  auf  die  innere  Grenzfläche  bezieht,  bis  zu  dem  Werthe 
von  a  =  A  integriren. 

Der  in  Rede  stehenden  Schicht  substttuiren  wir  eine  andere, 
welche  von  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzt  ist;  diese  Ellipsoide 
nehmen  wir  confocal  den  Begvonzungsfiächen  der  ersten  Schicht 
und  so,  dass  das  grössere  durch  den  Punkt  M  geht.  Sind  a\  b\  c 
und  a — da\  b* — db\  c — de  die  Halbachsen  dieser  beiden  Ellip- 
soide, so  hat  man  folgende  Beziehungen  zwischen  ihnen: 

da       da         a         b         c 

*#•        f^       A.« 
2^  -  +  -  +  ?-  =  I . 
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die  Componenten  der  Wirkung  dieäer  Schicht  auf  den  Punkt  M 
sind 

^     P'^^da  ^  ^  i>'«  da  />'•  da 

mttltiplicirt  man  sie  mit  -77—, »  so  ergeben  »ich  die  Componenten 

der  Wirkung  der  in  Rede  stehenden  Schicht ,  und  indem  man  — 

a 

far  -r  setzt ,  findet  man 
a 

P'^bcda 
dX^=z  —  4nQfa — ,,. .  ,    , 
.  a'bc 

P"*  hc  da 


J    *       » 


.       ^    P'^bcda 
'      c^ab 

Nehmen  wir  — ;  =  ti,  woraus  a'=  «w~\  so  ist  vermöge  der Gleich- 
a 

nngen  I) 

b'  =aj/iF^+k\     c=a  y^vr-^  +  A'* 

b  =^a  —  c  =sa  --- 

A  A 

und  die  Gleichung  2)  liefert  nun 

Demnach  hängt  a  und  folglich  a\  'b\  c  von  u  ab ,  unA  es  ist  daher 
QÖthig  P'*  als  Funktion  von  u  auszudrücken  und  somit  die  Compo- 
nenten  dX,  dVy  dZ  auf  diese  einzige  Variebele  zttrtlckzuführen.         ^ 
Nun  hat  man : 

1  a' 


P'«  = 


'4   ~  J,'4   ~  ^'4  «  «    T     /,— .t    I    UM  T     /.,-f 


lodern  man  die  Gleichung  3)  differentiirt ,  um  da  mit  Hülfe  von  du 
Ufizudrücken,  und  dabei  auf  den  Werth  von  P*^  Rücksicht  nimmt, 
wgiebt  sich 

P'^  da  =  a  *  du, 

woraus 
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hcdu 


rf2r=  —  4nQ  fa 


t  f 


6r    I 
c 


a^bc 
dZ=  ^^jtQfy-^^du. 

Ersetzen  wir  6,  c,  a\  b'y  c  durch  ihreWerthe  in  a  und  «,  so  gebta 
heraus,  und  es  kommt,  wenn  man  noch  die  Masse  Af  ==  f  n^  ABC 
einführt, 

_       3  Mfa M^dM 

~  ^'     (l  +  AV)*  {l  +  it'V)i' 

^        ]  ^  .(i  +  ;iv)*  (i  +  ii'V)4* 

3^/y t^ 

^'    (l+AV)i  (i  +  rv)!' 

Durch  Integration  von  w  =  0  bis  w  =  —,  wo  ^  die  in  der  Riebtang 

der  X  liegende  Halbachse  des   confocalen  durch  den  gegebenen 

Punkt  gehenden  Ellipsoids  bezeichnet,  erhält  man  die  Componen- 

ten  der  totalen  Anziehung ,  nämlich : 

A 
A 
^Mfa    r ti«dii 


dZ  =  — 


5) 


A 

A' 


Y— 


A 


^  %  (i  +  AV)4  (i+rv)4 


darin  ist  J!  durch  folgende  Gleichung  bestimmt : 

Diese  Gleichung  kann  nur  einen  einzigen  positiven  Werth  ftir  a 


±+ t + t 


z== 
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liefern;  die  beiden  negativen  Werthe  beziehen. sich  auf  die  confo- 
calen  Hyperboloide. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  in  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
selbst,  80  hat  man  Ä'=^A^  und  die  zweite  Grenze  der  Integrale  ist 
=  1 ;  diess  giebt  für  die  Componenten  der  Wirkung  auf  einen 
Punkt  in  der  Oberfläche  folgende  Ausdrücke : 

1 
^Mfa   r iMf 

1 

6)       I  Y=       ^^fßf  "'^'^ 

^  /(i  +  AV)!  (i+rv)*' 
1 
—  _  ^/l  f ^^ 

Befindet  sich  der  Punkl  im  Innern  des  Ellipsoids ,  so  braucht 
man  nur  die  Wirkung  eines  ähnlichen  Ellipsoides  zu  betrachten, 
das  durch  diesen  Punkt  geht.  Nun  ist  aber  das  Verhältniss  seiner 
Hasse  zum  Oubus  seiner  Halbachse  der  x  dasselbe  wie  für  das  vor- 

Übende  Ellipsoid ;  man  lässt  daher  in  den  Formeln  6)  --5-    unge- 

ändert,  und  erhält  immer  noch  die  gesuchten  Componenten. 

Man  erkennt  hieraus  die  merkwtlrdige  Eigenschaft,  dass  jede 
Componente  der  Anziehung  eines  Ellipsoids  auf  einen  Innern  Punkt 
nnr  von  der  parallelen  Coordinate  des  Punktes  abhängt  und  ihr 
proportional  ist. 

üebrigens  lassen  sich '  die  Formeln  5)  aus  dem  Integrale, 
welches  in  der  ersten  dieser  Formeln  vorkommt,  ganz  allein  ablei- 
ten.   Sei  nämlich 

A' 


_r tMw 


^  giebt  die  Differentiation  von  LX  nach  A: 

A 
d{XL) 


_  r iMm 

~%  (1  +  AV)*  (1  +  A'V)4 ' 


dX 

Aa&1yti«che  Mechanik.    *  14 
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und  die.Differentiation  von  HL  nach  U : 


du 

wodurch  die  Gleichungen  5)  in  folgende  übergehen: 

j,  ^Mfa 

3ilf/*/5  d(U) 
SMfydjl'L) 

Wäre  l'  =  l ,  60  darf  diese  Specialisirnng  erst  nach  geschehener 
Differentiation  vorgenommen  werden. 

174.  Abgeplattetes  Rotatiojisellipsoid.  Filr5  =  C 
hat  man  ein  au  beiden  Polen  abgeplattetes  Rotationsellipsoid,  fer- 
ner 1'  =  il  und : 

A^ 

A 
t^du 


JF  J 1  + 


Ö 

A 
A 


^~         ^   J(1+AV)«' 


0 
A 
A 


Vermöge  der  bekannten  Integralformeln 

II 


0 
u 


j  fqrit-r  =  xs  (*"  —  «^c  «»i^  ^«')» 
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Sndet  man 


hi/  =  A,  80  liegt  der  Punkt  auf  der  Oberfläche  des  EUipsoides 
selbst;  für  il=  0  reducirt  sich  das  Ellipsoid  auf  eine  Kugel,  und 
die  Formeln  7)  fallen  mit  den  früher  für  diesen  Fall  entwickelten 
Resultaten  zusammen. 

175.  Gestrecktes  Rotationsellipsoid.    Für  A  =  B  ist 
das  Ellipsoid  gleichfalls  durch  Umdrehung  entstanden  aber  ge- 
*  §eii  die  Pole  verlängert;  man  hat  dann  iL=0,  und  die  Formeln  5) 
werden: 


A 
A 


~         ^*  /(l+il'V)*' 

A* 

~  ^  /(i  +  A'V)*' 

A 
A' 


^ 


^xTS 


Bekanntlich  ist  aber 


k 


■ i="qrrt ^yiH^^  +  V^+^^y 

(l  +  rV)i  2i«  2i» 

^d  das  in  Z  vorkommende  Integral  lässt  sich  aus  diesem  ableiten, 
wenn  man  es  mit  l'  multiplicirt  und  das  Produkt  nach  k'  differen- 
tiirt;  man  findet  so 

14* 
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und  folglich 

iMfarÜA^/-,   i'«^       ,/i:A      ,/.   ,  A'»^\l 

iMfy 


Z=z 


k''Jf 


("+/ 


/(^+i/l+*'*^  ^ 


^'*         ,/     .   l''^ 


/ 


1  + 


^*^ 


Das  EUipsoid  wird  zu  einer  Kugel  für  C  =  A  oder  il'  =  0;  die  For- 
meln 8)  nehmen  dann  die  Form  §  an ,  und  liefern  nach  gewöhn- 
licher Behandlung  diejenigen,  welche  dieser  Fall  erfordert. 

Wir  wollen  jetzt  die  Methoden  kennen  lehren ,  mittelst  deren 
man  dasselbe  Problem  löste,  bevor  die  Untersuchung  von  Chasles 
bekannt  war. 


Andere  Methode  zur  Bereclmung  der  Attraction  des  Ellipsoidi. 

176.  Die  directe  Berechnung  der  Anziehung  eines  homogenen 
Ellipsoids  auf  einen  Funkt  ist  viel  leichter ,  wenn  dieser  Punkt  in 
seinem  Innern  oder  auf  seiner  Oberfläche,  als  wenn  er  ausserhalb 
liegt.  Den  ersten  Fall  hat  man  zunächst  behandelt  und  die  For- 
meln auf  einfache  Quadraturen  gebracht ;  nachher  waren  alle  Be- 
mühungen dahin  gerichtet ,  den  zweiten  Fall  auf  den  ersten  zu  re- 
duciren.  Die  Ergebnisse  dieser  Arbeiten  bestehen  in  zwei  Re- 
ductionstheoremen ;  das  eine  trägt  den  Namen  Maclaurin's,  ob- 
gleich dieser  Geometer  es  nur  in  einem  speciellen  Falle  bewiesen 
hat,  das  andere  wurde  von  J  v  o  r  7  aufgestellt.  Später  ist  P  0  i  s  s  0  n 
nach  vielen  Anstrengungen  dazu  gelangt ,  die  Ausführung  der  In- 
tegration für  den  äusseren  Punkt  direct  herzustellen ;  letztere  Un- 
tersnchung  werden  wir  hier  nicht  anführen ,  weil  die  Rechnungen 
zu  verwickelt  sind  und  uns  für  die  Sache  selbst  weniger  wichtig 
erscheinen. 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  schreiben  wir  in  der  gewöhn- 
lichen Form  • 

—  +—+--  =  1 
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nnd  bezeichnen  mit  er,  ß,  y  die  Coordinaten  des  inneren  angezoge- 
nen Punktes  f» ,  welchem  wir  eine  der  Einheit  gleiche  Masse  bei- 
legen ,  mit  q  die  Dichtigkeit  der  homogenen  Materie ,  woraus  das 
Ellipsoid  besteht ,  mit  | ,  17 ,  {;  die  Winkel  zwischen  der  Richtung 
irgend  eines  durch  den  Punkt  fi  gehenden  Radiusvector  und  den 
Achsen,  endlich  mit  (/a>  einen  unendlich  kleinen  körperlichen  Win- 
kel, welcher  die  Richtung  dieses  Radius  und  seinen  Scheitel  in  fi 
hat.  Zerlegen  wir  den  Theil  des  EUipsoids ,  welcher  in  diesem 
körperlichen  Winkel  enthalten  ist,  durch  Kugelüächen,  deren  Mit- 
telpunkte in  ^  liegen  und  deren  Radien  r  um  unendlich  kleine  Dif- 
ferenzen dr  wachsen,  so  ist  irgend  eines  der  entstandenen  Volu- 
menelemente =  r^d<o  dr^  und  da  die  Anziehung  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkt,  so  wird  die  An- 
ziehung des  Elementes  auf  den  Punkt  fi  durch  fy  da>  dr  ausgedrückt. 
Bildet  man  die  Summe  der  Wirkungen  aller  Elemente»  welche  den 
körperlichen  Winkel  von  dem  Scheitel  fi  bis  zu  seinem  Zusammen- 
treffen mit  dem  Ellipsoid  ausfüllen,  so  erhält  man  fg  r  da^  wo  r  den 
Radius  (iM  bezeichnet.  Die  drei  Componenten  der  Wirkung  dieses 
Theils  des  Körpers  sind : 

f^rcos^dm^  fgr  cosridm^  fqr  cos^dm. 
Sei  jetzt  r  der  negative  Werth  des  Radius  fi^T  der  Oberfläche  des. 
EUipsoids,  welcher  denselben  Winkeln  S,i2,t  entspricht.  Verlängert 
man  den  ersten  Winkel  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  würde  eine 
der  vorigen  ähnliche  Rechnung  entstehen;  nur  dieWÄiel,  welche 
sich  auf  seine  Richtung  beziehen,  wären  die  Supplemente  zu  |,  17,  ( 
and  der  absolute  Werth  des  Radiusvector  würde  =  — r  sein;  die 
Componenten  der  Kraft,  welche  von  dem  zweiten  in  dem  gegen- 
überliegenden Winkel  enthaltenen  Theile  des  Ellipsoides  ausgeht, 
sind  demnach 

fgr  cos  ^dio,    fgr  cosrida^    fgr  cos^da. 
Mit  jenen  zusammen  geben  sie : 

h  (''+0  ^^*  I  ^^^  fQ  (r  +  O  ^^^  1?  rfco,  fffir-jr  r)  cos^dtoj 
Qod  wenn  man  die  Summe  von  Ausdrücken  dieser  Art  bildet ,  in- 
dem man  für  dm  alle  Elemente  einer  Halbkugel  nimmt ,  deren 
Centrum  in  fi  liegt  und  deren  Radius  die  Einheit  ist,  so  erhält  man 
die  Componenten  Xj  F,  Z  der  Wirkung  des  ganzen  EUipsoids  auf 
den  Punkt  ^a.  Um  die  Werthe  von  r  und  r  zu  bekommen ,  muss 
man  das  Ellipsoid  auf  Polarcoordinaten  beziehen  mittelst  der 
Formeln : 
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x  =  a  +  rcoa  ^j    y=:ß  +  rco8fiy     2  =  y  +  rco«J:, 

was  als  Oleichnng  des  Ellfpsoids^ergiebt: 
1)  pr*  +  üqr  =  l 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

«II  CO»  {       ßcosfi      ycosj 

o«       6«        c»  ~" 

Man  erkennt  sofort ,  dass  die  beiden  Werthe  von  r ,  welche  durch 
die  Gleichung  1)  ftlr  einen  Werth  der  Winkel  £,  17,  i  gegeben  wer- 
den ,  entgegengesetzte  Zeichen  besitzen ,  weil  p  und  /  wesentlich 
positiv  sind ;  man  hat  folglich 

r-hr  = . 

P 

Aus  der  Bemerkung ,  dass  für  zwei  entgegengesetzte  Richtungen 

'  bis  auf  das  Zeichen  denselben  Werth  hat,  und  dass  folglich  die 

Produkte 

q  cos  I      q  cos  ti      q  cos 

||  P      '     ~P       '        P 

der  Grösse  und  Richtung  nach  für  diese  beiden  Richtungen  die- 
selben sind,  folgt  augenblicklich ,  dass  man  statt  jener  Richtungen 
(iM  des  körperlichen  Winkels,  welche  auf  einer  und  derselben 
Seite  einer  durch  fi  gehenden  Ebene  liegen  ,  auch  alle  um  diesen 
Punkt  herumliegenden  Richtungen  nehmen  kann,  vorausgesetzt, 
dass  das  Resultat  mit  2  dividirt  wird.  Beziehen  wir  also  £  auf 
alle  Richtungen  um  den  Punkt  fA,  so  erhalten  wir 

0  cos  ä 
p 

p 

«             r>     ^Q  cos  t  , 
Z=  ~  fü  Z' -d(o. 

P 
Unter  den  einzelneu  Summen ,  aus  welchen  sich  die  Werthe  von 
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I,  7,  Z  suBammensetzen,  wenn  man  für  q  seinen  Werth  substitairt, 
finden  dch  u.  A.  die  drei  folgenden : 

cos  £  cos  fj  dm  cos  £  cos  ida  cos  ni  cos  (  da 

P  P  P 

Diese  sind  offenbar  Null ,  weil  sie  ans  Elementen  besteben ,  die  zu 
xwei  gleich  and  von  entgegengesetztem  Zeieben  sind.  Denn  wenn 
man  irgend  welche  passend  gewählte  zwei  Wertbe  von  den  drei 
Winkeln  festhält,  so  kann  der  dritte  zwei  supplementäre  Wertbe 
haben,  und  der  Nenner  bleibt  in  beiden  Fällen  derselbe.  Nach 
dieser  Bemerkung  ist 

'fga      co^Jda 
a*  p 

Yz=z — ClE  z  ^^^^^" 

6*  p       ' 

c*  p 

Um  diese  Rechnungen  auszufilbren,  müsste  man  den  einender  drei 
Winkel  |,  i},  i  mittelst  der  beiden  andern  ausdrücken;  aber  es  ist 
besser,  die  beiden  Winkel  in  Kecbnung  zu  bringen,  welche  man 
gewöhnlich  bei  Polarcoordinaten  anwendet,  nämlich  den  Winkel 
zwischen  dem  Radiusvector  und  der  x  -  Achse ,  und  den  Winkel, 
welchen  die  Projection  des  Radiusvector  auf  die  yz  -  Ebene  mit  der 
Achse  der  y  bildet.  Bezeichnet  man  den  ersten  mit  ^  und  den 
zweiten  mit  ^,  so  hat  man. bekanntlich 

cos  I  =  cos  d' ,     cos  ff  =  sin  ^  cos  i/; ,     cos  J  =  sin  d'  sin  ^. 

Wir  berechnen  zuerst  den  Werth  von  A';  die  Formeln  für  Fund 
2  lassen  sich  nachher  durch  einfache  Umtauschung  der  Buchsta- 
ben aus  demselben  herleiten.  In  dem  neuen  Systeme  von  Variabein 
ist  nun 

dm  =  sin^d^d^, 
und 

cos^d'sin^d^dtl; 


co^d^       sin\^  ce^  i^       m*  ^  «in*  i(; ' 

-;^+         Ji  +         ^ 

das  Integral  wird  in  Bezug  auf  if;  zwischen  den  Grenzen  0  und  2n, 
und  in  Bezug  auf  ^  zwischen  0  und  n  genommen ;  das  erste  kann 
man  auch  von  0  bis  ^n  nehmen  und  das  Resultat  vervierfachen,  das 
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zweite  wird  man  gleichfalls  von  0  bis  ^n  nehmen  nnd  das  Resul- 
tat verdoppeln. 

Beginnen  wir  damit,  die  Integration  nach  ^  auszuftlhren,  und 

setzen 

iang  tf;  =  u , 
woraus 

ti'  1  du 

'•■''**=r+v'  "*"**=rH?'  "'^^r+i?' 

so  erhalten  wir  leicht 

na^bc 


2  /(«*  sin*  ^  +  b^cos*  O)  (a'  sin*^  +  c*  co«*  &) 

Es  bleibt  noch  die  Integration  nach  d-  übrig,  die  in  endlicher  Form 
nicht  ansfiihrbar  ist ,  so  lange  die  drei  Achsen  des  Ellipsoides  an- 
gleich  sind.  Um  den  Werth  von  Y  aus  dem  für^  abzuleiten  reicht 
die  Bemerkung  aus,  dass,  wenn  man  den  Winkel  des  Radiusvector 
mit  der  Achse  de'r  y  statt  mit  jener  der  x  in  dasPolarcoordinaten- 
system  eingeführt  hätte,  die  Rechnung  in  Bezug  auf  Y  von  der  so 
eben  ausgeführten  nur  durch  die  Umtauschung  von  a  und  b  ver- 
schieden gewesen  wäre ;  dieselbe  Bemerkung  ist  auf  c  anwendbar 
und  man  zieht  daraus  folgende  Formeln : 

-,  ^     j,  .        l  cos^^sin&dd'  

*/  y  (a»  sin*  ^  +  6«  co^  ^)  (a«  sin*  ^  +  <?  co^  &) 

J  y  {b*  sin*  ^  +  a*  co^  &)  {b*  sin*  ^  +  ^co^^) 

^      ^    i  co^^sind'd^ 

=  —  Anfgaby  I  ^^ 

y  y  (c*  sin*  ^  +  ft«  cos*  ^)  (c»  sin*  ^  +  t^cos'e) 

Mittelst  der  Substitution  cos  ^^f=  ^  kann  man  diesen  Gleichnngen 
eine  bessere  Gestalt  ertheilen;  sie  werden  dann  mit  den  For- 
meln 6)  identisch ,  in  welchen  a,  ßi  y  die  Coordinaten  eines  belie- 
bigen Punktes  im  Innern  oder  auf  der  Oberfläche  des  EUipsoids 
bezeichnen. 


Z==  — 
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Da  die  Vorseichen  von  JT,  F,  Z  denen  von  er,  /?,  /  entgegenge- 
setzt sind,  flo  strebt  jede  Componente  denPankt  nach  dem  Anfangs- 
punkte der  Goordinaten  zu  ziehen.  Ferner  bleiben  die  Werthe  von 
X^  I\  Z  dieselben,  wenn  man  die  Grössen  a,  6,  c  mit  einer  nnd  der- 
selben Zahl  mnltiplicirt ;  die  Anziehung  wird  also  nicht  geändert 
durch  Addition  oder  Sabtiaction  irgend  einer  Schicht,  die  zwischen 
der  Oberfläche  des  gegebenen  Ellipsoids  nnd  einer  ähnlichen 
grösseren  oder  kleineren  Oberfläche  enthalten  ist,  vorausgesetzt, 
dass  der  Pnnkt  f*  sich  in  ihrem  Inneren  befinde,  denn  unsere 
RechnÜDgen  sind  allein  auf  diese  Ausnahme  gegründet.  Daraus 
schliesst  man,  dass  der  homogene  Körper  zwischen  zwei  ähnlichen 
EUipsoiden,  deren  Achsen  der- Kichtung  nach  zusammenfallen, 
anfeinen  Pnnkt  innerhalb  seiner  kleineren  Oberfläche  keine  Wirk- 
ung ausübt. 

Nachdem  das  Problem  für  einen  Punkt  im  Innern  oder  auf 
der  Oberfläche  des  Ellipsoides  gelöst  ist,  würde  es  nur  nöthig  sein, 
die  Anziehung  auf  einen  äusseren  Punkt  durch  eine  Anziehung 
der  vorigen  Art  auszudrücken.  Dies  hat  Maclaurin  auszuführen 
gesucht  mit  Hülfe  des  nach  ihm  genannten  Theorems;  da  ein  ge- 
nügender Beweis  desselben  den  damaligen  Geometern  Mühe  machte 
und  niehts  weniger  als  einfach  war ,  so  fuhr  man  fort ,  diese  wich- 
tige Theorie  zurervoUkommnen,  und  Jvory  hat  ein  anderes  sehr 
elegantes  Theorem  entdeckt,  welches  den  Gegenstand  auf  eine 
andere  Weise  erschöpfte ,  und  woraus  er  das  Maclaurin'sche  in 
seiner  ganzen  Allgemeinheit  herleitete.  Nach  ihm  hatKodrigues 
einen  anderen  analytischen  sehr  einfachen  Beweis  dieses  letzten 
Theorems  gefunden ,  und  endlich  hat  C  h  a  s  1  e  s  dafür  noch  einen 
einfacheren  und  ganz  geometrischen  Beweis  gegeben,  auf  den  wir 
schon  aufmerksam  gemacht  haben  und  den  wir  jetzt  entwickeln 
wollen.  *) 


*)  Aach  von  Seiten  der  dentschen  Mathematiker  hat  die  Theorie  der 
Ansiehimgen  wesentliche  Bereicherangen  erfahren ;  m.  0.  hierüber  die  bei- 
^eu  berühmten  Abhandlangen : 

C.  J.  G  a  n  8  s :  Determinatio  attractionis ,  quam  in  punctum  quodvis 
positionis  datae  exercet  planeta  etc.  Commentat.  soc.  reg.  Gotting.  rec. 
Vol.  IV.  Gott.  1820,  pag.  21. 

G.  Lejeane  Dirichlet:  lieber  eine  neue  Methode  die  Werthe  viel- 
t'acher  Integrale  zn  finden ;  Abhandl.  der  K.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin ; 
m  dem  Jahre  1839,  erschienen  1841,  S.  61  der  mathem.  Abhandl. 
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177.  Der  Haclaurin'sche  Satz.  Wenn  man  darauf  aus- 
geht, die  Wirkungen  zweier  confocalen  homogenen  Ellipsoxde  von 
beliebigen  Dichtigkeiten  auf  einen  und  denselben  ausserhalb  bei- 
der gelegenen  Punkt  zu  yergleichen ,  so  kann  man  jeden  dieser 
Körper  in  unendlich  dflnne  Schichten  zerlegen,  und  zwar  darcb 
ellipsoidische  Oberflächen ,  welche  der  begrenzenden  Fläche  ähn- 
lich und  mit  ihr  confocal  sind.  Wir  haben  früher  bewiesen ,  dass 
zwei  homologe  Schichten  dieser  beiden  Körper  auf  den  äusseren 
Punkt  Wirkungen  ausüben,  die  von  gleicher  Bichtung  und  den 
Massen  dieser  Schichten,  mithin  auch  denen  der  gegebenen  EUip- 
soide  proportional  sind.  Es  folgt  daraus,  dass  man  durch  Zusam- 
mensetzung aller  dieser  elementaren  Wirkungen ,  welche  ein  con- 
stantesVerhältniss  zu  einander  und  dieselbe  Bichtung  haben,  zwei 
Resultanten  von  derselben  Richtung  erhalten  wird  ,  welche  unter 
einander  in  demselben  Verhältnisse  stehen.  Daraus  geht  folgender 
Satz  hervor: 

„.Zwei  confocale  homogene  Ellipsoide  üben  auf 
irgend  einen  und  denselben  äusseren  Punkt  Wirk- 
ungen aus,  welche  von  gleicher  Richtung  und  den  Mas- 
sen dieser  Körper  proportional  sind.** 

Dieser  Satz  gilt  noch,  wenn  die  Oberfläche  des  einen  Ellip- 
soids  durch  denselben  Punkt  geht,  und  man  erkennt  leicht,  dass  die 
Wirkung  eines  homogenen  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt 
gefunden  wird ,  wenn  man  das  confocale  Ellipsoid  bestimmt,  das 
durch  diesen  Punkt  geht  und  dieselbe  Dichtigkeit  wie  das  erste 
besitzt.  Die  Formeln  6)  liefern  die  Componenten  seiner  Wirkung 
auf  diesen  Punkt,  und  es  genügt,  sie  mit  dem  Verhältniss  des  Vo- 
lumens des  gegebenen  Ellipsoids  zu  dem  des  zweiten  zu  mnltlpli- 
ciren ,  um  die  Componenten  der  Wirkung  des  ersten  zu  erhalten. 
Wir  wollen  diese  Rechnung  sofort  ausführen. 

178.  Anwendung  desMaclaurin'schen  Satzes.  Seien 
Aj  Bj  C  die  drei  Halbachsen  des  gegebenen,  ^,  j^,  C  die  des  con- 
focalen Ellipsoid  es  ,  welches  durch  den  äusseren  Punkt  (o,  ß,  y) 
geht.  Die  Componenten  der  Wirkung  des  letzteren  auf  diesen 
Punkt  werden  direct  ohne  Schwierigkeit  berechnet,  und  sind: 

1 
_3j^  f iMv 

0   (l+— ^_..j'(i+-^^.«j* 
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^^        3iy/y 


/y   /*  o*rf» 

0  (»+-7r-T(»+-7i-T 


beachtet  man,  dass 

und  setzt 

V         u 

woraus  ffir  w  die  Grenzen  m  ==  0  und  "  =  -p  folgen ,  und  multipli- 

ABC 
cirt  man  femer  die  drei  Componenten  X^  7',  Z*  mit     ,    .      so  er- 

A  nC 

hält  man  nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  die  Componenten 
der  Anziehung  des  gegebenen  Ellipsoids,  wie  sie  durch  die  For- 
meln 5)  gegeben  sind. 

179.  Jyory'scher  Satz.  Mittelst  dieses  Theoremes  kann 
man  die  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoides  auf  einen  äusse- 
ren Punkt  aus  der  Anziehung  eines  andern  Ellipsoids  auf  einen 
Punkt  seines  Innern  herleiten.  Es  bietet  keinen  grossem  Vortheil 
als  der  Maclaurin'sche  Satz;  aber,  wie  schon  gesagt,  erschien 
es  zu  einer  Zeit,  wo  der  erste  Satz  noch  nicht  streng  oder 
wenigstens  nicht  sehr  einfach  erwiesen  war,  und  es  wurde  daher 
von  den  Geometem  mit  Becht  als  eine  wichtige  Entdeckung  im 
Gebiete  der  Attractionstheorie  angesehen. 

Bezeichnen  a,  /3,  y  die  Coordinaten  eines  äusseren  Punktes 
bei  einem  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  A^  B,  C\  so  ist  die  Compo- 
nente  J  seiner  Anziehung  auf  diesen  Punkt : 


-^'f/f; 


{x  —  «)  dx  dy  dz 


[(«-«)*+(y-|S)'  +  (*-y)*]* 

welche  Integrale  sich  auf  das  ganze  Volumen  erstrecken.     Inte- 
grixt  man  nach  x  und  bezeichnet  mit  r^  und  r,  die  Abstände  des 
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angezogenen  Punktes  von  den  ftassersten  Punkten  der  Linie  des 
Ellipsoides,  längs  welcher  man  die  Integration  ausgeführt  hat, 
so  wird ; 


^^rjfäyäz  (}-'-). 


Wir  construiren  jetzt  ein  dem  ersten  confocales  Ellipsoid,  das 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht ,  und  suchen  seine  Anziehung 
auf  den  Punkt,  welcher  diesem  letzten  auf  der  Oberfläche  des  ge- 
gebenen Ellipsoides  entspricht.  Zu  diesem  Behuf  nehmen  wir  das 
Rechteck  dy  dz,  dessen  Punkte  die  entsprech^enden  von  denen  des 
Rechteckes  dy  dz  sind,  und  integriren  in  der  Ausdehnung  der  Linie 
des  zweiten  Ellipsoides ,  welche  sich  in  dy  dz'  auf  die  Ebene  T2 
projicirt.  Für  die  Componente  der  Anziehung  dieses  letzten  Kör- 
pers auf  den  dem  gegebenen  Punkte  correspondirenden  Pnnkt  fin- 
den  wir  • 


''=-fJß^'''(7r7} 


die  Radien  r^ ,  r,  sind  dieselben  wie  für  das  erste  Ellipsoid,  weil 
ihre  Endpunkte  mit  denen  der  andern  correspondiren.  Nun  ver- 
hält  sich  dy  dz  '.dydz  =  ffC :  BC-,  und  da  dieser  Satz  für  die 
Theile  der  Integrale  stattfindet,  welche  sich  auf  irgend  zwei  cor 
respondirende  Linien  der  Integration  beziehen ,  so  gilt  er  auch  füi 
die  Integrale  selbst ,  woraus  folgt : 

X'.r  =BCi  B'C' 
und  ebenso: 

Z  :  Z  z=:AB  :  ^B'. 

Man  kann  also  folgenden  Satz,  welcher  eben  der  Ivorj* sehe  ist 
aussprechen : 

„Die  Anziehungen,  welche  zwei  confocale  Ellip 
soide  parallel  jeder  Achse  aufzwei  correspondirend< 
auf  den  betreffenden  Flächen  liegende  Punkte  aus 
üben,  verhalten  dich  wie  die  Produkte  a.us  den  beidei 
auf.jeder  Componente  senkrecht  stehenden  Achsen. 

Poisson  hat  bemerkt,  dass  dieser  Satz  unabhängig  von  den 
Gesetze  der  Anziehung  gilt.  Denn  wenn  die  Function  der  Ent 
fernung,  welche  die  Anziehung  ausdrückt,  mit  F{r)  bezeichne 
wird,  so  ist: 
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X^fg    rrr{.o:-<*)dxdydzF{r)_ 

dx 
integrirt  man  nach  x  den  Ansdrnck  {x  —  a)  F{r)  — ,  oder  ^(r)dr, 

ond  bezeichnet  das  Resultat  mit  9  (r) ,  so  erhält  man ; 

X  =  fq  JJ  dy  dz  [(p  (rj  —  tp  (r,)]. 
Für  das  zweite  Ellipsoid  is^  ebenso : 

J^  =  fQ  JJ  dy  dz  [tp  (r,)  —  9  (r,)!  ? 

woraus  man  schliesst 

.      X.r^BCiffC, 

and  ebenso  für  die  andern  Componenten. 

ISO.  Anwendung  des  Ivory'schen  Satzes.  Man  sieht, 
das«  man  nach  diesem  Satze  die  Componenten  der  Anziehung  eines 
Ellipsoids  auf  einen  äussern  Punkt  kennen  lernt,  wenn  man  durch 
diesen  ftmkt  ein  confocales  Ellipsoid  legt,  die  Componenten  seiner 
Anziehung  auf  den  correspondirenden  Punkt  der  Oberfläche  des 
ersten  EUipsoides  bestimmt,  und  letztere  Componenten  mit  den 
Verhältnissen  der  Produkte  der  darauf  senkrechten  Achsen  multi« 
pHcirt. 

Wir  bezeichnen  mit  Ay  B^  C  die  Halbachsen  des  gegebenen 
Ellipsoids ,  mit  ^,  ^,  C  die  des  confocalen  durch  den  gegebenen 
Punkt  (c,  /J,  y)  gehenden  und  mit  -/',  ff\  C  die  eines  Ellipsoids, 
welches  dem  zweiten  ähnlich  und  durch  den  Punkt  («',  ^^  /), 
welcher  dem  Punkt  (er,  ß^y)  correspondirt ,  gelegt  ist,  endlich  mit 
.tf,  My  M"  die  Massen  dieser  drei  Körper.  Die  Componenten  der 
Anziehung  des  dritten  Ellipsoids  auf  den  Punkt  (« ,-/3',  /)  sind  die- 
selben wie  die  des  zweiten;  nach  den  für  Punkte  der  Oberfläche 
geltenden  Formeln  hat  man  folglich 


v^dv 


0  yi+^2=;^v*yi+ 


Wegen  der  Aehnlichkeit  der  beiden  lefzten  Ellipsoide  finden  aber 
die  Gleichungen  statt: 
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^  =  ^T »  '•''*'  ferner  a  =  -^ ;   beachtet  man  noch  die  Gleich- 
ungen 

SO  erhält  man 

1 

2r -^j 


^/v^-E^^y:^ 


Setzt  man  endlich 


V  u 

T~'a 


sc 

nndmultiplicirtmit-;-;,  so  ergiebt  sich 


'=-^/ 


A^ 
A 

u^du 


«'(■+^-)'0+^-/ 


Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  beiden  andern  Componenten  und 
man  kommt  damit  auf  die  Formeln  5)  zurück. 


Vebergang  von  dem  Ivory'schen  Satze  zu  dem 

Maclaiirin*8chen. 

181.   Wir  bezeichnen  mit  Jl^  T,  Z  die  Componenten  der  An- 
ziehung des  aus  den  Halbachsen  A,  B,  C  construirten  EUipsoids  auf 
.den  äusseren  Punkt  (a,  ß,  y),  mit  X",  T\  Z'  die  Componenten  der 
Anziehung  des  confocalen,  durch  den  Punkt  «^y  gehenden,  auf  den 

correspondirenden  Punkt,  welcher  zu  Coordinaten  —  ,    |r ,     ^ 

hat,  wo  Ä^  J9',  C  die  Halbachsen  dieses  Ellipsoids  sind,  endlich 
mit  X^  7y  Z  die  Componenten  der  Anziehung  des  zweiten  Ellip- 
soids auf  den  Punkt  («,  /5,  y)  seiner  Oberfläche.  Der  Satz  von 
Ivory  giebt 
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_£_•_?£      J-~^       Z  _AB 

X 'BC    j — ^c"    z:'~JB''' 

aber  für  jeden  Punkt  im  Innern  eines  EUipsoids  sind  die  Compo- 
nenten  der  Anziehung  der  parallelen  Coordinate  proportional,  also: 

£^_±      ZI_:L      £!!—£. 

woraus  unmittelbar  folgt : 

*  X        ABC        I^     Z 


P- 


Betrachten  wir  ebenso  ein  confocales  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen 
^\y^\y  ^19  itt  Bezug  auf  welches  der  Punkt  ußy  ein  äusserer  ist, 
und  nennen  X^y  Y^^  Z^^  die  Componenten  seiner  Wirkung  auf  die- 
sen Punkt ,  80  erhalten  wir 

Xj -<^i-^iQ Y^ ^ 

voraus 

X       T       Z  ABC 


X^       Fi       Zj       A^B^Ci ' 

was  nichts  andres  als  der  Maclaurin'sche  Satz  ist.  Durch  die  um- 
gekehrte Betrachtung  würde  man  Yon  letzterem  zu  dem  I  v  o  r  7  'sehen 
Satze  fibergehen. 

182.  Merkwürdige  Folge  des  lyory'schen-Satzes. 
Auf  zwei  concentrische  homogene  Kugeln  mit  den' Radien  a  und  A 
angewendet*,  zeigt  der  lyory'sche  Satz,  dass  die  Wirkung  P  der 
Kugel  A  auf  einen  Punkt  m  der  Oberfläche  der  innern  Kugel  sich 
Zur  Wirkung  p  der  Kugel  a  auf  einen  Punkt  M  der  andern  Fläche 
verhält  wie  ^  zu  a*,  d.  h. 

Diess  Resultat  ist  unabhängig  von  dem  Gesetze  der  Anziehung. 
Verlangen  wir  nun  ein  solches  Gesetz,  dass  eine  sphärische  homo- 
gene Schicht  keine  Wirkung  auf  einen  Punkt  ihres  Innern  ausübt, 
80  rnnss  die  Wirkung  der  Kugel  A  auf  den  Punkt  m  unabhängig 
▼on  A  sein ;  was  erfordert,  dass 

c 
sei,  wo  c  eine  Constante  bedeutet;  daraus  folgt,  dass  die  Wirkung 
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irgend  einer  Kugel  auf  äussere  Punkte,  die  in  beliebigen  Entfern- 
ungen von  ihrem  Mittelpunkte  liegen,  in  umgekehrtem  Verbält- 
nisse der  Quadrate  dieser  Entfernungen  steht,  und  da  man  die 
Kugel  beliebig  klein  annehmen  kann,  so  gilt  dasselbe  Gesetz  auch 
für  die  Wirkung  eines  materiellen  Punktes  auf  irgend  welche  Punkte ; 
daraus  folgt  der  wichtige  Satz : 

„Das  einzige  Anziehungsgesetz,  für  welcbes  eine 
sphärische  homogene  Schicht  keine  Wirkung  auf  die 
Punkte  ihres  Innern  ^sübt,  ist  das  des  ungekebrten 
Verhältnisses  des  Quadrates  der  Entfernung." 


'Zweites  Buch. 


Fhoronomie. 


Ajuüjtisch«  Mechauik.  15 


Erstes  Capitel. 
Bewegung  eines  einzelnen  Punktes. 


Einleitung. 

1.  Im  vorigen  Bnche  haben  wir  die  allgemeinen  Gesetze  für 
du  Gleichgewicht  von  Kräften  an  beliebigen  Pnnktesystemen  ent- 
wickelt; es  bleibt  uns  daher  noch  die  Aufgabe  übrig,  die  Beweg- 
ungen zu  untersuchen,  welche  die  einzelnen  Punkte  eines  solchen 
Sjstemes  in  dem  Falle  annehmen,  wo  jene  Kräfte  nicht  im  Oleich- 
gevichte  sind. 

Bevor  wir  aber  die  von  gegebenen  Kräften  erzeugten  Beweg- 
UDgen  zu  bestimmen  versuchen,  betrachten  wir  erst  die  Bewegung 
überhaupt,  unabhängig  von  ihrer  etwaigen  Ursache.  Es  ist  n'äm- 
lieh  unmittelbar  klar ,  dass  die  Einsicht  in  die  Wirkungsweii^e  der 
Kräfte  leichter  sein  wird,  wenn  man  die  Theorie  der  Bewegung 
selber  genauer  kennt;  man  trennt  gewissermaassen  die  Schwierig- 
keiten statt  sie  beisammen  zu  lassen. 

Schon  in  der  Geometrie  wird  nicht  selten  der  Begriff  der  Be- 
'  wegung  zur  Erzeugung  von  Raumgebilden  benutzt,  dabei  aber  auf 
^e  Zeit  keine  Rücksicht  genommen;  vielmehr  reicht  es  hin,  wenn 
nur  die  einzelnen  Theile  des  bewegten  Gebildes  ohne  Aenderung 
^^'  gegenseitigen  Stellung  in  die  neue  Lage  gebracht  werden, 
imd  es  bleibt  dabei  gleichgültig,  ob  dieser  Uebergäng  in  einer 
kürzeren  oder  längeren  Zeit  geschieht.  Dagegen  haben  wir  es 
mit  vollkommen  bestimmten  Bewegungen  zu  thun ,  bei  denen  die 
Zeit  eine  wesentliche  Rolle  spielt  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die 
einzelnen  Punkte  des  bewegten  Systemes  in  jedem  bestimmten 
Augenblicke  eine  bestimmte  Lage  haben*     Unsere  nächsten  Un- 

15* 
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tersachungen  gehören  daher  nicht  zur  reinen  Geometrie  und  könn- 
ten sogar  in  ihrer  Gesammtheit  eine  besondere  Wissenschaft  (Pho- 
ronomie)  bilden ;  doch  betrachten  wir  sie  nur  als  einen  Theil  der 
Mechanik  und  zwar  als  Einleitung  in  die  Dynamik. 


Geradlinige  Bewegung  eines  Punktes. 

2.  Wenn  auch  der  Begriff  der  Zeit  unter  die  Grundvorstel- 
lungen gehört ,  die  sich  in  keine  einfacheren  Merkmale  zerlegen 
lassen ,  so  muss  man  doch  die  Gleichheit  zweier  Zeiten  erklären 
um  Zeitgrössen  der  Messung  und  folglich  auch  der  Bechnung  un- 
terwerfen zu  können.  Zwei  Zeitintervalle  nennen  wir  gleich, 
wenn  zwei  identische  Körper,  die  sich  am  Anfange  dieser  Inter- 
valle unter  ganz  gleichen  Umständen  befanden  und  unter  gleic]^en 
Einwirkungen  bewegten,  am  Ende  jener  Intervalle  die  nämlichen 
Strecken  zurückgelegt  haben.  Der  Begriff  der  Gleichheit  zweier 
Zeiten  führt  leicht  weiter  zu  dem  Begriffe  des  beliebigen  Verhält- 
nisses zweier  Zeiten. 

Bewegt  sich  nun  ein  Punkt  so,  dass  er  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Wege  durchläuft,  wie  klein  auch  diese  Zeiten  sein  mögen, 
so  nennt  man  seine  Bewegung  eine  gleichförmige;  dagegen 
heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  oder  veränderlich, 
wenn  sie  weder  gleichförmig  noch  aus  gleichförmigen  Bewegungen 
von  endlicher  Dauer  zusammengesetzt  ist. 

3.  Geschwindigkeit.  Gleichförmige  Bewegungen  auf 
einer  und  derselben  Bahn  können  sich  nur  durch  die  in  gleichen 
Zeiten  durchlaufenen  Räume  unterscheiden;  aus  dieser  Bemerkung 
entspringt  der  vorläufig  noch  etwas  unbestimmte  Begriff  der  Ge- 
schwindigkeit. Um  denselben  schärfer  zu  fassen  und  in  die  Rech- 
nung einzuführen,  verstehen  wir  unter  der  Geschwindigkeit  eines 
gleichförmig  bewegten  Punktes  die  Strecke,  welche  er  in  der  Zeit- 
einheit durchläuft,  oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt,  das  Ver- 
hältniss  des  zurückgelegten  Weges  zu  der  dabei  verflossenen  Zeit. 
Hiemach  durchläuft  ein  mit  der  Geschwindigkeit  1  bewegter  Punkt 
die  Längeneinheit  während  der  Zeiteinheit. 

Dieser  Definition  zufolge  ist  die  Geschwindigkeit  einer  gege- 
benen gleichförmigen  Bewegung  um  so  grösser,  je  grösser  die 
Zeiteinheit  gewählt  wird,  was  allerdings  mit  der  gewöhnlichen 
Yorstellung^nicht  übereinstimmt,  in  so  fern  letztere  die  Geschwin- 
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digkeit  mehr  im  absolaten  Sinne  nimmt;  dagegen  bleibt  dss  Ver- 
hältniss  der  Geschwindigkeiten  zweier  verschiedenen  Bewegungen 
unabhängig  von  der  Wahl  der  Zeiteinheit,  and  ist  identisch  mit 
dem  Verhältnisse  der  in  gleichen  Zeiten  durchlaufenen  Wege. 
Ebenso  ändert  sich  der  Zahlwerth  der  Geschwindigkeit  mit  der 
Längeneinheit  und  ist  um  so  grösser,  je  kleiner  dieLängenelnheit 
genommen  wird.  Diese  Bemerkungen  über  den'Einfluss  verschie 
dener  Einheiten  hat  man  da  zu  beachten,  wo  es  auf  die  Beurtheil- 
nng  der  Homogenität  dynamischer  Formeln  ankommt. 

4.  Will  man  den  Begriff  der  Geschwindigkeit  als  einen  ur- 
sprünglichen nicht  weiter  definirbaren  gelten  lassen,  so  braucht 
man  nur  die  Gleichheit  zweier  Geschwindigkeiten  zu  erklären. 
Man  versteht  dann  unter  zwei  gleichen  Geschwindigkeiten  solche, 
bei  denen  zwei  in  gleichförmigen  Bewegungen  begriffene  Körper 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zurücklegen.  Weiter  erklärt  sich 
die  Addition  zweier  Geschwindigkeiten  durch  die  Addition  der 
durchlaufenen  Eäume,  und  schliesslich  gelangt  man  dahin,  das 
Verhältniss  zweier  Geschwindigkeiten  dem  Verhältnisse  der  zu- 
rückgelegten Wege  gleichzusetzen,  woraus  wiederum  folgt,  dass 
die  Geschwindigkeit  durch  den  in  «der  Zeiteinheit  durchlaufenen 
Raum  gemessen  wird,  wenn  man  für  die  Einheit  der  Geschwindig- 
keiten diejenige  Geschwindigkeit  nimmt,  bei  welcher  die  Längen- 
einheit während  der  Zeiteinheit  durchlaufen  wird. 

5.  Bei  einer  veränderlichen  Bewegung  kann  man  die  Defini- 
tion der  in  einem  bestimmten  Augenblicke  stattfindenden  Geschwin- 
digkeit nicht  mehr  auf  den  in  der  nächstfolgenden  Zeiteinheit  zu- 
rückgelegten Weg  basiren,  weil  man  sonst  die  Geschwindigkeit 
von  allen  den  mehr  oder  weniger  regelmässigen  Bewegungsän- 
derungen  abhängig  machen  würde,  die  in  der  folgenden  Zeitein- 
heit vor  sich  gehen  können ;  man  befindet  sich  vielmehr  bei  dieser 
Frage  in  einem  ähnlichen  Falle  wie  da,  wo  man  nach  Erledigung 
der  Quadratur  und  Rectification  ebener  Polygone  zur  Quadratur 
und  Rectification  ebener  Curven  übergehen  will ,  oder  wie  bei  der 
Definition  des  in  einem  bestimmten  Punkte  einer  nicht  homogenen 
Sabstanz  stattfindenden  specifischen  Gewichtes  u.  s.  w.  Auch  das 
Mittel  zur  Aushülfe  ist  hier  dasselbe  und  besteht  in  dem  Ueber- 
gange  zur  Grenze  des  Verhältnisses  zweier  unendlich  abnehmen- 
der Grössen. 

Befindet  sich  nämlich  der  uk  irgend  einer  veränderlichen  Be- 


T 
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wegnng  begriffene  Pnnkt  am  Ende  der  Zeit  i  an  der  Stelle  Af  and 

nach  Verlauf  einer  wei- 
^^S-1-  ^         teren  Zeit  Jt  (d.h.  am 

Ende  von  i'\-Jt)\m  M\ 
so  drückt  das  Verhftltniss 
des  zurückgelegten  We- 
ges zu  der  hierzu  verwen- 

,       ^^ 
deten    Zeit,   also    —-7, 

die  mittlere  Geschwindigkeit  aus ,  womit  jener  Bogen  durchlaufen 
wurde ,  d.  h.  den  Kaum ,  welchen  der  Punkt  in  der  nächsten  Zeit- 
einheit durchlaufen  würde,  wenn  seine  Bewegung  gleichförmig 
und  so  beschaffen  wäre,  dass  der  bewegliche  Punkt  innerhalb  der 
Zeit^^  von  Jlf  nach  Jlf'  gelangte.  Eine  fortwährende  Verkleinerung 

von  Ai  zieht  nun  eine  successive  Aenderung  von nach  sich, 

bei  welcher  — --  einer  bestimmten  Grenze  näher  und  näher  kommt; 

letztere  nennen  wir  die  am  Ende  der  Zeit  i  vorhandene  Geschwin- 
digkeit des  bewegten  Punktes.  Nach  der  kurzen  Redeweise  der 
Infinitesimalrechnung  kann  man  daher  auch  sagen ,  dass  jene  Ge- 
schwindigkeit gleich  ist  einem  von  M  aus  gerechneten  unendlich 
kleinem  Theile  des  Weges ,  dividirt  durch  die  entsprechende  un- 
endlich kleine  Zeit.  Bezeichnen  wir  mit  s  den  von  irgend  einem 
beliebigen  festen  Anfangspunl^te  A  gerechneten  Bogen  äM^  so  ist 
MM'^zJSy  und  wenn  ferner  v  die  Geschwindigkeit  heisst,  so  ha- 
ben wir  nun  die  Formel 

-.    ^5       ds 
V  =  Ltm  —-==--. 
Jt       dt 

Hieraus  folgt  noch  ds:=vdt  oder  in  Worten,  der  in  irgend 
einer  unendlich  kleinen  Zeitintervalle  durchlaufene  Bogen  ist  das 
Produkt  aus  der  am  Anfange  jenes  Intervalles  vorhandenen  Ge- 
schwindigkeit in  die  verflossene  Zeit ;  femer  hat  man 


=  jv  dl, 


d.  h.  der  in  irgend  einer  endlichen  Zeit  zurückgelegte  Weg  ist  die 

Summe  aller  der  unendlich  kleinen  Bögen,  welche  in  den  einz^I' 

neu  unendlich  kleinen  Theilen  jener  Zeit  beschrieben  worden  sind. 

6.  Endliche  Gleichung^er  gleichförmigen  Beweg- 
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ang.  Auf  einer  unendliclien  geraden  oder  kmmmen  Linie  XX' 
denken  wir  ans  einen  Punkt  in  gleichförmiger  Bewegung  begriffen, 
in  der  Linie  einen  festen  Punkt  0,  und  nennen  x  den  auf  der  Linie 
selbst  gerechneten  Abstand,  in  welchem  sich  der  bewegliche  Punkt 
am  Ende  der  Zeit  i  befindet; 'die  Zeit  zählen  wir  von  einem  festen 
Augenblicke  an,  welcher  dadurch  kenntlich  wird,  dass  wir  Yoraus- 
setzen,  der  bew^liche  Punkt  habe  sich  zu  jener  Zeit,  d.  h.  zur 
Zeit  /  =  0^  in  der  Entfernung  OÄ'=a  vom  Coordinatenanfange 
befanden ;  endlich  sei  v  die  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen 
Bewegung  und  nunmehr  diQ  Aufgabe  gestellt,  eine  Gleichung 
zwischen  oc  und  i  zu  finden,  vermöge  deren  man  für  jede  gegebene 
Zeit  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  finden  könnte. 

Da  der  Punkt  während  der  Zeiteinheit  den  Weg  v  zurück- 
1^,  so  durchläuft  er  in  der  Zeit  i  den  Raum  iv\  geschieht  nun 
die  Bewegung  im  Sinne  der  positiven  x^  so  hat  man  augenblicklich 

Dabei  sind  x  und  a  poskive  oder  negative  Strecken  je  nach  ihrer 
Lage  gegen  4en  Coordinatenanfang;  v  ist  eine  absolute  Grösse, 
i  endlich  positiv  so  lange  es  sich  um  solche  Zeiten  handelt ,  die 
nach  jener  Epoche  folgen,  von  wo  aus  die  Zeiten  gezählt  wurden. 
Die  obige  Gleichung  kann  aber  auch,  wie  man  sogleich  bemerkt, 
ZOT  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  für  solche  Zeiten  dienen, 
welche  dem  Anfange  der  Zeitzählung  vorausgehen;  in  der  That 
braucht  man  für  diesen  Fall  i  nur  negativ  zu  nehmen. 

Wenn  zweitens  die  Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne, 
d.h.  in  der  Richtung  der  negativen  x  vor  sich  geht,  so  erhält  man 

a:  =  a  —  t;t  =  a  +  ( — v)U 
Zq  dieser  Gleichung  gelangt  man  aber  auch  dadurch,  dass  man 
in  der  ersten  Gleichung  — i;  an  die  Stelle  von  t;  treten  lässt;  die 
Gleichung 

1)  a:  =  a  +  v< 

kann  daher  als  allgemeine  Gleichung  jeder  gleichförmigen  Beweg- 
ung gelten ,  sobald  man  dem  v  die  Möglichkeit  entgegengesetzter 
Vorzeichen  gestattet,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  als  positiv  oder 
negativ  in  Rechnung  bringt,  je  nachdem  die  Bewegung  im  Sinne 
der  positiven  oder  der  negativen  x  geschieht. 

7.  Differentialgleichung  der  gleichförmigen  Be- 

,    ds 
wegung.    Da  bei  jeder  Bewegung  die  Geschwindigkeit  durch  ~ 
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ausgedrückt  wird,  so  haben  wir  im  vorliegenden  Falle  — -  für  die 

Oeschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  /.  Dabei  denken  wir  uns  die 
Zeit  als  unabhängige  Variabele  und  continuirlich  wachsend,  mit- 

hin  dt  als  positiv;  das  Vorzeichen  des  Quotienten  —  hängt  jetzt 

CM 

von  dem  Vorzeichen  des  Zählers  ab  und  ist  p#sitiv  oder  negativ 
jenachdem  dx  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  jenachdem  die  Beweg- 
ung im  Sinne  der  positiven  oder  der  negativen  x  vor  sich  geht.  In 
Uebereinstimmung  mit  dem  Vorigen  giebt  also  die  Formel 

dx 

positive  oder  negative  i;  je  nach  den  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen  der  Bewegungen.  Setzen  wir  noch  v  als  constsnt 
voraus,  wie  diess  für  eine  gleichförmige  Bewegung  nöthig  ist,  so 
erhalten  wir 


X  z=  I  V  d(=:vl  +  a, 


worin  a  die  Integrationsconstante  und  zwar  denjenigen  Werth  von 
or  bezeichnet,  welcher  dem  Special werthe  /  =  0  entspricht.  Da- 
mit kommt  man  auf  die  Gleichung  l)  zurück. 

8.  Gleichförmig  veränderte  Bewegung.  Dergleich- 
f5rmigen  Bewegung  steht  am  nächsten  die  gleichförmig  verän- 
derte Bewegung;  bei  dieser  ist  die  Geschwindigkeit  nicht  mehr 
constant ,  sondern  auf  die  einfachste  Weise  veränderlich ,  nämlich 
so ,  dass  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  proportional  der  Zu- 
nahme der  Zeit  ist.  Da  diese  Bewegung  zur  Vergleichung  com- 
plicirterer  veränderlicher  Bewegungen  dient ,  so  verlangt  sie  eine 
genauere  Betrachtung. 

Der  angegebenen  Bedingung  entsprechend  muss  dv  =  fi^^ 

dv 
oder  --  =  a  sein ,  wo  irgend  eine  positive  oder  negative  Con- 

stante  bezeichnet;  man  hat  daher 


dv  _       d^x 

—  =  a   oder    — r- 
dt  rf/* 


=  «       (weilv=^) 


und  zieht  daraus  durch  Integration  die  Gleichung 

dx 

die  man  auch  direct  erhalten  kann;  eine  zweite  Integration  gieht 
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und  dabei  sind  b  und  c  die  Constanten  der  Integrationen. 

Die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  {dv)  ist  positiv  <^der  nega- 
tiv, je  nachdem  die  Constante  a  positiv  oder  negativ  ist ;  im  ersten 
Falle  hat  man  eine  gleichförmig  beschleunigte,  im  zweiten  eine 
gleichförmig  verzögerte  Bewegung.  Zwei  verschiedenen  Zeiten 
txaidi+  dt  entsprechen  zwei  verschiedene  Geschwindigkeiten  v 
und  v  +  dv  nach  den  Formeln 

v=^at  +  b,     v  +  Jv  =  a{i  +  Jt)  +  b, 

mithin  ist  a  =  --- 

d.  h.  gleich  dem  Verhältnisse  der  Geschwindigkeitszunahme  zur 
Zunahme  der  Zeit  oder  auch  (färi^^=l)  gleich  der  Zunahme, 
velehe  die  Geschwindigkeit  während  der  Zeiteinheit  erleidet. 
Man  nennt  deshalb  a  die  Beschleunigung  (Acceleration), 
wobei  nicht  gerade  immer  an  eine  beschleunigte  Bewegung  zu 
denken  ist,  weil  die  Beschleunigung  auch  negativ  sein  darf. 

9.  Beliebig  veränderliche  geradlinige  Bewegung. 
Ftr  die  bisherigen  Betrachtungen  war  es  gieichgültig,  ob  man  sich 
die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  als  gerade  oder  als  gekrümmt 
vorstellte;  im  Folgenden  aber  beschränken  wir  uns,  um  die  Schwie- 
rigkeiten nicht  zu  häufen ,  auf  die  Betrachtung  eines  geradlinigen 
Weges- 

Der  im  vorigen  entwickelte  Begriff  der  Acceleration  lässt  nun 
eine  ähnliehe  Ausdehnung  zu ,  wie  der  Begriff  der  Geschwindig- 
keit. •  Bezeichnet  nämlich  Jv  den  Zuwachs,  welchen  die  am  Ende 
der  Zeit  t  vorhandene  Geschwindigkeit  erhält,  wenn  die  Zeit  t  um 
^t  zunimmt,  so  können  wir  uns  ausser  der  beliebigen  Bewegung 
noch  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  denken ,  bei  wel- 
cher den  Epochen  t  und  t  +  ^f  gleichfalls  die  Geschwindigkeiten 
V  und  V  +  2^ ti  entsprechen;   die  Acceleration  dieser  zweiten  Be- 

wegung  wird  dann  (nach  Nr.  8)  durch  den  Quotienten  — ■  gemes- 
sen. Bei  unendlich  abnehmenden  Ji  und  Jv  convergirt  dieser 
Quotient  gegen  eine  gewisse  Grenze 

dv      €Px 

dt'^d?' 
und  anter  dieser  verstehen  wir  jetzt  die  zur  Zeit  t  stattfindende 
Acceleration  der  ursprünglichen  Bewegung. 
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Man  bemerkt  leicht ,  dass  der  Ausdruck  -r- «  welcher  u  heissen 

'  dt' 

möge ,  fi{f  die  bdiebig  veränderliche  Bewegung  Dasselbe  ist  wie 

■—  =  a  für  die  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung,  sobald  man 

nur  unendlich  kleine  Incremente  der  Zeit  betrachtet«  Aus  der  an- 
gegebenen Gleichung  folgt  nämlich  dv=udt  und  diess  ist  Dasselbe/ 
als  wenn  die  ungleichförmig  veränderliche  Bewegung  während  des 
Zeitintervalles  dt  eine  gleichförmig  beschleunigte  wäre;  je  kleiner 
aber  das  Intervall  genommen  wird  (und  diess  ist  schon  durch  den 
Gebrauch  von  dt  statt  des  früheren  z//  ausgedrückt)  desto  genauer 
findet  auch  diese  Voraussetzung  statt. 

Krummlinige  Bewegung  einei  Punktes. 

10.  Richtung  der  Geschwindigkeit  Bei  der  früheren 
Definition  der  Geschwindigkeit  wurde  nur  auf  die  Grösse  und  den 
Sinn  derselben  nicht  aber  auf  die  Krümmung  der  Curve  Bücksicht 
genommen ,  welche  der  bewegliche  Punkt  durchläuft.  Ist  diese 
Bahn  (Trajectorie>eine  gerade  Linie,  so  fallt  die  Bewegnngs- 
richtung  immer  mit  der  Richtung  der  Geraden  zusammen  und  es 
bedarf  dann  keiner  weiteren  Unterscheidung;  bei  einer  gekrümm- 
ten Bahn  dagegen  ändert  sich  die  Bewegungsrichtung  während  der 
Zeit,  und  man  kann  daher  nur  von  einer  augenblicklichen  Beweg- 
ungsrichtung reden.  Befindet  sich  nun  der  bewegliche  Punkt  nach 
Ablauf  der  Zeit  t  am  Ende  des  Curvenbogens  s ,  so  würde  er  im 
nächsten  unendlich  kleinen  Zeitintervalle  dt  das  Bogeninciement 
ds  durchlaufen;  die  Richtung  dieses  Bogenelementes ,  d.  h.  die 
Richtung  der  Tangente  am  Endpunkte  von  5,  im  Sinne  der  Beweg- 
ung genommen,  bezeichnen  wir  als  die  in  diesem  Augenblicke  vor- 
handene Richtung  der  Bewegung  -oder  der  Geschwindigkeit  Ge- 
wöhnlich bezieht  man  die  Bahn  auf  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensjstem ,  worin  or ,  y ,  z  die  Coordinaten  desjenigen  Curvenponk- 
tes  heissen ,  in  welchem  sich  der  bewegliche'  Punkt  am  Ende  der 
Zeit  /  befindet  und  der  zugleich  der  Endpunkt  des  Bogens  s  is^i 
die  Cosinus  der  drei  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit und  den  drei  Coordinatenachsen  sind  dann 

dx        dy        dz 

ds'      ds'      ds' 
vorausgesetzt,  dass  ds  im  absoluten  Sinne  genommen  wird  nnd  dXy 
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« 

dy^  dz  die  positiven  oder  negativen  Aenderungen  bedeuten,  welche 
X,  y,  z  w&hrend  des  nnendlicli  kleinen  Zeitinteryalles  dt  erhalten. 

11.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Qe- 
schwindigkeiten.  Die  Zusammensetzung  mehrer  auf  einen 
Pnnkt  wirkender  Kräfte  geschieht  bekanntlich  nach  einer  einfachen 
geometrischen  Construction  sobald  die  Kräfte ,  ihren  Orössen  und 
Richtungen  nach ,  durch  gerade  Linien  dargestellt  werden.  Diese 
Construction.  kann  man  auch  unabhängig  von  der  statischen  Be- 
dentang jener  Geraden  beibehalten ,  lediglich  um  eine  kurze  Aus- 
dracksweise  für  complicirtere  Linienverbindungen  zu  gewinnen. 
Wenn  wir  daher  im  Folgenden  sagen ,  die  Strecke  AD  sei  aus  den 
Strecken  AB  und  AC  zusammengesetzt  oder  AD  sei  die  Re« 
snltante  von  AB  und  AC,  so  verstehen  wir  darunter  nichts  weiter, 
als  dass  AD  die  Diagonale  desjenigen Parallelogrammes  ist,  welches 
ans  den,  der  Grösse  und  Richtung  nach  gegebenen  Geraden  AB 
nnd  ^C  gebildet  werden  kann.  Umgekehrt  nennen  wir  die  Strecken 
AB  nnd  AC  die  Componenten  von  AD, 

In  gleichem  Sinne  reden  wir  auch  von  der  Znsammensetzung 
nnd  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten.  Wir  zerlegen  z.  B.  eine 
Geschwindigkeit  in  drei  Componenten  von  gegebenen  Richtungen, 
wenn  wir  die  erste  Geschwindigkeit  nach  Grösse  und  Richtung 
dnrch  eine  gerade  Linie  darstellen  und  ein  Parallelepiped  con- 
strniren,  von  welchem  jene  Gerade  die  Diagonale  ist,  und  dessen 
Kanten  die  gegebenen  drei  Richtungen  haben;  ebenso  verfahren 
wir  umgekehrt  bei  der  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten. 
Die  Componente  einer  Geschwindigkeit  ist  demnach  nichts  Anderes 
als  die  schiefwinklige  oder  rechtwinklige  Projection  der  gegebenen 
Geschwindigkeit  auf  die  gegebene  Richtung ;  nicht  selten  braucht 
man  dafär  den  Ausdruck  „  die  nach  einer  bestimmten  Richtung  ge- 
nommene (projicirte)  Geschwindigkeit",  oder  kürzer  die  Seiten- 
g e s ch  w i n  d  i g  k  e  i  t  nach  dieser  Richtung. 

12.  Die  Seitengeschwindigkeiten  nach  den  Coor- 
dinatenachsen.  Unter  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystem  ergeben  sich  aus  der  Geschwindigkeit 

d$ 

die  drei  Seitengeschwindigkeiten  in  den  Richtungen  der  Coordi- 
oatenachsen,  wenn  man  v  mit  den  Cosinus  der  drei  Winkel  multi- 
plicirt,  welche  die  Richtung  von  v  mit  den  Coordinatenachsen  ein- 
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flchliesst;  jene  Cosinns  sind  aus  Nr.  10  bekannt ,  mithin  die  drei 
▼erlangten  Seitengeschwindigkeiten 

dx  dy  dz 

"'^äi-^     "'  =  *'     "'=*• 

Sie  können  ebensowohl  positiv  als  negativ  sein,  jenachdem  dio 
Richtung  von  v  spitze  oder  stumpfe  Winkel  mit  den  Coordinaten- 
achsen  einschliesst. 

13.  Um  zu  untersuchen,  ob  diese  Formeln  aueh  für  ein  schief- 
winkliges Coordinatensystem  ihre  Gültigkeit  behalten,  denken 
wir  uns  den  Punkt  M  als  Ort  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  i  und  M*  als  seinen  Ort  nach  Verlauf  der  weiteren  Zeit 
Jt^  ferner  x^  y,  z  als  Coordinaten  von  M^  x  +  Jx,  y-\'JyyZ  +  ^* 
als  Coordinaten  von  AT,  Das  Parallelepiped  mit  den  Kanten  Jx. 
Jy^  Jz  und  der  Diagonale  3IM'  nähert  sich  bei  abnehmenden  Ja 
jjyy  Jzy  Jt  mehr  und  mehr  einem  Parallelepipede ,  dessen  Kanten 
den  Achsen  parallel  sind  und  dessen  Diagonale  mit  der  Tangente 
an  M  zusammenfällt ;  das  letztere  Parallelepiped  ist  aber  einem 
dritten  Parallelepipede  ähnlich,  welches  die  Geschwindigkeit  v  znr 
Diagonale  und  die  Seitengeschwindigkeiten  v^ ,  Vy  ,  Vg  zu  Kanten 
hat,  mithin  gelten  die  Gleichungen 

V  MAf      ds  ' 

.      v-^'^^MM^  —  dl' 
V, Jz        dz 

ds 
Durch  Multiplication  mit  der  Gleichung  v  =  —  ergeben  sich  hier- 
aus die  Formeln 

dx  dy  dz 

""'  —  dt'         ''^  —  dl'         ""^  —  dt' 
welche  mit  den  vorigei)  übereinstimmen. 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung ,  dass  —  als  die  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  angesehen  werden  kann,  der  sich  auf 
der  a:- Achse  bewegt  und  immer  dasselbe  x  wie  der  Punkt  -Äf  be- 
sitzt, und  dass  von  -^  und  ■—-  etwas    Aehnliches    gesagt    werden 

dt  dt 

kann.     Die  Seitengeschwindigkeiten  eines   beweglichen  Punktes 
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sind  daher  nichts  Anderes  als  die  Geschwindigkeiten ,  mit  denen 
ikh  die  rechtwinkligen  oder  schiefwinkligen,  auf  die  Coordinaten- 
&chsen  gefällten  P^ojectionen  jenes  Punktes  geradlinig  bewegen. 

14.  Die  Deviation.  Wir  denken  uns  einen  Punkt  in  ei- 
ner beliebig  veränderlichen  Bewegung  begriffen  und  M  als  Ort 
desselben  in  irgend  einem  Augenblicke;  an  die  Bahn. des  beweg« 
liehen  Punktes  legen  wir  im  Punkte  M  eine  Tangente  und  stellen 
ans  vor,  dass  ein  zweiter  beweglicher  Punkt  den  Ort  M  in  demsel- 
ben Angenblicke  wie  jener  Punkt  und  auch  mit  der  nämlichen  Ge- 
schwindigkeit verlasse,  sich  aber  auf  der  Tangente  weiter  bewege. 
Nach  irgend  einer  Zeit  wird  nun  _. 

der  erste  Punkt  an    eine  andere 
Stelle  iV  seiner  Bahn  und  gleich-  J^ 

zeitig  der  zweite  Punkt  an  eine 
bestimmte  Stelle  N  der  Tangente 
gekommen  sein,  und  die  Gerade 
-V'^V  zeigt  dann,  sowohl  der  Grösse  als  der  Kichtung  nach,  die  Ab- 
weichung der  einen  Bewegung  von  der  andern.  In  dem  Falle,  wo 
das  betrachtete  Zeitintervall  unendlich  klein  ist ,  bezeichnen  wir 
diese  Abweichung  mit  dem  Namen  der  Deviation;  sie  spielt 
eme  Hauptrolle  bei  der  Untersuchung  über  die  beliebig  veränder- 
liche krummlinige  Bewegung  eines  Punktes.  Um  sie  der  Grösse 
nnd  Richtung  nach  kennen  zu  lernen,  bedarf  es  nur  der  Ermittelung 
ihrer  Componenten  d.  h.  ihrer  Projectionen  auf  drei  rechtwinklige 
Coordinatenachsen. 

15.  Denken  wir  uns  die  Bewegung  d.  h.  die  Coordinaten  ä", 
y^z  als  bekannte  Funktionen  der  Zeit  i,  so  befindet  sich  der  be- 
wegliehe Punkt  am  Ende  der  Zeit  /  an  der  Stelle  xyz]  seine  drei 

o  .  dx     dy    dz 

oeitengeschwindigkeiten  sind  in  diesem  Augenblicke  "^r  ^  "ir  i  'JTt 

Qod  wenn  sich  nun  ein  Punkt  mit  denselben  Seitengeschwindig- 
keiten in  der  Sichtung  der  Tangente  bewegt,  so  sind  nach  der  Zeit 
^  die  Coordinaten  seines  Ortes  N\ 

,  du'  ,   dy  ^  .    dz  ^ 

^+^*'     ^+i^'     '+är^-     . 

Im  ferner  die  Coordinaten  von  Hf  zu  ermitteln,  erinnern  wir, 
dasax  als  Funktion  von  /  angesehen  wird  also  etwa  x=sf(t)  ist; 
^as  X  des  neuen  Punktes  ist  dann  f(t+^)  oder  nach  dem  Taylor- 
schen  Satze 
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=  "  +  **+*[•*+«*]«'• 

wo  a  eine  endliche  von  f"  abhängige  Grösse  bezeichnet^  aof  deren 
Betrag  es  nicht  weiter  ankommt.  Die  Coordinaten  yon  M'  sind 
folglich 

dz  /cPz  \ 

zieht  man  hiervon  die  gleichnamigen  Coordinaten  des  Punktes  A' 
ab,  so  erhält  man,  der  Grösse  und  Richtnng  nach,  die  Componen- 
ten  der  Geraden  JlfiV,  nämlich 

i&^^h  i&*f>h  i(^*r»y 

Diese  Ausdrücke  vereinfachen  sich  und  gehen  in  die  Compo- 
nenten  der  Deviation  über,  wenn  man^  als  unendlich  klein  vor- 
aussetzt; die  Grössen  aß,  /3^,  yd-  werden  dann  unendlich  klein  im 

€px      cPii       d^z 
Vergleich  zu  den  endlichen  Grössen  --z- ,     ■—• ,     -3- ,  und  es  blei- 

a^       dr        dr 

ben  daher  als  Compononten  der  Deviation  folgende Werthe  übrig: 

d/«    2"'     d(*    2  '     dr«    2"* 
Bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensjsteme   ist   hiemach  die 
Grösse  der  Deviation 

16.  Unter  Riöhtung  der  Deviation  verstehen  wir  die  Grenze, 
welcher  sich  die  Richtung  der  Geraden  iV!^'  mehr  und  mehr  nähert 
je  kleineiv  NM  wird.  Die  Cosinus  der  Richtungswinkel  von  NM* 
sind  nun  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  proportional  den  Compo- 
nenten  '^M>n  NM'  und  mit  denselben  Zeichen  versehen;  die- Cosinus 
der  Richtungswinkel  der  Deviation  sind  daher  proportional  den 
Grössen 

^x      d*y       d*2 
d?"'     dF'    dF 
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und  von  denselben  Zeichen.   Man  erhält  diese  Cosinus,  wenn  man 
jeden  der  vorstehenden  DifTerentialquotienten  durch  den  Ausdruck 


/©)■+  ©)■+  (m 


dlvidirt,  wobei  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist. 

Bei  einer  geradlinigen  Bewegung  fallen  N  und  M'  in  dieselbe 
Gerade  und  die  Richtung  von  Nlüf  ist  dann  einerlei  mit  der  Rieht- 

>f2/M  ^U  Cp2 

tung  der  Bewegung;  in  der  That  sind  jetzt  -^5- ,     -75- ,     -tat.     P^<^' 

dir       dy       dz    ' 
porti.nal-,     -,     -. 

17.  Beschleunigung  in  der  Deviation.  Der  für  dieDe- 
Tiation  gefundene  Ausdruck 

wächst  mit  der  Zeit  d'  ebenso ,  wie  der  Weg  eines  von  der  Ruhe  • 
läge  M  ausgehenden  Punktes ,  der  in  einer  gleichförmig  beschleu- 
nigten, und  zwar  mit  der  Acceleration 


fWFWFW 


versehenen  Bewegung  begriffen  ist.  Denkt  man  sich  also  die  De- 
Tiation  durch  die  Bewegung  eines  Punktes  beschrieben,  so  kann 
mau  letztere  als  eine,  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  gleich- 
förmig beschleunigte  ansehen,  deren  Acceleration  die  vorstehende 
ist  Durch  Mnltiplication  derselben  mit  den  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel der  Deviation  ergeben  sich  für  die  Componenten  dieser 
Acceleration  die  folgenden  Ausdrücke 

(fa?       d*y       d*« 
W     dF'    df' 
Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass   die  obige  Be- 
ficUeanigung  in  der  Deviation  nicht  mit  der  Beschleunigung  in  der 
wirklichen  Bahn  zu  verwechseln  ist;  letztere  Acceleration  würde 

.  dv 
^^t  5  bezeichnet  werden  müssen. 

18.  Tangentiale  und  normale  Componente  der  De- 
viation. Die  nach  den  Coordinatenachsen  gerichteten  Componenten 
der  Deviation  waren  bis  auf  solche  Grössen ,  die  gegen  sie  selbst 
verschwinden, 
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Fig.  3. 


N  ^  df  '  "1  de  '  ^  df' 
bezeichnet  nan  NM'  die  Devia- 
tion und  BfP  das  von  HÜ  auf  die 
Tangente  an  M  herabgelassene 
Perpendikel ,  so  ist  NP  die  tangentiale  und  PM'  die  normale  Com- 
ponente  der  Deviation. 

Man  erhält  die  erste  dieser  Componenten,  ifowohl  der  Grösse 
als  der  Richtung  nach,  wenn  man  die  drei  Achsen  componenten 
von  NM*  auf  die  Tangente  projicirt;  die  Cosinus  der  Winkel,  unter 
welchen  diese  Projectionen  geschehen,  sind  bekannt,  nämlich 

dx       dy       dz 

ds'     ds'     ds 
und  man  hat  daher 

^d^xdx   .   d'*(fydy    .   ^d*zdz 

2  d^  ds    1^  1  d(^  ds        2  d^  ds 
d^dxcFx '+  dy  d^y  +  dz  d^z 

~  ?  dsdf  • 

Andererseits  zieht  man  aus  der  bekannten  Gleichung 

dx^  +  dy^  +  dz*  =  ds* 

durch  Differentiation  die  folgende 

dx  <^x  +  dy  c^y  -^  dz  ö^z  =.  ds  d*5,  • 

und  unter  Benutzung  derselben  erhält  man  für  die  tangentiale  Com- 

ponente  der  Deviation 

2    (/^~2  dt' 

Behufs  der  Ermittelung  der  normalen  Componente  HfP  erin^ 

nern  wir  zunächst  an  den  bekannten  Satz,  dass  der  zum  Carven< 

punkte  ^  gehörige  Krümmungshalbmesser  r  mititTPundifATdurct 

die  Gleichung 

MM'* 


M'P  — 


2r 


verbunden  ist,  wobei  nur  die  in  Beziehung  auf  M*P  unendlich  klei 
neu  Grössen  vernachlässigt  sinA,  Da  nun  MM*  den  während  dei 
Zeit  ^  durchlaufenen  Weg  darstellt,  so  hat  man  bei  demselben  Ge 
nauigkeitsgrade  MM'  =sv^^  mithin  für  die  normale  Componente 
der  Deviation 

2    r 

Nicht  selten  bezeichnet  man  die  beiden  berechneten  Componentei 
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schlechthin  als  die  tangentiale  nnd  normale  (centripetale) 
Deviation. 

Leicht  bemerkt  man  noch ,  dass  bei  einer  gleichförmigen  Be- 
weguDg  die  Deviation  normal  auf  der  Bahn  nnd  bei  einer  gerad- 
linigen Bewegung  r  =  oo ,  mithin  die  Deviation  immer  im  Sinne 
der  Bewegung  ist. 

IQ.Beschleunigung  in  der  tangentialen  und  norma- 
len Deviation.  Der  in  der  tangentialen  Deviation  durchlaufene 
Weg  NP  hat  dieselbe  Grösse  als  wenn  sich  ein  von  der  Ruhelage 
ausgehender  Punkt  während  der  Zeit  &  mit  der  constanten  Acce- 

leratioD   —  bewegt  hätte;  es  ist  daher 

dv dh 

dF~dr* 
die  Beschleunigung  in  der  tangentialen  Deviation. 
Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

r 
als  Beschleunigung  in  der  normalen  Deviation. 

Gewöhnlich  nennt  man  diese  Beschleunigungen  kürzer  die 
tangentiale  and  normale  (centripetale)  Acceleration. 


Analytisch«  Mechanik.  16 


Zweites  Capitel. 

Geometrische  Bewegung  eines  starren 

Punktesystemes. 


Die  verschiedenen  Arten  der  Bewegung. 

20.  Wenn  man  sich  einen  und  denselben  starren  Körper  nach 
einander  in  zwei  verschiedenen  Lagen  vorstellt  und  dabei  von  den 
Kräften  abstrahirt,  wodurch  der  Körper  in  die  neue  Lage  gebracht 
worden  ist,  sowie  von  der  Zeit,  innerhalb  welcher  der  U ebergang 
geschah,  so  bemerkt  man  zunächst,  dass  die  Ueberführung  aus  der 
einen  in  die  andere  Lage  auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen 
möglich  sein  würde;  dann  liegt  aber  auch  die  Aufgabe  sehr  nahe, 
die  einfachsten  oder  für  manche  Zwecke  vortheilhaftesten  Beweg- 
ungen zu  bestimmen,  mittelst  deren  jene  Ueberführung  bewerk- 
stelligt werden  könnte. 

Der  Uebergang  aus  irgend  einer  Lage  in  irgend  eine  andere 
lässt  sich  nun  immer  auf  folgende  W^eise  ausführen.  Man  denke 
sich  zunächst  die  Gerade  zwischen  den  beiden  verschiedenen  La- 

* 

gen  eines  und  desselben  entweder  dem  Körper  angehörenden  oder 
fest  mit  ihm  verbundenen  Punktes ,  und  benutze  diese  Gerade  als 
Leitlinie  einer  Verschiebung,  bei  welcher  alle  Punkte  des  Körpers 
gleiche  und  jener  Geraden  parallele  Wege  beschreiben;  darauf 
stelle  man  sich  den  Endpunkt  jener  Leitlinie  als  fest  vor  und 
drehe  den  Körper  so  lange  um  diesenr  Punkt,  bis  irgend  zwei  an- 
dere mit  diesem  Centrum  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
die  gegebenen  neuen  Lagen  erhalten  haben.  Die  beiden  erwähnten 
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Bewegungen,  nämlich  die  Verschiebung  und  die  Drehung, 
verdienen  eine  nähere  Untersuchung. 

Der  zuerst  betrachtete  Punkt  kann  aus  seiner  ursprünglichen 
Lage  auch  dadurch  in  die  nachherige  Lage  übergeführt  werden, 
dass  man  ihn  ein  Polygon  durchlaufen  lässt,  welches  in  jenem 
Punkte  anfangt  und  in  diesem  endigt.  Die  progressive  Bewegung 
längs  einer  Geraden  ist  demnach  durch  eine  Reihenfolge  von  Ver- 
schiebungen ersetzbar,  deren  Grössen  und  Richtungen  durch  die 
Seiten  eines  Vielecks  dargestellt  werden.  Diese  Substitution  wer- 
den wir  künftig  die  Zerlegung  einer  Verschiebung  nennen;  die 
umgekehrte  Operation,  bei  welcher  mehrere  Verschiebungen  durch 
eine  einzige  progressive  Bewegung  ersetzt  werden,  mag  die  Zu- 
sammensetzung der  Verschiebungen  heissen.  Die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  von  Verschiebungen  geschieht  daher  auf 
gleiche  Weise  wie  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräf- 
ten an  einem  Punkte. 

Was  die.  Drehung  um  ein  festes  Centrum  anbelangt,  so  ist 
leicht  einzusehen,  dass  sie  sich  immer,  und  zwar  auf  unendlich 
viel  verschiedene  Weisen,  durch  zwei  Drehungen  um  feste  Achsen 
ersetzen  lässt.  Bezeichnet  nämlich  P  einen  Punkt,  welcher  mit- 
telst einer  Drehung  um  das  feste  Centrum  0  in  die  neue  Lage  P, 
gebracht  werden  soll,  so  ist  0P^=  OP^  und  es  folgt  hieraus,  dass 
Pund  P,  gleichweit  entfernt  sind  von  jeder  Geraden  gr,  welche  sich 
in  der  durch  0  senkrecht  zur  Verbindungslinie  PP^  gelegten  Ebene 
lefindet;  eine  Drehung  des  Körpers  um  eine  solche  Gerade  g 
bringt  daher  P  nach  P^,  Nachdem  auf  diese  Weise  zwei  ent- 
>prechcnde  Punkte  P  und  P^  zur  Coindicenz  gekommen  sind,  be- 
darf es  nur  noch  einer  zweiten  Drehung  um  die  Gerade  OP^^  um 
das  Zusammenfallen  aller  übrigen  Punkte  herbeizuführen.  Die 
Drehung  um  einen  Punkt  lässt  sich  daher  auf  Drehungen  um  zwei 
durch  diesen  Punkt  gehende  Achsen  zurückführen.  Ueber  die 
Zusammensetzung  und  Zerlegung  deraitiger  Drehungen  werden 
wir  nachher  die  wichtigsten  der  zuerst  von  Poinsot  in  der  Theo- 
rie nowfelle  de  la  rotalion  des  corps  entwickelten  Sätze  mittheilen; 
wir  schicken  aber  denselben  eine  zwar  einfache,  doch  für  die 
Folge  nutzl>ringende  Bemerkung  voraus. 

Wenn  die  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste  Achse  so  ge- 
ring ist,  dass  dabei  nur  ein  unendlich  kleiner  Winkel  beschrieben 
vird,  so  ändern  sich  auch  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  P 

16* 
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des  Körpers  nur  um  solche  Grössen ,  welebe  im  Vergleich  zu  den 
Coordinaten  selber  unendlich  klein  und  zwar  der  ersten  Ordnung 
sind.    Dasselbe  gilt  für  einen  unendlich  nahen  Punkt  P\  aber  die 
Unterschiede  zwischen  den  Coordinatenänderungen  von  P  und  de- 
nen von  P'  sind  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung.   Be- 
zeichnen nämlich  x,  y^  z  die  Coordinaten  von  P  vor  der  Drehung 
und  x+  dXj  t/'i'dy,  z  +  dz  die  Coordinaten  nach  der  Drehung,  so 
würde  man  die  ursprünglichen  Coordinaten  eines  unendlich  nahen 
Punktes  P'  durch  x  +  adx^  y+  ßdy^  z  +  ydz  ausdrücken  können, 
wo  a,  /3,  y  irgend  welche  endliche  Zahlen  bedeuten  und  dann  sind 
die  Coordinaten  von  P'  nach  der  Drehung  x  +  arfa:  +  d(x  +  ads), 
y+  ßdy  +  d{y+  ßdy),  z  +  ydz +  d(^z+ydz);  die  Unterschiede 
zwischen  den,  Aenderungen  d{x+  adx),  diy  +  ß  dy)  ,  d(z  +  ydz)^ 
einerseits  und  den  Aenderungen  dx^  dy,  dz  andererseits  betragen 
d{adx),  d{ßdy),  d(ydz)  und  sind  unendlich  klein  in  Beziehung 
auf  jene  sechs  Aenderungen.    Bei  der  Untersuchung  über  unend- 
lich kleine  Achsendrehungen  darf  man  sich  daher  vorstellen,  dass 
der  Körper  nicht  von  der  gegebenen  Anfangslage,  sondern  von 
einer  ihr  unendlich  nahen  Lage  ausgegangen  sei,  denn  die  nach 
der  zweiten  Voraussetzung  berechneten  Coordinatenänderungen 
differiren  von  den   eigentlichen  Coordinatenänderungen  nur  um 
solche  Grössen,  welche  im  Vergleich  zu  ihnen  unendlich  klein 
sind  und  daher  verschwinden.   Handelt  es  sich  also  z.  B.  um  eine 
endliche  Anzahl  successiver  unendlich  kleiner  Drehungen,  so  kann 
man  sich  jede  derselben  so  denken ,  als  wäre  sie  von  der  Anfangs- 
lage des  Körpers  ausgegangen,  und  die  Summe  aller  auf  diese 
Weise  entstandenen  Coordinatenänderungen  giebt  die  gesammte 
Variation  der  Coordinaten,  welche  in  Folge  jener  successiven 
Drehungen  eingetreten  ist.  Ebenso  kann  man  die  Achse  einer  un- 
endlich kleinen  Drehung  durch  eine  unendlich  nahe  liegende  Achse 
ersetzen.    Die  eigentlichen  Coordinatenänderungen  sind  nämlich 
Produkte  aus  dem  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  in  diejenigen 
endlichen  Grössen,  wodurch  die  Lage  der  Achse  bestimmt  wird; 
einer  unendlich  kleinen  Lagenänderung  dieser  Achse  entsprechen 
unendlich  kleine  Aenderungen  jener  endlichen  Faktoren ,  woraus 
folgt,  dass  die  neuen  Incremente  der  Coordinaten  sioh  von  den 
früheren  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  unter- 
scheiden, welche  gegen  die  Coordinatenänderungen  selber,  diese 
als  Unendlichkleine  erster  Ordnung  gedacht,  wegzulassen  sind. 
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Wenn  daher  ein  starrer  Körper  eine  endliche  Anzahl  yon  « 
anendlich  kleinen  Drehungen  um  verschiedene  Achsen  erhalten 
soll,  so  darf  man  statt  eines  beliebigen  Punktes  desselben  einen 
unendlich  nahen  Punkt  und  statt  der  gegebenen  Achsen  unendlich 
nahe  liegende  Achsen  nehmen,  und  es  bleiben  dabei  die  Coordi- 
natenändemngen  immer  noch  richtig  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  erster  Ordnung;  ebenso  kann  auch  die  Reihenfolge  der 
Drehungen  beliebig  abgeändert  werden.  Um  dieser  Vortheile 
willen  pflegt  man  gewöhnlich  die  während  einer  endlichen  Zeit 
vor  sich  gehenden  Drehungen  in  eine  unendlich  grosse  Menge  un-. 
endlich  kleiner  snccessiver  Drehungen  zu  zerlegen.  Daher  be- 
ziehen sich  auch  die  meisten  der  folgenden  Sätze  über  die  Zusam- 
mensetzung und  Zerlegung  der  Drehungen  auf  den  besonderen 
Fall  unendlich  kleiner  Drehungen. 

21.  Winkelgeschwindigkeit.    Einen  in  continuirlicher 
Drehung  befindlichen  Körper  denken  wir  uns  mit  einer  durch  die 
Drehungsachse    gehenden  Ebene  verbunden,   welche   ihre  Lage 
gegen  den  Körper  nicht  ändern  und  mit  diesem  rotiren  möge.  Die 
jedesmalige  Stellung  des  Körpers  wird  dann  durch  die  Lage  der 
genannten  Ebene  bestimmt,  und  die  Lage  der  letzteren  hängt  nur 
von  dem  Winkel  if;  ab ,  den  sie  mit  einer  unveränderlichen  durch 
die  Achse  gehenden  Ebene  einschliesst;  zur  letzteren  Ebene  nimmt 
man  gewöhnlich  die  Anfangslage  der  beweglichen  Ebene.    Wenn 
der  Wmkel  ^  proportional  der  Zeit  wächst,  so  ist  die  Winkelbe- 
wegung des  Körpers  gleichförmig ;  zugleich  ist  auch  die  Bewegung 
eines  jeden  Punktes  gleichförmig  und  seine  Geschwindigkeit  pro- 
portional seiner  Entfernung  von  der  Drehungsachse.  *  In  diesem 
Falle  nennt  man  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  den 
Winkel,  welchen  die  bewegliche  Ebene  während  der  Zeiteinheit 
beschreibt;    diese   Winkelgeschwindigkeit   ist   zugleich   die    Ge- 
schwindigkeit eines  solchen  Punktes,  dessen  Entfernung  von  der 
Drehungsachse  die  Längeneinheit  beträgt. 

Bei  einer  veränderlichen  (ungleichförmigen)  Winkelbeweg- 
ttng  hängt  der  Winkel  -^  auf  irgend  eine  Weise  von  der  Zeit  ab, 
und  man  versteht  dann  unter  Winkelgeschwindigkeit  die  Grenze 

des  Vethältnisseß  -^i.h.-j^.  Mit  Vernachlässigung  unendlich 

^t  dt 

Ueber  Grössen  höherer  Ordnungen  ist  also  der  in  einer  unendlich 
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•  

kleinen  Zeit  beschriebene  Winkel  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Winkelgeschwindigkeit  in  jener  Zeit. 

22.  Nicht  selten  schreibt  man  einem  Körper  gleichzeitig  mehrere 
Bewegungen  zu;  man  versteht  darunter,  dass  der  Körper,  gegen 
ein  als  fest  betrachtetes  Punktesystem  gehalten ,  in  Bewegung  sei, 
dass  aber  jenes  Punktesystem  sich  selbst  wieder  in  Beziehung  auf 
ein  anderes  Punktesystem  bewegt,  dieses  gegen  ein  weiteres 
System  u.  s.  f. ,  bis  endlich  das  letzte  dieser  Systeme  als  absolut 
unbeweglich  gilt.  Zugleich  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  die 
absolute  Bewegung  zu  ermitteln ,  welche  aus  diesen  gleichzeitigen 
relativen  Bewegungen  entspringt.  Will  man  nun  den  Ort  kennen 
lernen ,  an  welchem  sich  der  Körper  nach  irgend  einer  Zeit  befin- 
det, so  kann  man  sich  vorstellen,  der  Körper  vollende  zuerst  seine 
Bewegung  in  Beziehung  auf  das  erste  Punktesystem,  nachher 
werde  er  mit  diesem  fest  verbunden  und  führe  mit  diesem  zusam- 
men die  Bewegung  gegen  das  zweite  System  aus  u.  s.  w. ;  in  der 
That  erhält  jetzt  der  Körper  zuletzt  die  gesuchte  Lage ,  und  zwar 
ist  die  Endlage  dieselbe,  man  mag  nun  jene  Bewegungen  gleich- 
zeitig oder  nach  einander  vornehmen. 


Die  unendlich  kleinen  Bewegungen. 

23.     Drehungen    um    zusammentreffende  Achsen. 
Es  sei  AO  die  Richtung  einer  Achse,  um  welche  sich  ein  starrer 
Fig.  4.  Körper  dreht  und  dabei  den  Winkel  2  a 

C  beschreibt  (die  Drehungsrichtung  neh- 

men wir  wie  früher  so,  dass  ein  von  A 
nach  0  sehender  Beobachter  die  Dreh- 
ung von  der  Linken  nach  der  Kechten 
^  erfolgen  sieht),  ferner  sei  BO  eine  zweite 
Achse,  um  welche  der  Körper  den 
'  Winkel    2/3   mit   derselben    Drehungs- 

1/  richtung    beschreibt,   nachdem    er   die 

/  erste  Drehung  ausgeführt  hat;  wir  un- 

'  j  tersuchen  nun,  ob  es  möglich  sein  würde, 

^  den  Körper  durch  Drehung  um  eine  ein- 

zige noch   zu   bestimmende  Achse  in  dieselbe  Lage  zu  bringen, 
wie  durch  jene  zwei  successiven  Drehungen. 


\ 
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Durch  die  Gerade  AO  legen  wir  eine  ElTene  AOCy  welche  mit 
der  Ebene  AGB  nach  BO  hin  den  Winkel  EAC=.a  einschliesst, 
femer  durch  BO  nach  A  0  hin  eine  Ebene ,  welche  mit  A  OB  den 
Winkel  EBC=^ß  bildet;  beschreibt  nun  das  System  bei  seiner 
Drehung  um  AO  den  Winkel  2 er,  so  gelangt  die  Durch^hnitts- 
linie  CO  in  die  symmetrisch  entgegengesetzte  Lage  CO,  nach  der 
zweiten  Drehung  um  BO  kommt  jie  Durchschnittslinie  wieder  in 
die  ursprüngliche  Lage  CO.  Beide  Drehungen  zusammen  ändern 
daher  die  Lage  von  CO  nicht,  und  muss  also  der  Körper  auch 
dadurch  in  seine  neue  Lage  gebracht  werden  können ,  dass  man 
ihn  um  CO  dreht,  und  zwar  in  demselben  Sinne,  in  welchem  jene 
beiden  Drehungen  vorgenommen  wurden. 

Dies  gilt  für  beliebige  Drehungswinkel  2a  und  3j?,  von  Wich- 
tigkeit ist  es  aber ,  den  besonderen  Fall  unendlich  kleiner  a  und  ß 
näher  zu  betrachten.  In  der  aus  den  Kanten  A  0,  BO,  CO  gebilde- 
ten dreiseitigen  £cke  hat  man 

sin  BOC  :  sin  AOC=  sin  a  :  sin  ß=s  a:  ß, 
veil  a  und  ß  unendlich  klein  sind;  ferner  erhebt  sich  ebendes- 
wegen die  neue  Drehungsachse  CO  nur  unendlich  wenig  über  die 
Ebene  AGB  und  man  kann  daher  statt  CO  eine  ihr  unendlich  nahe 
Gerade  DO  nehmen ,  welche  in  der  Ebene  AOB  selber  und  zwar 
so  liegt,  dass 

sin  BOD  :  sin  AOD  =  «:/?. 

Diese  Gerade  DO  ist 
nichts  Anderes,  als  die 
Diagonale  eines  Parallele- 
grammes,  dessen  Seiten  a  q 
nnd  ^  oder  diesen  propor- 
tionale Strecken  OM  und 
OH  sind. 

Nachdem  hiermit  die 
Achse  nnd  der  Sinn  der 
resnltirenden  Drehung  bestimmt  sind,  handelt  es  sich  noch  um  die 
Grösse  der  Drehnng.  Irgend  ein  Punkt  /  auf  der  ersten  Achse  AO 
ändert  seine  Lage  erst  bei  der  zweiten  Drehung  und  zwar  be- 
schreibt er  dann  einen  unendlich  kleinen  auf  der  Ebene  AOB 
senkrechten  Kreisbogen  JL\  fällen  wir  noch  auf  BO  und  DO  die 
Senkrechten  JK  und  JH^  so  haben  wir  für  die  unendlich  kleinen 
Drebnngswinkel  die  Proportion 


M 
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LJKLiL  JHL  =d!  JH :  JK  =  sin  HOJ :  sin  KOJ  =  OPi:OP, 
woraus  sich  LJUL  bestimmt.  Dies  giebt  zusammen  den  Satz: 
Zwei  unendlich  kleine  Drehungen  um  sich^  schnei- 
dende Achsen  können  durch  eine  einzige  Drehung 
ersetzt  werden,  und  wenn  man  auf  jenen  Achsen  von 
ihrem  Durchschnitte  aus  Strecken  abschneidet,  wel- 
che die  zugehörigen  Winkelgeschwindigkeiten  dar- 
stellen, so  bestimmt  die  Diagonale  des  aus  diesen 
Strecken  construirten  Parallelogrammes  sowohl  die 
Lage  der  Achse  als  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
resultirenden  Drehung. 

Die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Drehungen  um  be- 
liebig viele  in  einem  Punkte  zusammentreffende  Achsen  geschieht 
demnach  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  Kräften ,  deren  Richtungen 
mit  den  Richtungen  jener  Achsen  übereinstimmen  und  deren  In- 
tensitäten den  Winkelgeschwindigkeiten  der  entsprechenden  Dreh- 
ungen gleichkommen. 

24.  Drehungen  um  parallele  Achsen.  SindAOnndßQ 

zwei  parallele  Achsen,  um 

Flg.  6.  welche  ein  Körper  nach- 

j.  .,  einander  so  gedreht  wer- 

A  den   soll,  dass  er  bei  der 

/  ersten  Rotation  den  Winkel 

/---.\B  2  «  und  bei  der  zweiten  den 

/    y^..  —Kb  Winkel  2/3  beschreibt,  so 

//^ j>  ^  kann  die  Zusammensetzung 

0  -4  beider    Drehungen   durch 

eine  der  vorigen  ganz  ähn- 
liche Betrachtung  ermittelt  werden.  Man  legt  nämlich  durch  AO 
an  die  Ebene  ABQO  eine  erste  Hilfsebene  unter  dem  Winkel  a 
nach  BQ  hin  und  ebenso  durch  BO  eine  zweite  Hilfsebene  unter 
dem  Winkel  ß  nach  AO  hin;  beide  Ebenen  schneiden  sich  in  der 
zu  AO  und  BQ  parallelen  Geraden  CR.  Dreht  man  nun  den  Körper 
auf  die  angegebene  Weise  nacheinander  um  AO  und  BQ^  so  kornint 
die  Gerade  CR  nach  der  zweiten  Drehung  wieder  in  ihre  ursprüng- 
liche Lage ,  mithin  können  jene  Drehungen  durch  eine  einzige  um 
CR  gehende  Drehung  ersetzt  werden. 

Bei  unendlich  kleinen  o  und  ß  fällt  CR  in  die  Ebene  beider 
Achsen  nach  DSy  und  wenn  AB  senkrecht  auf  AO  und  BQ  steht, 


0 
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so  verhält  sich  ÄD  :  BD  ==:  ß  :  a.  Um  noch  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  resnltirenden  Dreijung  zu  finden ,  bezeichnen  wir  mit 
ÄE  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen,  den  A  bei  der  zweiten 
Drehung  beschreibt  und  der  von  A  auch  bei  der  resnltirenden 
Drehung  beschrieben  wird;  die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der 
Drehung  um  BQ  verhält  sich  jetzt  zur  Winkelgeschwindigkeit  bei 
der  resnltirenden  Drehung  um  DS  umgekehrt  wie  AB  :  AD,  Man 
erkennt  hieraus ,  dass  Drehungen  um  Parallelachsen  auf  dieselbe 
Weise  wie  parallele  Kräfte  zusammengesetzt  werden.  Dies  gilt 
auch  für  den  Fall  von  Drehungen  entgegengesetzten  Sinnes,  wie 
man  leicht  aus  dem  Vorigen  herleiten  kann. 

25.  Die  Drehungspaare.  Zwei  gleichgrosse,  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  vor  sich  gehende  Drehungen  um  Parallelachsen 
bilden  zusammen  ein  sogenanntes  Drehungspaar.  Um  die  Wirkung 
desselben  kennen  zu  lernen,  denken  wie  uns  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  M  des  Körpers  eine  zu  beiden  Achsen  normale  Ebene 
gelegt,    welche   jene  Achsen   in   A    und   B 
schneidet.      Bei   der  Drehung  um  die  erste 
Achse  beschreibt  M  den  unendlich  kleinen 
Bogen  MPy  bei  der  zweiten  Drehung  den  un- 
endlich kleinen  Bogen  PR,  und  es  sind  diese 
Bögen  wegen  ihrer  unendlichen  Kleinheit  als 
gerade  Linien  anzusehen,  deren  Längen  sich 
wie  AM  und  BM  verhalten.   Der  Punkt  M  ge- 
langt daher  von  M  nach  R,  d.  h.  an  den  End- 
punkt der  Diagonale  des  aus  MP  und  MQ  = 
PR  constmirten   Parallelogrammes.     Ferner 
ist  AMPRf^^Z^AMBy  weil  die  proportionalen  Seiten  beider  Drei- 
ecke denselben  Winkel   zwischen   sich  fassen,    mithin  steht  MR 
senkrecht  auf  AB.   Ein  Drehungspaar  bewirkt  daher  eine 
progressive  Bewegung  aller  Punkte  des  Körpers  nach 
Geraden,  welche  auf  der  Ebene  des  Paares  senkrecht 
stehen;  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist  für 
alle  Punkte  dieselbe,    nämlich  gleich  dem  Produkte 
aus   der    Entfernung    der    Achsen    in  den    Drehungs- 
winkel. 

Ferner  bemerkt  man  leicht,  dass  jedes  Drehungspaar  in  sei- 
ner Ebene  gedreht,  verschoben  oder  auch  in  eine  Parallelebene 
verlegt  werden  darf,  ohne  die  von  demselben  bewirkte  progressive 
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Bewegung  zu  ändern.  Ueberhaupt  können  Drehungspaare  ebenso 
wie  Kräftepaare  bebandelt  werde»;  trägt  man  nämlich  auf  jeder 
von  beiden  Achsen  eines  Drehungspaares  eine  Strecke  AC=  BD 

Fig.  8.  auf,  welche  dem  Drehungs- 

winkel gleichkommt,  so  er- 
scheint CABD  wie  ein 
Kräfte  paar,  dessen  Moment 
=  AB  .  BD  ist;  ebensoviel 
beträgt  auch  die  progres- 
sive Bewegung  MR  in  der 
auf  CABD  senkrechten 
Kichtung  MR  NS  und  daher  verhält  sich  das  Drehungspaar  wie  ein 
Kräftepaar,  dessen  Moment  oder  Achse  durch  91 R  dargestellt  wird. 
Dem  bekannten  Satze,  dass  jede  an  einem  Punkte  A  wirkende 
Kraft  durch  eine  parallele  und  gleiche  Kraft  an  einem  Punkte  B 
durch  ein  Kräftepaar  ersetzt  werden  darf,  entspricht  in  der 
Theorie  der  Drehungspaare  der  Satz,  dass  eine  Drehung  um  eine 
Achse  a  ersetzt  werden  kann  durch  eine  gleiche  und  gleichgerich- 
tete Drehung  um  eine  Parallelachse  b  und  durch  ein  Drehungspaar, 
welches  die  Entfernung  der  Achsen  a  und  b  zur  Breite  hat. 

26.  Allgemeine  Re^uctiou  jeder  Bewegung.  Wenn 
einem  Körper  irgend  wie  viel  unendlich  kleine  Verschiebungen 
und  Drehungen  ertheilt  werden  sollen,  so  kann  man  immer  fol- 
gende Reduction  vornehmen.  Durch  einen  festen  Punkt  O  ziehen 
wir  Parallelen  zu  den  vorhandenen  Drehungsachsen  und  zerlegen 
jede  ursprünglich  vorgeschriebene  Drehung  in  eine  Drehung  um 
die  ihr  parallele  Achse  und  in  ein  Drehungspaar,  d.  h.  eine  Ver- 
schiebung; alle  parallel  verlegten  Drehungen  um  die  durch  0 
gehenden  Achsen  lassen  sich  zu  einer  resultirenden  Drehung  zu- 
sammensetzen und  zwar  bleibt  die  Achse  derselben  ihrer  Richtung 
nach  unveränderlich,  wo  man  auch  den  Punkt  0  gewählt  haben 
möge.  Die  noch  übrigen  ursprünglich  geforderten  Verschiebungen 
lassen  sich  mit  den  hinzugekommenen  Drehungspaaren,  die  gleich- 
falls Verschiebungen  sind,  zusammensetzen  und  liefern  eine  resul- 
tirende  Verschiebung,  deren  Grösse  und  Richtung  von  der  Lage 
des  Punktes  0  abhängt. 

27.  Bewegung  parallel  zu  einerEbene.  Wir  betrach- 
ten noch  den  speciellen  Fall ,  wo  alle  Punkte  des  Körpers  unend- 
lich kleine  gerade  Linien  oder  Kreisbögen  beschreiben,  welche 
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einer  bestimmten  Ebene  parallel  sind ;  es  reicht  in  diesem  Falle 
hin,  durch  den  Körper  einen  zu  jener  Ebene  parallelen  Schnitt 
an.  führen  und  die  Bewegung  dieser  Planfignr  zu  untersuchen. 
Sind  nun  A  und  P  zwei  Punkte  dieses  Querschnittes  in  seiner 
Drspruaglichen  Lage  und  A\  P'  die  neuen  Stellungen  der- 
jfelben  nach  irgend  einer  ^  'S*  "• 

Bewegung,  so  erhellt  zu-  ^'-  JJ^  ^Zl^ 

näehst,  dass  roan^  und  P 
nach  A'  und  P'  brin£:en  II  /\/     -    '  ;\       , 


kann,  wenn  man  erst  eine 
Verschiebung  vornimmt, 
bei  welcher  >4  nach  A\  P 
nach  P,  kommt,  und  darauf 
eine  Drehung  um  A'  folgen  lässt,  bis  -4'P,  mit  A'P*  zusammenfällt. 
Dies  gilt  för  jede  beliebige  Lage  von  ÄP'  gegen  y4P;  um  aber  zu 
untersuchen,  ob  bei  unendlich  naher  Lage  von  AP  und  A'P'  eine 
blosse  Drehung  zurUeberführung  von -4P  in>4'P'  hinreichen  würde, 
legen  wir  durch  Ä  die  Gerade  LM  senkrecht  zu  AA\  ziehen  zwei 
Gerade  BÄC  und  CÄB\  die  mit  LM  den  halben  Drehungswinkel 
PiÄ'P'  einschliessen  und  ziehen  endlich  zwischen  den  zwei  ge- 
nannten Geraden  die  Linien  BB'  und  CC  so,  dass  sie  parallel  und 
gleich  AA'  sind.  Denken  wir  uns  die  Punkte  B  und  C  mit  der  Fi- 
gur fest  verbunden,  so  kommen  sie  bei  der  anfänglichen  Ver- 
schiebung nach  B'  und  C;  durch  die  nachherigo  Drehung  gelangt 
entweder  B'  wieder  nach  B  oder  C  nach  C  zurück,  je  nachdem 
die  Rotation  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  vor  sich  geht.  Im 
creten  Falle ,  welcher  unserer  Figur  entspricht,  kann  man  also  die 
Pnnkte  A  und  P  und  überhaupt  den  ganzen  Querschnitt  aus  der 
ersten  in  die  zweite  Lage  tiberführen,  ohne  die  Lage  des  Punktes 
S  ztt  ändern  und  da  ferner  die  Linien  AA\  PP'  unendlich  klein 
sind,  so  ist  die  Wirkung  jener  Verschiebung  und  Drehung  die- 
selbe, als  wäre  die  Figur  um  den  seiner  Lage  nach  bestimmten 
Pnnkt  n  oder  der  Körper  um  eine  Achse  gedreht  worden,  welche 
m  B  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Figur  steht. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auch  auf  sphärische  Figuren 
ausdehnen,  wie  es  bereits  von  Eni  er  geschehen  ist. 

28.  Redaction  jeder  unendlich  kleinen  Bewegung 
anfeine  schraubenförmige  Bewegung.  Bereits  haben  wir 
jede  unendlich   kleine  Bewegung  auf  zwei  andere  Bewegungen 
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zarückge führt,  nämlicb  auf  die  Drehung  um  eine  ihrer  Grösse  and 
und  Richtung  nach  constante  Achse  und  auf  eine  Verschiebang, 
welche  von  dem  gewählten  Anfangspunkte  aller  parallel  verlegten 
Rotationsachsen  abhängt.  Die  letztere  Bewegung  können  wir 
weiter  zerlegen ,  nämlich  in  zwei  Verschiebungen ,  von  denen  die 
eine  parallel  und  die  andere  senkrecht  zur  Achse  der  resaltiren- 
den  Drehung  ist.  Da  nun  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  in 
beliebiger  Reihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen,  so  fangen 
wir  mit  der  zur  Achse  parallelen  Verschiebung  an  und  haben  dann 
noch  die  normale  Verschiebung  und  die  Drehung  auszuführen. 
Diese  beiden  Bewegungen  sind  parallel  zu  einer  und  derselben, 
nämlich  zu  einer  auf  der  Achse  senkrechten  Ebene  und  lassen 
sich  daher  nach  Nr.  27  zu  einer  einzigen  Drehung  zusammensetzen, 
deren  Achse  der  vorigen  Achse  parallel  liegt.  Jede  Bewegung 
kann  also  auf  eine  Verschiebung  und  auf  eine  Drehung  zurück- 
geführt werden,  deren  Achse  parallel  zu  jener  Verschiebung  ist, 
d.  h.  auf  eine  Bewegung,  wie  die  der  Schraube  in  der  Schrauben- 
mutter. 

Um  die  Verschiebung  zu  erhalten ,  verlegt  man  erst  alle  ge- 
gebenen Drehungsachsen  nach  einem  Punkte,  construirt  die«re- 
sultirende  Drehung,  sowie  die  resultirende  Verschiebung  und  pro- 
jicirt  letztere  auf  die  Achse  der  resultirenden  Drehung;  die  Pro- 
jection  ist  die  erwähnte  Verschiebung  und  constant  gleich  der 
gemeinschaftlichen  Strecke,  um  welche  sich  alle  Punkte  des  Kör- 
pers bei  ihrem  Uebergange  von  der  ersten  zur  letzten  Lage  von 
derjenigen  Ebene  entfernen ,  welche  auf  der  resultirenden  Dreh- 
ungsachse senkrecht  steht.  Zugleich  stellt  sie  das  Minimum  der 
Verschiebung  dar,  weil  sie  die  Projection  aller  übrigen  Verschieb- 
ungen ist. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  die  Analogie  zwischen 
den  Drehungen  und  den  Kräften.  In  der  Statik  haben  wir  näm- 
lich gezeigt,  dass  ein  Kräftesjstem  auf  eine  Einzelkraft  und  auf 
ein  Kräftepaar  reducirt  werden  kann,  dessen  Achse  jener  Einzel- 
kraft parallel  ist ;  ein  System  von  Drehungen  utid  Verschiebungen 
(welche  letztere  immer  durch  Drehungspaare  ersetzt  werden  kön- 
nen) lässt  'sich  daher  auf  eine  Einzeldrehung  und  auf  ein  Dreh- 
ungspaar, d.  h..eine  Verschiebung,  parallel  zur  Achse  seiner 
Einzeldrehung  zurückführen.  Doch  gilt  dies  immer  nur  unter  der 
Voraussetzung  unendlich  kleiner  Bewegungen. 
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Endliche  Beweg^ongeit 

29.  Con tinuirli che  Bewegung  parallel  einer  festen 
Ebene.  Wenn  es  sich  um  eine  während  einer  endlichen  Zeit 
eontinuirlich  vor  sich  gehende  Bewegung  der  genannten  Art 
handelt,  so  denken  wir  uns  die  Zeit  in  eine  unendlich  grosse 
Menge  unendlich  kleiner  Intervalle  getheilt  und  wenden  auf  die 
innerhalb  jedes  solchen  Intervalles  vor  sich  gehende  unendlich 
kleine  Bewegung  den  in  Nr.  27  entwickelten  Satz  an,  zufolge  des- 
sen jede  solche  Bewegung  als  Drehung  um  einen  bestimmten  Punkt 
gelten  kann,  wenn  man  Überhaupt  nur  einen  Parallelschnitt  des 
Körpers  betrachtet.  Jeder  solche  Drehpunkt  ist  jetzt  nur  ein  mo- 
mentaner Mittelpunkt  der  Drehung  und  alle  diese  Mittel- 
punkte bilden  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  eine  bestimmte 
in  derselben  Ebene  liegende  Ortscurve.  Diese  geht  der  Reihe 
nach  .durch  gewisse  Punkte  des  beweglichen  Querschnittes  des 
Korpefs,  und  es  erhellt  unmittelbar,  dass  wenn  man  alle  diese 
Punkte,  welche  successiv  zu  momentanen  Drehpunkten  werden, 
bestimmen  könnte,  auch  die  Bewegung  des  Körpers  vollständig 
bekannt  wäre.  ^ 

Die  successiven  augenblicklichen  Drehpunkte  mögen  A^  B,  C, 
D  etc.  sein,  und  A\  B\  C\  D'  etc.  diejenigen  mit  dem  beweglichen 
Querschnitte  verbundenen  Punkte ,  welche  der  Reihe  nach  mit  je- 
nen zusammenfallen;  die  Bewegung  geschieht  dann  so,  dass  wenn 
anfangs  Ä'  auf  A  liegt,  die  Di^hung  um  A  soweit  fortzusetzen  ist, 
bis  B'  mit  B  zusammenföllt,  worauf  weiter  eine  Drehung  um  B 
folgt,   bis  C  nach  C  kommt  u.  s.  w.     Beide  Polygone  besitzen 
gleiche   Seiten    und    rollen   ohne   Gleitung    aufeinander,     wobei 
der  bewegliche  Querschnitt  successiv  alle  verlangten  Lagen  er- 
hält; da  aber  die  Zeitintervalle,  und  mithin  auch  die  Polygonsei- 
ten ,  unendlich  klein  sind ,  so  werden  jene  Polygone  zu  zwei  ohne 
Gleitnng   aufeinander    rollenden   Curven.      Demnach  kann  man 
bich  die  conti nuirliche  Bewegung  eines  Körpers  parallel  zu  einer 
festen  Ebene  durch  die  Abwickelung  eines  beweglichen  Cylinders 
auf  einem  festen  Cylinder  vorgestellt  denken ,  wobei  die  Quer- 
schnitte dieser  Cylinder  durch  die  vorhin  erwähnten  Curven  ge* 
geben  sind. 

30.  Continuirliche  Drehung  um  einen  festen  Punkt. 
Denken  wir  uns  wiederum  die  Zeit  in  unendlich  kleine  Intervalle 
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getheilt,  so  kann  jede  innerhalb  eines  solchen  Zeitelementes  vor 
sich  gehende  unendlich  kleine  Bewegung  des  Körpers  als  eine 
blosse  Drehung  angesehen  werden,  deren  Achse  durch  den  festen 
Punkt  geht;  alle  diese  successiven  augenblicklichen  Drehungs- 
achsen bilden  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  eine  Kegelfläche, 
deren  Mittelpunkt  der  feste  Punkt  ist.  Denkt  man  sich  jede  von 
diesen  Geraden  in  der  Stellung  fixirt,  wo  sie  wirklich  als  augen- 
blickliche Drehungsachse  fungirt,  so  erhält  man  einen  zweiten 
Kegel,  welcher  den  ersten  immer  längs  einer  erzeugenden  Gera- 
den berührt,  und  während  der  erste  Kegel  zwar  in  dem  Körper 
fest  ist,  aber  sich  mit  ihm  bewegt,  bleibt  der  zweite  völlig  unbe- 
weglich; die  Berührungslinie  beider  Kegel  ist  die  augenblickliche 
Drehungsachse,  welche  im  absoluten  Räume  den  Mantel  des  festen 
Kegels  und  im  Körper  den  Mantel  des  beweglichen  Kegels  be- 
schreibt. Jede  Drehung  eines  Körpers  um  einen  Punkt  ist  also 
dieselbe  wie  die  Bewegung  eines  Kegels ,  dessen  Spitze  in  jenem 
festen  Punkte  liegt,  und  der  ohne  Gleitung  auf  einem  fe^^n  mit 
derselben  Spitze  versehenen  Kegel  hinrollt. 

Lässt  man  den  festen  Punkt  unendlich  weit  wegrücken,  so 
kommt  qian  auf  den  in  Nr.  29  besprochenen  Fall  zurück. 

31.  Allgemeine  continuirliche  Bewegung. Denkt  man 
sich  irgend  eine  Bewegung  wie  früher  in  eine  unendliche  Menge 
unendlich  kleiner  Bewegungen  getheilt,   so   können   letztere  auf 
verschiedene   Weise   in  Verschiebungen   und  Drehungen  zerlegt 
werden ,  w*obei  wir  uns  auf  den  Hauptfall  beschränken ,  dass  die 
Verschiebung  jedesmal  parallel  zur  Drehungsachse  ist.  Alle  augen- 
blicklichon  Achsen  der  Drehung  (und  Verschiebung)  bilden  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  zwei  sich  berührende  Kegelflächcn,  von 
denen  die  eine  im  Körper  fest  ist,  aber  sich  mit  ihm  bewegt,  wah- 
rend die   zweite   im  absoluten  Räume  unbeweglich  bleibt.    Alle 
Erzeugungslinien  der  ersten  Fläche  fallen  der  Reihe  nach  zusam- 
men mit  allen  Erzeugungslinien  der  zweiten ,  ynd  zwar  geschielit 
dies  so,  dass  sich  eine  Gerade  der  ersten  Fläche  zunächst  durch 
Drehung  auf  die  entsprechende  Gerade  der  zweiten  Fläche  legt 
und  dann  längs  derselben  gleitet,  worauf  eine  zweite  Drehung  und 
Verschiebung  folgt  u.  s.  f.    Die  continuirliche  Bewegung  des  Kör- 
pers ist  also  dieselbe,  als  wenn  eine  bewegliche  Regelfläche  auf 
einer  festen  Regelfläche  rollt  und  gleichzeitig  längs  der  jedesmali- 
gen gemeinschaftlichen  Bcrührungslinie  gleitet. 
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Das  Yerhältniss  des  Gleitens  zum  Rollen  hängt  von  der  Natur 
der  Bewegung  ab  und  es  kann  auch  eine  der  beiden  Bewegungen 
verschwinden.  Bei  der  Drehung  um  einen  festen  Punkt  ist  das 
(rleiteu  unmöglich,  die  Regelflächen  werden  dann  zu  Kegelflächen 
und  die  Bewegung  gestaltet  sich  wie  es  in  Nr.  30  angegeben  wurde. 

Analytisclie  Herleitung  der  vorigen  Sätze. 

32.  Um  die  Ergebnisse  der  vorigen  geometrischen  Betrachtungen 
auf  dem  Wege  der  Rechnung  zu  erhalten,  bestimmen  wir  die  Lage 
pines  Punktes  O  des  Körpers  durch  seine  drei  rechtwinkeligen  Co- 
tirdinaten  ^,  i^,  £;,  bezogen  auf  ein  im  Räume  festes  Coordinaten- 
system  AX^  AY^  AZ\  ferner  legen  wir  durch  0  ein  secundäres 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem  0X\  0Y\  0Z\  welches  zwar 
im  Korper  fest,  aber  mit  diesem  beweglich  ist;  nennen  wir  endlich 
j",  yy  2  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Körperpunktes  M  in  Be- 
ziehung auf  das  erste,  und  x\  y\  z  seine  Coordinaten  in  Beziehung 
anf  das  zweite  Coordinatensystem ,  so  haben  wir  zwischen  diesen 
^echs  Coordinaten  die  bekannten  drei  Gleichungen : 

ia:=  I  +  ax'  +  hy'  +  cz\  • 

y  =  i^+  ax    +  h'y'  +  cz\ 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

a    =  cos  (x'x),   b  =  cos  {y'x) ,  c  =  cos  (z'ar), 

a    z=zcos  {x'y) ,    6'  =  cos  (y  V) »  <^'  =  ^o*  (^  V)» 

«  "  =  cos  (x  'z) ,   b"  =  cos  (y  'z) ,  c"  ==  cos  (z  'z) . 

Während  der  Bewegung  behält  der  Punkt  31  seine  Lage  ge- 
?pn  das  sccundäre  Coordinatensystem  unverändert  bei,  mithin 
."ind  x\  y\  z'  unabhängig  von  der  Zeit,  dagegen  ändern  sich  alle 
übrigen  Grössen  mit  der  Zeit,  und  zwar  mögen  der  Zeitzunahme 
^'  die  Incremente  /Sx^  z/y,  z/z,  z/J,  z/iy,  z/J,  z/«,  Jb  etc.  ent- 
sprechen. Die  Gleichungen  1)  ziehen  dann  folgende  Relationen 
nach  sich: 

I^x^=z  d^'\-  x'Aa   -^  y*Jb    +  z'Jc^ 
Jy  =  Jfj  +  x*Aa   +  y  Ab'  +  z  Ac\ 
Az—Al-^t  x'Ja'+  y/lb"  -f  t'^c"; 
in  diesen  stehen  linker  Hand  die  drei ,  nach  den  festen  Coordina- 
tenachsen  genommenen  Componenten  des  vom  Punkte  M  durch- 
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laufenen  Weges;  rechter  Hand  sind  ^J,  Jri,  ^i  die  gleich- 
namigen Componenten  der  Yerrückung  von  0,  und  es  kommt  noch 
auf  eine  Interpretation  der  übrigen  Grössen  an.  Denkt  man  sich 
für  den  Augenblick  0  als  festen  Punkt  und  ändert  dagegen  a^  6, 
c,  a\  b'  etc.  so,  dass  sie  in  der  Zeit  ^i  gleichfalls  die  Incremente 
Ja^  /ibj  de,  Ja\  /jb'  etc.  erhalten,  so  bleiben  in  den  Gleichan- 
gen  1)  £t  i7i  ^  constant,  mithin  sind  ^|,  ^17,  /S^  der  Null  gleich, 
nnd  wenn  die  nunmehrigen  Aenderungen  von  a:,  y,  z  mit  Jx,  dy,  hz 
bezeichnet  werden,  so  erhält  man  für  diesen  Fall  die  Gleichungen 

dx=^x'ja   +y'Jb   +z'Jc, 
öy  =  x'Ja'  +  y'Jb'  +  z'dc\ 
dz  =  x'Ja"+  y'Jb" -^  z'/ic*\ 
mithin 

dx  =  /S^  +  dx,     Jy^=Jri  '\'  öy,     Jz  =  Ji+  6z, 

Die  Aenderungen  6x,  6y,  6  z  sind  aber  die  Componenten  der 
Verrückung,  welche  der  Punkt  M  erleidet,  wenn  dem  Körper  eine 
solche  Drehung  um  den  festen  Punkt  0  ertheilt  wird ,  dass  a,  b^  c, 
a\  b'  etc.  die  nämlichen  Incremente  wie  bei  der  wirklich  eingetre- 
tenen Bewegung  annehmen.  Die  letzten  Gleichungen  bedeuten 
daher,  dass  man  alle  Punkte  des  Körpers  durch  zwei  successive 
Bewegungen  in  ihre  neuen  Lagen  bringen  kann,  wobei  die  erste 
Bewegung  z/j,  z/iy,  //f  und  die  zweite  6x,  6y,  6z  zu  Componen- 
ten hat.    Dies  giebt  den  allgemeinen  Satz : 

Jede  endliche  Lagenveränderung  eines  Körpers 
kann  dadurch  hervorgebracht  werden,  dass  man  zu- 
erst  den  Körper  soweit  verschiebt,  bis  einer  seiner 
Punkte  in  die  verlangte  neue  Lage  kommt  and  darauf 
dem  Körper  eine  Drehung  um  diesen  Punkt  ertheilt; 
die  letztere  Bewegung  ist  unabhängig  von  der  Wahl 
jenes  Punktes  und  nur  von  denKichtung^änderungen 
der  Linien  im  Körper  abhängig. 

Es  erhellt  übrigens  leicht,  dass  man  diese  Bewegungen  anch 
in  umgekehrter  Reihenfolge  vornehmen  darf. 

« 

33.  Vereinfachung  der  Drehung  um  einenPunkt. 
Um  zu  untersuchen ,  ob  die  Drehung  um  den  festen  Punkt  0  m 
eine  Drehung  um  eine  feste ,  durch  jenen  Punkt  gehende  Achse 
zurückfiihrbar  ist,  stellen  wir  die  Frage,  ob  es  solche  Punkte  xy- 
giebt,  welche  vor  und  nach  der  Drehung  dieselbe  Lage  haben. 
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In  diesem  Falle  müssen  dx,  Sy^  dz  verschwinden,  mithin  folgende 
Gieichangen  erfüllt  sein : 

Ix'^la  +y'db  +z'Jc  =0, 
x'Ja'  +y/ih'  +zJc'  =0, 
x'Ja"  +  y'Jb"  +  z'Jc"=0. 

Eliminirt  man  hieraus  x'  und  y\  so  fallt  z'  von  selber  weg 
und  es  bleibt  eine  Bedingungsgleichung  übrig,  von  welcher  zu  un- 
tersuchen ist,  ob  ihr  genügt  werden  kann  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  würde  es  eine  unendliche  Menge  von  x\  y\  z  geben,  welche 
io  die  Gleichungen  3)  passen,  und  zwar  würde  man  eine  der 
Grössen  x\  y\  z'  willkührlich  wählen  dürfen,  was  geometrisch 
bedeutet,  dass  alle  ihre  Lage  nicht  ändernden  Punkte  auf  einer 
Geraden  liegen,  welche  die  gesuchte  Drehungsachse  ist;  im  zwei- 
ten Falle  würden  die  Gleichungen  3)  nur  durch  die  Werthe  x'  = 
y'  =  2'  =  0,  d.  b.  nur  von  den  Coordinaten  des  Punktes  0  befrie- 
digt werden  können. 

Zwischen  den  neun  Cosinus  a,  6,  c,  a',  h*  etc.  bestehen  die 
bekannten  sechs  Gleichungen : 

flHfl*+ö"*  =  l,  ft«  +  6'*  +  6"«=l,  c*  +  c'*+c"«  =  l, 
«  h + fl'6'+  d'h"  =  0 ,     a  c  +  a'c  +  ac'  =  0 ,     ft  c  +  ft'c  +  6"c"  =  0 ; 

dieselben  gelten  auch  für  die  neuen  Werthe  a  +  <^a,  b  +  Jb, 
^+Jc,  a'+  ^a'  etc.,  und  wenn  man  von  den  so  entstehenden 
sechs  Oleichangen  die  obigen  abzieht,  so  bleiben  folgende  Be- 
ziehungen übrig : 

4){(*+  k^b)Jb  +  (6'  +  ^Jb')  Jb'  +  lb"  +  \Jb")  ^6"  =  0, 

aJb  +  bJa  +  a'jdb'  +  b'^a  +  a"Jb"  +  b"da" 

+  JaJb  +  JaJb'  +  ^ö"^6"=0, 
.  ia^c  +  cja  +  a'Jc'+c'Ja'+a"Jc"  +  c"Ja" 
^^  ^  +  Ja  Je  +  Ja  de   +  Ja' Je"  =0, 

hJc  +  cJb  +  b'Je'  +  e'Jb'  +  b"Je'  +  e'Jb" 

+  JbJe  +  Jb'Je   +  Jb"Je'  =  0. 

Wir  multipliciren  jetzt  die  Gleichungen  3)  der  Reihe  nach  mit 

a  +  ^JOy      a' +  \Ja\     a"  +  ^Ja'\ 

und  addiren  die  Produkte;  unter  Rücksicht  auf  die  erste  der  Re- 
lationen unter  Nr.  4)  erhalten  wir 

Analytische  Mechanik.  17 
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+  «'  [(«  +  4^«)  ^<^  +  («'+  2^«')  ^^'+  («"+4^«")  ^c"]  =  o- 
Zwei  entsprechende  Gleichungen  finden  wir,  wenn  wir  die 
Gleichungen  3)  das  eine  Mal  mit 

b  +  ^Jb,     b'+\Jb,     b"+iJb'\ 

das  andere  Mal  mit 

c  +  ^Jc,     c  +  \zlc\     c"+\/lc" 

multipliciren  und  in  jedem  Falle  addiren.    Demnach  können  die 
Gleichungen  3)  durch  die  folgenden  vertreten  werden : 

y  [aJb  +aJb'+a'jb"+  4 {JaM+  JaJb' +Ja'Jb")\ 
+  z  [aJc+aJc+a'Jc'+iljaJc+JaJc+Ja'Jc')]==0, 

z  [bJc  +b'Jc  +b''Jc'+  4  (JbJc+  Jb'^c+Jb"Jc')] 
^^+x[bJa+b'ja+b"Ja'+  ^ljbJa+Jb'ja+Jb"Ja")]  =  0. 

X  \cAa + c  Ad + c" Aa  +  \  {AcAa + Ac  Ad + Ac'Ad')] 
+  y  [cAb  +  cAb*+c'Ab''+^{AcAb+AcAb'  +  Ac'Ab'')]===0. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

IC  Ab  +  cAb'  +  c'Ab"  +  \  (AcAb  +  AcAb'  +  Ac'Ab")  =  p, 
aAc  +  dAc  +  d'Ac'  +  ^  {^(^Ac  +  Ad  Ac  +  Ad'  Ac")  =  y, 
6^ia  +  6'z/a'  +  b"Ad'  +  4  (^6^/a  +  Ad  Ad  +  Ad'Aa)  =  r, 

so  geben  die  Gleichungen  5) : 

IbAc  +  6'z/c'  +  d'Ac'  +  4  (z/Ä^c  +  AdAc  +  Ab"Ac')  =  —  p, 
cAa  +  c'^a'  +  c'  Ad'  +  J  {AcAa  +  Ac  Ad  +  Ad' Ad')  =  —  9, 
az^6  +  « //6'  +  a"^6"  +  ^  (^^«^6  +  ^«'^6'  +  Ad' Ab")  =  —  r, 

und  die  Gleichungen  6)  verwandeln  sich  in  folgende : 

rx'  — pz'  =0, 
py' — px   =0. 

Hier  ist  die  dritte  Gleichung  eine  blosse  Folge  der  beiden 
vorhergehenden,  wie  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  die  Gleich- 
ungen der  Reihe  nach  mit  p,  ^,  r  multiplicirt  und  die  Produkte  ad- 
dirt.  Man  darf  also  eine  der  Grössen  x\  y'^  z  willkührlicfa  wählen 
und  die  Gleichungen  9)  bestimmen  dann  die  übrigen  Grössen,  d.  h. 
geometrisch  die  fest  bleibende  Gerade.  Demnach  gilt  der  Satz: 
Jede  Lagenänderung  eines  starren  Körpers  kann  da- 
durch hervorgebracht  werden,  dass  man  den  Körper  , 
erst  soweit  verschiebt,  bis  einer  seiner  Punkte  in  die 
verlangte  neue  Lage  kommt,  und  nachher  den  Körper    j 
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am  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Achse  dreht; 
die  Lage  der  Drehungsachse  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  jenes  Punktes. 

Die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  der  Drehungsachse  und 
den  Coordinaten  der  x\  y\  z   sinJ  proportional  p,  g,  r,  und  daher 

P     g  r 

j/pt  +  gt  +  r*'    j/^+^+?'    yp^  +  q'  +  r^' 

Mieraus  ergeben  sich  leicht  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
dieselbe  Achse  mit  den  Coordinatenachsen  der  x,i/,  z  einschliesst ; 
sie  sind : 

ap  +  hq'{'Cr       «'pH-  h'q  +  er      a'p  +  h"q  -f-  c'r 

34.  Grösse  der  Drehung.  Fällt  man  von  irgend  einem 
Punkte  des  Körpers  eine  Senkrechte  auf  die  Drehungsachse ,  so 
giebt  der  Winkel,  den  dieses  Perpendikel  bei  der  Rotation  be- 
schreibt, die  Grösse  der  Drehung  an.  Am  bequemsten  wählt  man 
jenen  Punkt,  wenn  man  ihn  auf  einer  der  secundären  Achsen, 
etwa  auf  der  2 '-Achse,  in  dem  Abstände  =  1  vom  Coordinaten- 
anfange  0  annimmt.  Seine  Entfernung  q  von  der  Drehungsachse 
ist  dann  der  Sinus  des  Winkels  zwischen  dieser  Achse  und  der 
Coordinatenachse  OZ'y  mithin 


j/p'  +  q* 


}/p*+q'  +  r' 

Die  Verbindungslinie  a  der  ersten  und  zweiten  Lage  unseres 
Punktes,  dessen  primitive  Coordinaten  Xy  y^  z  heissen  mögen,  hat 
die  Länge 

nnd  dabei  ergeben  sich  dar,  dy^  6z  aus  den  Gleichungen  in  Nr.  39, 
wenn  man  dort  a:'=^y'  =:0  und  z':=:i  setzt;  man  findet  nach  die- 
ser Bemerkung 

Das  gleichschenkelige  Dreieck,  welches  a  zur  Basis,  q  und  q 
zu  Schenkeln  hat,  bestimmt  nun  den  zwischen  beiden  Schenkeln 
liegenden  Drehungswinkel  m  und  zwar  ist 

17* 
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Wäre  man  von  einem  auf  der  y-  oder  a;'-Acbse  gewählten 
Punkte  auagegangen,  so  würde  man  zwar  denselben  Drehungs- 
winkel aber  in  anderer  Form  ausgedrückt  erhalten  haben,  nämlich 


«    .    ,  l/^6*+  Ah'^  +  Ah'""  Vp^  +  q'  +  r^ 


und 


2  fm  X  CO  =  ^ , r  f-    ■  !f    i — 

*  j/q'  +  r^ 

und  um  hieraus  eine  symmetrische  Formel  für  sin  -J  o  zu  bilden^ 
quadriren  wir  diese  drei  Gleichungen,  multipliciren  sie  der  Reihe 
nach  mit 

P*  +  g\    i^'  +  r«,     ^«+r« 
und  addiren  die  Produkte;  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel 
finden  wir 

10)  5t>l^0)  = 

j/^a*  +  Ja* + Ja'* + z/fe' + Jb'^ + z/6"'  +  ^c«  4-  Je*  +  Je"* 

2^2" 

35.  Protection  auf  die  Drehungsachse.  Bei  der  allen 
Punkten  des  Körpers  gemeinsamen  Verschiebung  nähern  oder 
entfernen  sich  jene  Punkte  um  gleiche  Strecken  von  einer  anf  der 
Rotationsachse  senkrechten  Ebene;  die  nachherige  Drehung  än- 
dert die  nunmehrigen  Abstände  der  Punkte  von  jener  Ebene  nicht 
weiter,  mithin  geben  alle  Verrückungen  der  Punkte  gleiche 
Projectidnen  auf  die  Drehungsachse  und  zwar  sind  diese  Pro- 
jectiouen  einerlei  mit  den  Projectionen  der  blossen  Verschiebungen. 
Zieht  man  also  durch  einen  festen  Punkt  im  Räume  gerade  Linien, 
welche  den  Verrückungen  aller  Punkte  parallel  und  gleich  sind, 
so  liegen  die  Endpunkte  jener  Geraden  in  einer  zur  Drehungsachse 
senkrechten  Ebene.  Man  kann  daher  die  Richtung  dieser  Achse 
auch  auf  die  Weise  bestimmen ,  dass  man  durch  einen  Punkt  drei 
Strecken  zieht,  welche  gleich  und  parallel  sind  drei  nicht  einer 
und  derselben  Ebene  parallelen  Verrückungen ,  femer  durch  die 
Endpunkte  jener  drei  Strecken  eine  Ebene  legt ,  und  schliesslich 
auf  dieser  Ebene  eine  Normale  errichtet. 

Verschiebt  man  den  Körper  zuerst  parallel  der  Drehungsachse 
um  ein  Stück,  welches  den  Projectionen  der  Verrückungen  anf 
diese  Achse  gleich  ist ,  so  bleibt  nur  noch  die  Drehung ,  d.  h.  eine 
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Bewegung  übrig ,  bei  welcher  alle  Punkte  des  Körpers  parallel  zu 
einer  auf  der  Drehungsachse  senkrechten  Ebene  bleiben.  Jede 
Bewegung  eines  festen  Körpers  kann  also  in  zwei 
Bewegungen  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  senk- 
recht, die  andere  parallel  zu  einer  festenEbene  ist. 

36.  Bewegung  parallel  einer  Ebene.  Der  früher  geo- 
metrisch bewiesene  Satz,  dass  jede  Bewegung  dieser  Art,  wofern 
sie  nicht  eine  blosse  Verschiebung  ist ,  auf  eine  Drehung  zurück- 
kommt, kann  auch  analytisch  folgendermaassen  hergeleitet  werden. 

Nehmeb  wir  die  Achsen  der  x^  y,  x\  y  der  gegebenen  Ebene 
parallel ,  so  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt : 

a:  =  I  +  jp'  cos  a  —  y  sin  a , 
y  =  il  +  x'sina  +  y  cosa, 

worin  u=^ L(xx')  ist.  Man  kann  nun  leicht  einen  Punkt  xy  fin- 
den, der  vor  und  nach  der  Verrückung  des  Körpers  dieselbe  Lage 
bat,  in  der  That  braucht  man  nur  x'  und  y'  aus  den  beiden  Be- 
dingnngen  Jx  =  0  und  Jy  =  0 ,  d.h. 

^^  +  x'j  cos  a--^y'Jsina=^Oy 
Jfl+  x'Jsina  +  ^Jcosct  =  0^ 

zu  bestimmen.    Diess  giebt 

JIE.  ^cosa  + ^fi .  ^sina         ,       Jä.dsina  —  Jn.Jcosa 
(Jcos «)'  +  {Jsin  aY     '  (Jcos  «)'  +  {Jsin  «)* 

also  zwei  völlig  bestimmte  Werthe ,  die  nur  in  dem  Falle  unend- 
lich werden,  wo  gleichzeitig  ^cosa  =  0  und  Jsina  =  Oj  d.  h.  « 
constant  ist  und  folglich  eine  blosse  Verschiebung  stattfindet.  Aus 
•i'  and  y'  erhält  man  x  und  ^,  und  wenn  man  in  diesem  Punkte 
eine  anf  der  festen  Ebene  senkrechte  Gerade  errichtet,  so  kann 
das  System  durch  Drehung  um  letztere  aus  der  ursprünglichen  in 
die  neue  Lage  gebracht  werden. 
■  37.  Reduction  auf  eine  Schraubenbewegung.  Jede 
Lagenänderung  eines  festen  Körpers  zerfällt  in  eine  Verschiebung 
and  in  eine  Drehung  um  eine  feste  Achse;  die  Verschiebung  lässt 
sich  in  zwei  Verschiebungen  zerlegen,  deren  eine  parallel  zur 
Achse  and  von  unveränderlicher  Grösse  ist,  während  die  andere 
^nkrecht  zur  Achse  geschieht  und  von  dem  Punkte  abhängt,  wel- 
cher zur  Bestimmung  der  Verschiebung  gewählt  wurde.  Die  nor- 
male Verschiebung  setzt  sich  mit  der  noch  übrigen  Drehung  zu 
einer  neuen  Drehung  um  eine  parallele  Achse  zusammen,  mithin 


^l\ 


/ 


Ai  ,^-  ^1 
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kommt  jede  Lagenänderung  eines  festen  Körpers  auf 
eine  Verschiebung  längs  einer  Geraden  und  auf  eine 
Drehung  um  dieselbe  zurück. 

Diese  Beduction  jeder  Bewegung  auf  eine  schraubenförmige 
Bewegung  wurde  früher  nur  für  unendlich  kleine  Bewegungen 
hergeleitet;  hier  zeigt  sie  sich  auch  für  jede  endliche  Bewegung 
gültig. 

38.  Zwischen  den  mit  p^  q^  r  bezeichneten  Grössen  finden 
einige  Beziehungen  statt,  welche  bisweilen  zu  einer  Vereinfachung 
der  Formeln  führen  und  desshalb  entwickelt  werden  sollen. 

Wie  früher  bezeichne  0  den  Anfang  des  beweglichen  Coordi- 
nateusjstemes  der  x\  y\  z';   wir  denken  ihn  uns  fest  und  legen 

durch  denselben  drei  Ach- 
^^S-  '^-  sen  OX,  OY,  OZ  parallel  zu 

J/  den  primitiven  Achsen  der 

X,  y,  z.  Ferner  sei  OJ  die 
Achse  der  Drehung,  welche 
den  Körper  in  die  neue, 
die  Grössen  ^^a,  ^h  etc. 
-X  bestimmte  Lage  bringt;  die 
Cosinus  der  Winkel  JOX\ 
JOY\  JOZ'  sind  dann  pro- 
portional p,  ^,  r.  Endlich 
denken  wir  uns  mit  den 
Achsen  0X\  0Y\  OZ'  drei 
neue  Achsen  fest  und  zwar  so  verbunden,  dass  sie  bei  der  ur- 
sprünglichen Lage  des  Körpers  mit  OX^  OY^  OZ  zusammenfielen; 
nach  der  Drehung  erhalten  die  erwähnten  neuen  Achsen  andere 
Lagen,  die  wir  mit  OX^,  0F|,  ÖZ,  bezeichnen  wollen,  und  nehmen 
wir  auf  OX  und  OX^  die  Strecken  0A=  ö^,  =  1,  so  ist  der  Punkt 
A  durch  die  Drehung  nach  Ai  gekommen  und  die  Gerade  A.^i 
kreuzt  sich  rechtwinklig  mit  der  Drehungsachse  OJ, 

Wegen  der  festen  Verbindung  der  Achsen  0X\  0Y\  OZ'  mit 
den  Achsen  OX,,  OY,,  OZ,  bleiben  die  Winkel  X'OX,,  Y'OY^,  Z'OZ, 
während  der  ganzen  Bewegung  unverändert,  und  zwar  dieselben 
wie  bei  der  Anfangslage,  wo  OX,,  OY,,  OZ,  mit  OX,  OY,  OZ  zu- 
sammenfielen; die  Cosinus  jener  Winkel  sind  daher  <i,  6,  c.  Nach 
der  Drehung  bilden  0X\  0Y\  OZ'  mit  der  festen  Achse  OA"  Win- 
kel, deren  Cosinus  a+da,  b+Jb,  c+Jc  sind;  diese^Cosinus kann 
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man  als  die  Frojectionen  von  OA  auf  0X\  0Y\  OZ'  betrachten, 
ebenso  die  Cosinus  a,  .6,  c  als  die  Frojectionen  von  A^  auf  0X\ 
0Y\  0Z\  mithin  sind  ^a,  /jb^  ^c  die  Frojectionen  von  AA^  auf 
die  in  ihrer  neuen  Lage  befindlichen  Achsen  0X\  0Y\  0Z\  und 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  AA^  mit  diesen  Achsen  ein- 
i>chlies8t,  proportional  z^a,  /Ib^  Ac.  Man  hat  nun  wegen  der  senk- 
rechten Lage  von  AA^  gegen  OJ 

pAa  -{-  qJb-j-  rJc  =  0 , 
und  wenn  man  auch  auf  den  Achsen  der  y  und  der  z  entsprechende 
Punkte  B  und  B^ ,  C  und  Cj  betrachtet,  so  erhält  man  zwei  analoge 
Gleichungen,  mithin  zusammen 

!pJa  +qJb  +  r/jc  =0, 
pda  +gJb'  +r^c  =0, 
pJa"  +  (2/1  b"  +  rJc"  =  0. 

Wählt  man  ferner  auf  den  Achsen  0X\  0Y\  OZ'  drei  Funkte 
in  den  Entfernungen  1  und  drückt  aus,  dass  die  Verbindungslinie  ^ 
der  ursprünglichen  und  der  neuen  Lage  jedes  solchen  Funktes  die 
Drehungsachse  senkrecht  kreuzt,  so  gelangt  man  zu  drei  neuen 
Gleichungen ,  von  denen  nur  eine  entwickelt  werden  möge.  Auf 
der  o:'- Achse  liege  in  der  Entfernung  1  der  Funkt  A\  welcher 
nach  der  Drehung  an  den  Ort  A*'  kommt;  die  Frojectionen  von 
A'A"  auf  die  Achsen  OX^  OY,  OZ  sind  ^a,  z^a',  /^a*  und  propor- 
tional den  Cosinus  der  Winkel  zwischen  A'A"  und  den  ebenge- 
nannten Achsen.   Hieraus  findet  man 

^a  .  cosJOX  +  Ja   .  cosJOY+  Ja"  .  cosJOZ 

als  Cosinus  des  Winkels  zwischen  den  Richtungen  von  A'A"  und 
JO,  d.  h.  Null  wegen  L{A'A'\  JO)  =  90^  Setzt  man  für  cos  JOX, 
cosJOYj  cosJOZ  ihre  bekannten  Werthe  und  die  erhaltene  Summe 
=0,  80  gelangt  man  zur  ersten  der  gesuchten  Gleichungen,  woraus 
die  übrigen  durch  Buchstabenvertauschung  folgen ,  nämlich 

{ap  +  bq  +  cr)  Ja  +  («  p+ ö'^+cV)  Ja' 

+  (ö'V+^"^+^  "'*)  Ja"  =^0j 
19\        j(«P+*Ö'+cO  ^^  +  («P  +  ^'^  +c'r)  Jb' 

'        <  +  {a"p+b"q+c"r)  Jb"  =  0, 

(ap+bq+cr)  Je  +  (a'p  +  b'q+c'r)  Je' 

+  i^' P  '¥b"9+c'r)  Je"  =  0. 
39.   Die  Achse  der  gleichen  Frojectionen.    Obschon 
früher  geometrisch  gezeigt  wurde,  dass  alle  Verrückungen ,  auf 
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die  Achse  der  resultirenden  Drehung  projicirt ,  gleiche  Projectio- 
nen  geben,  fio  ist  es  doch  nicht  überflüssig,  dasselbe  Theorem  ana- 
lytisch abzuleiten. 

Projicirt  man  den  Weg  MM*  irgend  eines  Punktes  auf  die 
Achsen  der*:r',  y',  z\  so  erhält  man  für  die  Projectionen 

Cjiix  +  cJy  +  c'Jz^ 

und  daraus  ergiebt  sich  wieder  die  Projection  von  MM'  auf  irgend 
eine  Gerade ,  welche  mit  den  Achsen  der  x\  y\  z  die  Winkel  A, 
f»,  V  einschliesst;  die  gesuchte  Projection  ist 

{üAx  +  dAy  +  d'jz)  cos  l  +  (bJx  +  b'Ay  +  b"Az)  cos  fi 

+  (cJx  +  c'Jy  +  c'Az)  cos  V. 

Hier  sind  nun  ü,  fi,  v  so  zu  bestimmen ,  dass  der  vorliegende 
Ausdruck  constant  bleibt  für  alle  beliebigen  Werthc  von  x\  y  z\ 
man  erreicht  dies,  wenn  man  für  Jx^  Ay^  Az  ihre  in  2)  angegebe- 
nen Werthe  einführt  und  die  Coofficienten  der  drei  unabhängigen 
Variabelen  x\  y\  z  einzeln  gleich  Null  setzt.  Die  hieraus  ent- 
springenden Bedingungsglcichungen  sind : 

{aAa + d  Ad  +  d*  Ad' )  cos  "k  +  [bAa + b'  Ad + b"  Ad')  cos  ft 

+  {cAa+cAd+c'Ad')cosv^^, 
AaAb+dAb'+d'Ab")cosl  +  (bAb+b'Ab'+b"Ab")  cos^ 
^  ^  +  (cAb  +cAb'+c'Ab")  cos  v=0, 

(aAc  +  dAc  +  d'Ac")  cos  l  +  {bAc + b'Ac  +  b"Ac')  cos  fi 

+  {cAc+oAc  +c'Ac  )  cos  v  =0, 

und  diese  bestimmen  die  Verhältnisse  der  Grössen  cosXj  cosft, 
cos  V.  Die  Gleichungen  14)  werden  aber  mit  den  Gleichungen  12) 
identisch,  wenn  man  cosl  ==  Arp,  cosii  =  kq^  cosv==^  kr  setzt,  wo  k 
irgend  einen  constauten  Factor  bedeutet,  mithin  verhalten  sich 
cos  k  :  cos  II :  cos  v,  aus  Nr.  14)  bestimmt,  wie  p  iq  :r  und  daraus 
geht  hervor,  dass  die  durch  die  Winkel  A,  fi,  v  festgestellte  Bicb- 
tung  mit  der  Richtung  der  Drehungsachse  zusammenfallt. 

40.  Gleichungen  für  die  Achse  der  Drehung  und 
Verschiebung.  Die  Punkte  der  genannten  Achse  unterscheiden 
sich  von  allen  übrigen  Punkten  des  Körpers  dadurch,  dass  sie  nur 
Verschiebungen  in  der  Richtung  der  Achse  selber  erleiden ,  und 
sind  hiernach  leicht  zu  ermitteln.     Bezeichnet  nämlich  MM'  die 
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Verbindangslinie  der  ersten  und  zweiten  Lage  eines  Punktes,  so 
gelten  die  Gleichungen 

cos  (MM\  x)  =  ^ ,    cos  (MM\  y)  =  — ^ ,   cos  {MM\  z)  = 


MM' '    ""''  ""^" "  '  ^^       MM' '  ^"^  ""'"*'*  '  "'  ^  MM' ' 

ferner  bestimmt  sich  die  Lage  der  Drehungsachse  OJ  durch  die 

Formeln  ^ 

ap'j-bq  +  er 


cos  {OJy  x)  == 


cos  (OJ^  y) 


cos  (OJj  z)  = 


a  p  +  0  q  +  c  r 


füi  Punkte  der  Drehungsachse  muss  nun  die  Richtung  von  MM' 
mit  der  Richtung  der  Drehungsachse  zusammenfallen,  mithin 
cos  (MM'y  x)  =:!=  cos  (OJ,  x) ,  cos  (MM'y  y)  =  cos  (OJ,  y)  und  daher 
auch  cos  (MM'^  z)  =  cos  (OJ,  z)  sein.  Durch  Elimination  des  Ver- 
hältnisses yV  +  ^*  +  r* :  MM'  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen 
die  folgenden 

^5j  ^^  _  ^y  ^  ^g     

«P  +  ^fl'  +  Cf*        ^P  +  *V  +  cV         a"p  +  ^''^r  +  c'r ' 

und  wenn  man  in  diesen  fiir  Ax ,  dy,  Az  ihre  unter  Nr.  2)  ange- 
gebenen Werthe  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  zwei  Gleichungen 
ersten  Grades  zwischen  x' ,  y,  z ,  womit  die  Lage  der  Drehungs- 
achse gegen  das  secundäre  Coordinatensjstem  bestimmt  ist. 

Um  diese  Gleichungen  auf  die  einfachste  Form  zu  bringen, 
schreiben  wir  statt  der  Gleichungen  15)  erst  die  folgenden : 

(a  +  ^Ja)  /jx  {a+^Ja)  Jy 

(a+^Ja)(ap  +  bq+cr)  ~  {a  +  ^Ja)  (ap  +  b'q  +  c'r) 
_  (a"+^Ja')Jz 

~{a'+\Ja")ia"p  +  b"q  +  c"r) 

und  wenden  den  bekannten  Satz  an,  dass  sich  aus  drei  glei- 
chen Brüchen  durch  Addition '  der  Zähler  sowie  der  Nenner 
ein    neuer  Bruch   von   demselben  Werthe   bilden  lässt*).     Mit- 

W  ß  ß^         ß^» 

*)  Besitzen  Dämlich  die  Brüche  -j ,    ~pf   'p  ®^*  ^®°  gemeinschaft- 

licfaen  Werth  »,  so  ist  gleichzeitig 

^==^»,    B'^A'n,    B"=:A"%,  ..., 

mithin 
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teUt  der  ersten  Gleichung  in  Nr.  13)  und  unter  Beachtung  der 
Relationen 

ab  +  ab'  +  a'b"  :^  0,     ac  +  ac  +ii"c"  ==  0 
tindet  man  leicht,  dass  die  Summe  der  Nenner  auf  p  zurückkommt; 
die  Summe  der  Zähler  wird  vermöge  der  Gleichungen  2)  zu 

h  +  qz'  —  ry\ 
wohei  zur  Abkürzung  h  für   (a  + 4^«) -^S  H"  (<»'  +  i^ö')  ^ij+ 
(a"+i^ö")'^t  geschrieben  ist.     Jeder  von  den  drei  in  Nr.  15) 
angegebenen  Quotienten  besitzt  also  den  Werth^ 

h^^qz  — ry 

P 
Wiederholt  man  das  benutzte  Verfahren ,  indem  man  a  da^ 

eine  Mal  durch  b  und  das  andere  Mal  durch  c  ersetzt,  so  gelangt 
man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  die  in  Nr.  15)  vorkommenden  Quo- 
tienten auch  unter  den  Formen 

i+rx — pz  k  +  py — qx 

q  ^^  r  . 

dargestellt  werden  können,  wobei  A, i  und  k  folgende  Werthe  haben: 

ih^(a+  lda)J^+  (a+}^.da)j7j  +  (a'+{Ja')Ji, 

16)     j  t  =-  (6  +  i  db)  z/|  -h  (6'  +  4 db')  Jti  +  (6"  +  4z/0^f. 

f  A:  =  (c  +  4  z/c)  ^S  +  (c  +  4z/c)  z/iy  +  (c"  +  ^^0^1 

Die  Gleichungen  der  Drehungsachse  lauten  demnach: 

h  +  qz'  —  ry' i  +  rx'  —  pz'       k+py'  —  qx' 

P  ~  1l  ^  r  ' 

Wir  multipHciren  Zähler  und  Nenner  des  ersten  Bruches  mit/?, 
des  zweiten  mit  q^  des  dritten  mit  r  und  bilden  durch  Addition  so 
wohl  der  Zähler  als  der  Nenner  den  neuen  gleichwerthigen  Bruch 

ph  +  qi  +  rk 

y+Y+^' 

der  Zähler  demselben  ist  vermöge  der  Werthe  von  hyi^k 

ph  +  qi  +  rk 
=  (ap  +  fty  +  er)  2^1  +  (a'p  +  b'q  +  er)  ^tf  +  (a"p  +b"q+c'r)  Ji 

=  ]Kp*-M*  +  ^  {j^.co8(OJ,x)  +  Jfi.cosipj^y)  +  Jj;.cos(OJ,:)} 
und 


^+-4'  +  ^'+...  —  *» 


wie  oben  behauptet  wordei 
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and  hier  bedeutet  der  in  Parenthesen  stehende  Aasdruck  die  Pro- 
jection  der  Verrtickung  von  0  anf  die  Drehungsachse.  Diese  Pro- 
jection  bezeichnen  wir  mit  v  und  hieben  jetzt 
h  +  qz'  —  ry' i+rx — pz  k+py  —  qx  v 

mithin  als  Gleichungen  der  Drehungsachse 

pv 

qz  —  ry  =  -=  —  h , 

//^*  +  ^*  +  r« 
17)  <  rx  —pz  = 


j/p'  +  q'  +  r^ 

rv 
py  —qx  =  — ^  —  Ar, 

j/p'  +  q'  +  r' 

jg    ^^  (ap  +  6g  +  er)  J^  +  (ap+bq+cr)  Jri+(a"p+b''q+c"r) dj 

/y+V  +  r« 

41.  Aus  den  bisherigen  Relationen  kann  man  leicht  diejeni- 
^•D  Gleichungen  ableiten,  welche  sich  auf  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  des  Körpers  beziehen.  Denkt  man  sich  nümlich  die  La- 
genänderung  innerhalb  einer  unendlich  kleinen  Zeit  ausgeführt,  so 
werden  auch  die  mit  J  bezeichneten  Aenderungen  unendlich  klein, 
am  aber  mit  endlichen  Grössen  zu  rechnen,  dividirt  man  die  vor- 
handenen Gleichungen  erst  mit  dem  Zeitincromente  zf/  und  geht 
nachher  zur  Grenze  für  verschwindende  J  über,  wodurch  die  Dif- 
ferenzenquotienten zu  Differentialquotienten  werden.  Die  phoro- 
nomische  Bedeutung  der  hierbei  zum  Vorschein  kommenden  Aus- 
drücke -I-,  -r  >  -7"  ist  schon  früher  erörtert  worden  und  wir  können 

dl'  dl'  dl 

uns  daher  im  Folgenden  etwas  kurz  fassen. 

Unendlich  kleine  Bewegung  eines  starren  Körpen. 

42.  Die  Seitengeschwindigkeiten.  Dividirt  mau  bfide 
Seiten  der  Gleichungen  2)  durch  ^11  und  geht  zur  Grenze  für  ver- 
schwindene  Jx^  Jy^  Jz.,.  über,  so  gelangt  man  zu  den  Gleichungen 


dx       di            da 

dl       dl   +*•    *+y 

db 
dl 

,'  de 

+  '  dr 

^y     ^»?  j    ^  ^'  .    » 

dl        c//+^    dl    +^ 

db' 
dl 

dz       dl;           da"         , 
dl        dl  +^    dl    +^ 

db'' 
dl 

,  ,dc" 
+  '   dt' 
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in  diesen  bedeuten  die  linker  Hand  stehenden  Differentialqnotien- 
ten  die  Seitengeschwindigkeiten  des  Punktes  xyz^  bezogen  auf 
das  unveränderliche  primitive Goordinatensjstem  der  x^y^  z, ebenso 

.  — ,  ~-^,  -7-  die  Seitengeschwindigkeiten  des  Anfangspunktes  0  der 

secundären  Coordinaten  in  Beziehung  auf  eben  jenes  System. 

Um  die  Seitengeschwindigkeiten  von  0  in  Beziehung  auf  das 
bewegliche  Coordinatensjstem  kennen  zu  lernen,  hat  man  die  ab- 
solute Geschwindigkeit  von  0  tLu£üZ\  OY*,  OZ'  zu  projiciren,  was 
bekanntlich  auf  die  Weise  geschehen  kann,  dass  man  jene  Ge- 
schwindigkeit erst  auf  OX^  OF,  OZ  und  nachher  diese  Projectionen 
auf  0X\  0Y\  OZ'  projicirt.  Für  die  nach  den  Achsen  der  x\  y\  2' 
genommenen  Seitengeschwindigkeiten  von  0,  welche  hy  i,  k  heissen 
mögen  >  findet  man  auf  diese  Weise 

^  ^  dt  dl  ^       dt' 

dl  ,dti         „  di 

dt  dt  ^       dt 

Dieselben  Ausdrücke  ergeben  sich  auch  aus  den  Gleichun- 
gen 16) ,  wenn  man  darin  A,  t,  k  durch  hJt^  ijdty  kjdt  ersetzt,  mit  Jl 
\^  dividirt  und  zur  Grenze  für  verschwindende  Jt  übergeht. 

Weiter  können  wir  jetzt  die  nach  den  Achsen  der  x\  y\  z  ge- 
nommenen Seitengeschwindigkeiten  des  Punktes  xyz  ermitteln; 
bezeichnen  wir  dieselben  mit  tf,  t^,  m,  so  ist  den  Gleichungen  2) 

analog 

dx        >dy         „dz 

dt  ^      dt  ^       dt 

U.  8.  W. 

vermöge  der  Werthe  von  — ,  -^,  —  und  unter  Einführung  der 


Abbreviaturen 


db   ,     ,c/6'         .,db 


dt   ^      dt    '         dt' 
3)  ^g=«_  +  a_  +  «    _, 

r  =  ö^-  +  ö  -7-  +  0 


dt  dt     '         dt 
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ergeben  sich  hiernach  die  Formeln 

u  =  h  +  qz  —-ry\ 

4)  {v  =i  +  rx  —  p/, 

wi=:  k  -\'  py  —  qx  . 

Dnrch  eine  der  in  Nr.  32)  angestellten  ähnliche  Betrachtung 
findet  man  leicht ,  dass  A,  t,  k  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit sind ,  womit  die  allen  Punkten  gemeinsame  unendlich  kleine 
Verschiebung  vor  sich  geht;  die  Seitengeschwindigkeiten  der 
drehenden  Bewegung  sind  daher 

qz  — ry\     rx  — pz\     py  — qx  . 

Die  Grössen  p,  q^  r  stimmen  mit  denen  überein ,  welche  man 
ans  den  Gleichungen  7)  erhSlt,  wenn  man  in  letzteren  pJt^  qjiy 
rJi  für  Py  qy  r  setzt,  mit  /jt  dividirt  und  zur  Grenze  ftir  ver- 
schwindende ^t  übergeht. 

43. Die  augenblickliche  Drehungsachse.  Denkt  man 
sich  den  Punkt  0  als  fest ,  so  verschwinden  A ,  i ,  k  und  es  werden 
nachher  diejenigen  Punkte,  welche  bei  der  Drehung  um  0  in  Ruhe 
bleiben,  durch  folgende  drei  Gleichungen  bestimmt: 

5)  gz'— ry'  =  0,     rx'  —  pt'  =  0,     py  — 5rx'  =  0. 

Diese  Gleichungen  charakterisiren  eine  durch  den  festen 
Punkt  0  gehende  Gerade;  sie  bildet  mit  den  Achsen" dÄ  x\  y\  z 
Winkel ,  deren  Cosinus  sind 

+  p  ±q  ±r  

^pt  +  ^+H'  Vp^  +  q'  +  f^'  V^+f^' 
wobei  man  gleichzeitig  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  und  die 
Wurzel  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  hat.  Die  gefundene  Ge- 
rade ist  keine  andere  als  die  augenblickliche  Drehungsachse,  weil 
die  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  vor  sich  gehende  Lagen- 
ändemng  des  Körpers  als  eine  Drehung  um  jene  Gerade  betrach- 
tet werden  darf. 

44.  Die  Winkelgeschwindigkeit.  Bei  der  Bewegung  um 
die  augenblickliche  Drehungsachse  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
gleich  dem  Quotienten  aus  der  Geschwindigkeit  irgend  eines  Punk- 
tes getheilt  durch  seine*Entfernung  von  der  Drehungsachse.  Wäh- 
len wir  diesen  beliebigen  Punkt  auf  der  2'- Achse  in  der  Entfer- 
nung =3 1  vom  festen  Punkte  0,  so  ist 

a:'  =  0,     y==0,     «'  =  1; 
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nash  den  Formeln  5)  sind  weiter  seine  Seiteng^tehwindigkeiten  t/, 
»,  w  in  den  Richtungen  von  0X\  0¥\  OZ' 

seine  Geschwindigkeit  beträgt  daher  j/p'  4-  g*.  Ferner  ist  der  Ab- 
stand des  Punktes  von  der  Drehungsachse  gleich  dem  Sinus  des 
Winkels  zwischen  der  z'- Achse  und  der  Drehungsachse,  mithin 


-/; 


p'+9' 


p'+g'  +  r'' 
hieraus  ergiebt  sich  für  die  Winkelgeschwindigkeit  die  Formel 

45.  Die  Drehungsrichtung.  Wir  haben  endlich  noch  zti 
ermitteln,  in  welchem  Sinne  die  Drehung  vor  sich  gelit.  Zu  die- 
sem Zwecke  legen  wir  durch  den  Coordinatenanfang  eine  zur 
Drehungsachse  senkrechte  Ebene,  betrachten  in  derselben  einen 
Punkt  x'y'z*  und  untersuchen,  nach  welcher  Seite  der  Ebene  hin 
die  Drehungsachse  zu  ziehen  ist ,  wenn  die  Bewegung  des  Punktes 
x'y'z\  vom  Endpunkte  der  Achse  aus  gesehen,  als  eine  Drehung 
von  links  nach  rechts  erscheinen  soll.  Bezeichnen  wir  den  Radius- 
vector  dieses  Punktes  mit  ^  und  nennen  «,  j5,  y  die  Winkel,  die  q 
mit  den  Achsen  der  x\y\  z'  einschliesst ,  so  haben  wir  erstens 

^ '  '  ' 

m     "^05«=—,       €08  ß  =:=  —  .       COSy^—' 

Q  9  Q 

Der  genannte  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Geschwindigkeit, 
deren  Richtung  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  o',  ß\  y 
einschliessen  möge;  die  Cosinus  dieser  Winkel  sind  proportional 
den  Grössen  u,  t;,  n;,  etwa 

cos  a  ■=  —y      cos  ß  =^  —.      cosy  =^  —  t 

wo  c  eine  positive  Grösse  bezeichnet.  Aus  den  beiden  Richtungen 
aßy  und  aß'y*  lässt  sich  wieder  die  Richtung  der  auf  beiden  senk- 
recht stehenden  Drehungsachse  ableiten;  ist  nämlich  F  der  Win- 
kel zwischen  den  Richtungen  aßy  und  aß'y'  und  OJ  die  Dreh- 
ungsachse, so  hat  man  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen 
Geometrie  (s.  Anhang) 

Tf^  v       ^osß  cosy'  —  C9Sy  cosß' 
cos  JOX  =  — t- 1 _ L L_ 

sin  V 

T^  Tr'       cos  ycosa  —  cos  a  cos  y ' 

cosJOr  ^ — C ^— ^, 

stn  V 
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xr^«#       COS  a  cos  ß'  —  cos  ß  cos  a 

cos  JOZ'  =  — : ?^-T— - — ^ , 

stn  V 


d.  i.  im  vorliegenden  Falle : 


cosJOX  =  - r-^,    cosJOY'  = r-j;- 

QO  stnV  QC  stn  y 


T    » 


cos  JOZ  = r^. 

Q0  stnV 

Diese  Wertbe  müssen  mit  den  schon  bekannten  Werthen 

COSJOX'—  — ^.■■■,       C05/0F'=-— r==Lr^, 

/p«  +  g«  +  r«  Vp^+q^  +  r^ 

cos  JOZ' =  '^^ 


j/p^  +  q'  +  r' 

übereinstimmen ,  und  hieraas  lässt  sich  entscheiden ,  ob  man  in 
den  letzteren  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen 
hat.  Für  den  speciellen  Fall  2  =  0  ist  nun  nach  Nr.  4) 

u  =  —  ry',     v=:^rx\ 
mithin 

Q  a  sin  V 
dieser  Ausdruck  hat  das  nämliche  Vorzeichen  wie  r,  daher  ist  in 
der  zweiten  Formel  für  cos  JOZ'  das  obere  Zeichen  zu  nehmen. 
Man  ersieht  hieraus,  dass  überhaupt  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel der  augenblicklichen  Drehungsachse,  sowohl  der  Grösse 
als  dem  Vorzeichen  nach,  durch  die  Ausdrücke 

P  9     r 

yj^  +  q^+r''    /pH-<?*  +  r'''    j/p'+^'  +  r* 
dargestellt  werden,   wenn  man  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne 
nimmt.    Multiplicirt   man    noch   mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

//^  +  ^  +  '^ »  80  ergeben  sich 

Py    q,    r 
als  die ,  sowohl  der  Grösse  als  der  Richtung  nach,  völlig  bestimm- 
ten Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit,  bezogen  auf  die 
Achsen  der  x\  y\  z\ 

46.  Die  augenblickliche  Achse  der  Drehung  und 
Verschiebung.  Der  in  Nr.  37)  erwiesene  Satz  gilt  für  jede  La- 
genänderung  eines  Körpers,  mithin  auch  für  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  desselben ;  dies  giebt  den  schon  früher  durch  geometri- 
sche Betrachtungen  abgeleiteten  Satz ,  dass  jede  unendlich  kleine 
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Bewegung  eines  starren  Körpers  anf  eine  Yerschiebnng  längs  einer 
festen  Achse  und  anf  eine  Drehung  um  die  nämliche  Achse  zu- 
rückgeführt werden  kann. 

Dieses  Theorem  gestattet  noch  eine  andere  Ausdrucksweise, 
wenn  man  die  unendlich  kleinen  durchlaufenen  Wege  durch  die 
Geschwindigkeiten  ersetzt;  es  lautet  dann  folgendermaassen :  Die 
augenblickliche  Geschwind  ig  keitjedesPunktes  kann 
als  Resultante  zweier  Geschwindigkeiten  angesehen 
werden;  die  erste  Oomponente  ist  von  gleicher  Grosso 
und  von  gleicher  Richtung  für  alle  Punkte  des  Kör- 
pers; die  zweite  Componente  ist  dieselbe,  welche 
der  Punkt  bei  einer  gewissen  Drehung  um  eine,  je- 
ner Richtung  parallele  Achse  erhalten  würde. 

Die  erste  Componente  bestimmt  sich  dadurch ,  dass  man  die 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  Coordinaten anfangs  auf  die 
augenblickliche  Drehungsachse  projicirt;  die  zweite  Componente, 

nämlich  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung,  ist  ^p*  +  ^  +  '** 
und  ihre  Richtung  schliesst  mit  den  Achsen  der  x\  y\  z  Winkel 
ein,  deren  Cosinus  den  Grössen  p,  ^,  r  proportional  und  mit  ihnen 
von  gleichen  Vorzeichen  sind. 

47.  Die  Gleichungen  der  mome||;tanen  Yerschieb- 
ungs-  und  Drehungsachse.  Da  wir  die  betreffenden  Glei- 
chungen schon  für  eine  endliche  Bewegung  kennen  gelernt  haben 
(Nr.  17),  so -brauchen  wir  nur  noch  die  für  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  nöthige  Modification  derselben  anzugeben.  Wir  ersetzen 
Pjq^r  durch  p^di^  qdi^  rJt^  dividiren  mit  dl  und  gehen  zur  Grenze 
für  verschwindende  Jt  über;  die  neuen  p,  q^  r  sind  dann  diesel- 
ben ^  wie  wir  sie  bereits  in  den  Formeln  3)  definirt  haben.     Ans 

-—,-—■,---  werden  die  Ausdrücke 
dl  dt  dl 

d^,     ,dfi         „dt 

dt^      dt  ^       dt' 
di   t     fdfi         „  d^ 
dl^     dt  ^       dt' 

die  wieder  h,  i,  k  heissen  mögen;  da  endlich  v  die  Projection  der 
Yerrückung  von  0  auf  die  Drehungsachse  bezeichnete  ^  so  wird 
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p 

Lim  -—  die  Geschwindigkeit,  womit  sich  die  Projection  von  0  auf 

die  Drehnngsachse  längs  dieser  bewegt,  d.  h.  kürzer,  die  Ge- 
selrwindigkeit  der  gleitenden  Bewegung.  Wir  bezeichnen  sie  wie- 
der mit  V  und  ihre  Seitengeschwindigkeiten  längs  der  Achsen  0Ä'\ 
0T\  OZ'  mit  y',  y'j  v"\  Die  Gleichungen  der  augenblicklichen 
Verschiebnngs -  und  Drehungsachse,  bezogen  auf  das  Coordina- 
tenbystem  der  ar',  y',  z',  sind  hiernach 

Iqz—ry^=zv  —  Ä, 
rx  —  pz  =  v"  —  f , 
py  -^qx  =zv     —k. 

Will  man  sie  auf  das  unbewegliche  Coordinatensystem  be- 
ziehen, so  braucht  man  nur  x',  y\  z  durch  x^  y^  z  auszudrücken. 
Die  momentane  Lage  der  Achse  ist  hiemach  sowohl  gegen  das  be- 
wegliche als  gegen  das  unbewegliche  Coordinatensystem,  d.  h. 
ebensowohl  gegen  den  Körper  als  gegen  den  absoluten  Kaum,  voll- 
ständig orientirt,  wenn  man  |,  17,  {;,  a,  6,  c,  a'  etc.  als  gegebene 
Funktionen  der  2^it  betrachtet. 

Eliminirt  man  die  Zeit  aus  den  obigen  oder  aus  den  daraus 
folgenden  drei  Gleichungen  der  momentanen  Achse,  so  erhalt  man 
die  Gleichung  derjenigen  Regelfläche,  weichenden  geometrischen 
Ort  aller  successiven  Achsen  darstellt. 

48.  Die  virtuelle  Bewegung  eines  Körpers  und  die 
Gleichgewichtsbedingungen.     Die  Formeln 

u:=r.h'^qz  —  ry\ 
17  =  I  -j-  rx  —  pZy 
rv=^k  +  py--qxy 
welche  die  Seitengeschwindigkeiten  eines  bewegten  Körperpunktes 
angeben,  fuhren  unmittelbar  zu  den  Componenten  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  aller  Funkte,  und  daraus  lassen  sich  mittelst 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wieder  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  einen  freien  und  starren  Körper  herlei- 
ten.   Geht  nämlich  der  Körper  aus  irgend  einer  Lage  in  eine  un- 
endlich nahe  Lage  über,  so  beschreiben  alle  Punkte  desselben  un- 
endlich kleine  gerade  Linien,  und  zwar  mit  Geschwindigkeiten, 
die  den  Längen  jener  Linien,  d.  h.  den  virtuellen  Verrückungen, 
proportional  sind.    Bezeichnet  ^  die  Zeit,  während  welcher  die 
Bewegung  vor  sich  ging,  so  sind  w-Ö-,  v^,  w^  die  Componenten 
irgend  einer  virtuellen  Verrückung  und  Xu^^  Yv^,  Zw&  die  vir- 

AnalyiUche  Mechanik.  18 
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tnellen  Kraftmoraente,  welche  entstehen,  wenn  man  an  dem  Punkte 
xyz  eine  Kraft  anbringt;  deren  Componenten  Xy  F,  Z  heissen; 
die  Summe  aller  virtuellen  Momente  ist  daher 
^Z\X{h  +  qz—ry)^'  7(,  +  ra:  —  pz)  +  Z(/r +py  —  gx')]. 
Vermöge  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  muss 
im  Gleichgewichtszustande  diese  durch  ^  dividirte  Snmme  ver- 
schwinden,  welcher  Art  auch  die  virtuelle  Verrtlckung  gewesen 
sein  möge;  in  diesem  Falle  sind  aber  die  sechs  Grössen  h^  i,  k, 
Py  q^  r  vollkommen  willkührlich  und  es  kann  daher  die  obige 
Summe ;  d.  h.  '  % 

k£Ä+i£¥+k£Z 

+  p£(y'Z  -  z'X)+g£(z'X—x'Z)  +  r£{x'7  —  yX) 

nur  dann  zu  Null  werden ,  wenn  der  Coefficient  jeder  einzelnen 

der  genannten  sechs  Grössen  für  sich  verschwindet;  man  hat  dem- 

gemäss  die  sechs  Gleichungen: 

£X=^,    2:f=o,     ZZ  =  0, 

£{yX  —  zY)~^,     £[xY—xZ)=0,     £{xY-^yX)=Q, 
Dabei  ist  die  Lage  des  beweglichen  Cordinatensjstemes  der  x\  y\ 
z  vollkommen  willkührlich;  lässt  man  es  mit  dem  ursprünglichen 
Coordinatensjsteme  zusammenfallen,  so  findet  man  die  früheren 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  wieder*). 


*)  Ueber  die  geometrische  Bewegung  eines  starren  Körpers  sehe  man 
auch  die  (nach  Poinsot^s  Arbeiten  erschienene)  Abhandlang  von  Bo- 
d  r  i  g  n  e  s :  ,,  Des  lots  geomäiriques  qid  rigisseni  lex  diplacemerU»  d*tm  itysteme 
solide  etc. "    Journal  de  LioimÜle,  tonie  V.,  page  380. 


Drittes  CapiteL 

Geschwindigkeit  und  Deviation  bei  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung, 


OeometriBche  Betrachtung  der  relativen  Bewegung. 

49.  Zasaminensetzüng  der  Bewegungen.  Wenn  ein 
Punkt  irgend  eine  stetige  Bewegung  in  Beziehung  auf  ein  starres 
Punktesystem  besitzt  und  letzteres  sich  selbst  wieder  im  Räume 
continuirlich  bewegt,  so  erhält  jener  Punkt  eine  absolute  continuir- 
licbe  Bewegung  in  Beziehung  auf  den  Raum ,  von  welcher  man 
sAgt,  dass  sie  aus  jenen  beiden  Bewegungen  zusammengesetzt  sei. 
Wir  haben  bereits  in  Nr.  22  das  Verfahren  angegeben ,  mittelst 
dessen  man  die  nacb  Verlauf  einer  bestimmten  Zeit  stattfindende 
Lage  des  Punktes  ermitteln  kann;  man  denkt  sich  nämlich  den 
Punkt  zunächst  mit  jenem  Systeme  fest  verbunden ,  so  dass  er  an 
der  Bewegung  dieses  letzteren  Tbeil  nimmt,  und  giebt  dem  Systeme 
die  während  jener  Zeit  ihm  zukommende  Bewegung ;  darauf  stellt 
man  sich  das  System  in  seiner  neuen  Lage  fixirt  vor,  und  lässt 
in  ibm  den  Punkt  sich  bewegen ,  bis  er  in  die  verlangte  relative 
Lage  kommt.  Auch  könnte  man  diese  beiden  Bewegungen  in  der 
umgekehrten  Reihenfolge  vor  sich  gehen  lassen. 

Zur  Bestimmung  der  beiden  gegebenen  Bewegungen  dient  am 
besten  ein  Coordinaten System,  welches  man  sich  mit  dem  beweg- 
lichen Punktesysteme  fest  verbunden  denkt.  Die  relative  Lage 
des  Punktes  wird  dann  in  jedem  Falle  durch  seine  Coordinaten  in 
Beziehung  auf  jenes  Achsensystem  angegeben,  und  die  Bewegung 
des  Punktesystems  durch  die  successiven  Lagen  der  Achsen  be- 
stimmt.    Kennt  man  die  beiden  zusammensetzenden  Bewegungen, 

18* 
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80  sind  sowohl  die  Coordinaten  des  Punktes  in  Beziehung  auf  die 
beweglichen  Achsen,  als  auch  die  auf  ein  absolut  festes  Coordina- 
tensystem  bezogenen  Coordinaten  des  Anfanges  der  beweglichen 
Achsen,  sowie  endlich  die  Neigungen  der  beweglichen  gegen  die 
festen  Achsen  sammt  und  sonders  bekannte  Funktionen  der  Zeit 
und  man  kann  daher  die  absoluten  Coordinaten  des  Punktes  gleich- 
falls durch  die  Zeit  ausdrücken,  d.  h.  die  absolute  Bewegung  an- 
geben. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  man  für  die  resultirende 
Bewegung  die  beiden  wichtigsten  Elemente,  nämlich  Geschwindig- 
keit und  Deviation  bestimmen  kann. 

50.    Die   Geschwindigkeit   der   resultirenden  Be- 
wegung.    In  einem  bestimmten  Augenblicke  sei  M  der  Ort  des 
Punktes,  MU  die  Bahn  desjenigen  zu  dem  beweglichen  Systeme 
FFg.  11.         '  gehörenden  Punktes,  welcher  in  je- 

nem Augenblicke  mit  M  zusammen- 
fällt, und  Äf,  seine  Lage  nach  Ver- 
laufeiner  unendlich  kleinen  Zeit  ^; 
ferner  bedeute  M^  V  die  Stellung ,  in 
welche  die  relative  Trajectorie  des 
Punktes  nach  derselben  Zeit  gekom- 
men ist,  und  M^M'  den  vom  beweglichen  Punkte  während  der  Zeit 
^  durchlaufenen  Theil  von  M^  V.  Es  leuchtet  dann  unmittelbar 
ein ,  dass  der  bewegliche  Punkt  am  Ende  der  Zeit  ^  sich  in  der 
absoluten  Lage  M'  befinden  und  dass  seine  absolute  Bahn  eine 
durch  M  und  M'  gehende  Linie  MM'T  sein  muss. 

Verbindet  man  die  Punkte  M^  M\  M^  durch  Gerade,  so  nähern 
sich  die  Richtungen  derselben,  bei  unendlich  abnehmende  <&,  mehr 
und  mehr  den  Richtungen  von  Tangenten  an  den  Curven  MU^  MT, 
Ml  F,  letztere  in  der  Grenzlage  gedacht ,  bei  der  Mi  mit  M  zusam- 
menfallt. Ferner  nähern  sich  die  Verhältnisse  der  Seiten  des 
Dreiecks  MM' Mi  denselben  Grenzen ,  wie  die  Verhältnisse  der  in 
gleichen  Zeiten  durchlaufenen  Bögen  MMi  y  MiM\  MM\  von  denen 
der  erste  die  absolute  Bewegung  des  Punktesystemes ,  der  zweite 
die  relative  Bewegung  des  Punktes  gegen  das  System ,  und  der 
dritte  die  zusammengesetzte  oder  resultirende  Bewegung  des  Punk- 
tes darstellt.  Dividirt  man  diese  drei  Bögen  durch  die  Zeit  ^ ,  so 
sind  die  Grenzwerthe  der  Quotienten  gleich  den  Geschwindigkei- 
ten der  genannten  Bewegungen ,  und  die  Grenzwerthe  der  Seiten- 
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Vorhältnisse  in  dem  Dreiecke  MMyM'  werden  identisch  mit  den 
Verhältnissen  jener  Geschwindigkeiten. 

Um  dieses  Ergebniss  auf  einen  einfachen  Ausdruck  zu  brin- 
gen, construiren  wir  das  Parallelogramm  MM^M'V.  Dieses  wird 
bei  abnehmenden  ^  mehr  und  mehr  ähnlich  einem  Parallelogramm, 
dessen  Seiten  in  M  Tangenten  an  den  beiden  Curven  sind ,  von 
denen  die  eine  die  absolute  Bewegung  des  Systemes  (d.  h.  eines 
ursprünglich  mit  ^  zusammenfallenden  Punktes  desselben)  und  die 
andere  die  relative  Bewegung  des  Punktes  darstellt,  während  die 
Längen  der  Parallelogrammseiten  proportional  den  Geschwindig- 
keiten in  jenen  Curven  sind.     Diess  giebt  folgenden  6 atz : 

Die  Geschwindigkeit  der  resultirenden  Bewegung 
wird,  sowohl  der  Grösse  als  der  Richtung  nach,  durch 
die  Diagonale  desjenigen  Parallelogrammes  darge- 
stellt, dessen  Seiten,  der  Grösse  und  Richtung  nach, 
die  absolute  Geschwindigkeit  eines  mit  dem  beweg- 
lichenPunkte  zusammenfallenden  Systempunktes  und 
die  relative  Geschwindigkeit  des  beneglichen  Punk- 
tes sind. 

Vermöge  der  in  Nr.  1 1  gegebenen  Definition  von  der  Zusam- 
mensetzung der  Geschwindigkeiten  kann  man  noch  kürzer  sagen : 

Die  Geschwindigkeit  der  zusammengesetzten  Be- 
wegung ist  dieResultanteaus  derabsolutenGeschwin- 
digkeit  des  Systemes  und  der  relativen  Geschwindig- 
keit des  Punktes. 

51.  Die  relative  Geschwindigkeit.  In  Fig.  12  selMü 
Tangente  an  der  Trajectorie  eines  ursprünglich  mit  M  zusammen- 
fallenden   System punktes  ,     MV  Fig.  12. 

Tangente  an  der  relativen  Tra-  ^Jf^ — ^  ' 

jectorie  des  Punktes  und  MÜTV 
das  Parallelogramm  der  Geschwin- 


digkeiten,  mithin  MTy  der  Grösse 
and  Richtung  nach,  die  Geschwindigkeit  der  resultirenden  absolu- 
ten Bewegung  des  Punktes ;  nimmt  man  auf  der  Rückverlängerung 
von  Mü  die  Strecke  Mü'  =  MU,  so  kann  MV  auch  als  Diagonale 
des  Parallelogrammes  aus  den  Seiten  MU  und  MT  angesehen  und 
daher  folgender  Satz  ausgesprochen  werden : 

Die  relative    Geschwindigkeit    eines  Punktes  in 
Beziehung  anf  ein  in  Bewegung  begriffenes  System 
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ist  die  Resultante  aus  seiner  absoluten  Geschwindig- 
keit und  der  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen 
absoluten  Geschwindigkeit  des  coincidirenden  Sj- 
stempunktes. 

52.  Die  Deviation  in  der  zusammengesetzten  Be- 
wegung. Für  eine  bestimmte  Epoche  sei  ilfdie  Lage  des  be- 
weglichen Punktes ,  MV  seine  relative  Trajectorie ,  Mü  die  Cnrve, 
welche  ein  anfangs  mit  M  zusammenfallender  Systempunkt  be- 
schreibt (die  absolute  Bewegung  des  Systems).  Nach  Verlauf  ei- 
ner unendlich  kleinen  Zeit  ^  befinde  sich  der  bewegliche  Punkt 
auf  seiner  relativen  Trajectorie  in  m,  und  der  Systempunkt  Mm 
3f, ;  endlich  mögen  MT  und  MT^  diejenigen  Strecken  bedeuten, 
welche  durchlaufen  worden  wären,  wenn  sich  die  Punkte  mit  den 
in  M  ihnen  zukommenden  Geschwindigkeiten  nicht  auf  den  genann- 
ten Curven,  sondern  auf  den  Taugenten  an  diesen  gleichförmig 
fortbewegt  hätten.  Die  Deviation  in  der  relativen  Bewegung  ist 
dann  Tm,  und  die  Deviation  in  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  ^T^M^-      « 

Die  Diagonale  MT'  des  Parallelogramms  MT^T'T  bestimmt 
die  Eichtung  der  in  M  an  die  absolute  Trajectorie  gelegten  Tan- 
gente, und  die  Länge  von  MT  stellt  zugleich  die  Geschwindigkeit 
der  resultirenden  Bewegung,  d.  h.  die  Strecke  dar,  welche  der  be- 
wegliche Punkt  in  der  Zeit  ^  auf  der  Tangente  an  der  absoluten 
Trajectorie  durchlaufen  würde.    Um  nun  die  Deviation  in  der  ab- 


Fig.l3. 


soluten  Bewegung  zu 
erhalten  ,  braucht  man 
nur  den  Punkt  T  mit 
dem  Orte  M'  zu  verbin- 
den, wo  sich  der  beweg- 
liche Punkt  nach  der  Zeit 
9  auf  der  absoluten  Tra- 
jectorie befindet,  wel- 
cher Ort  nichta  Anderes 
als  die  wirkliche  (abso- 
lute) neue  Lage  des 
Punktes  ist.  Der  Ort^' 
kann  aber  auf  folgende 
Weise  bestimmt  werden. 
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Lassen  wir  zunächst  das  System  während  der  Zeit  ^  unbe- 
weglich ,  so  gelangt  der  bewegliche  Funkt  von  M  nach  m ;  hier 
denken  wir  uns  denselben  fest  mit  dem  Systeme  verbunden  uud 
ertheilen  dem  letzteren  diejenige  Bewegung,  die  es  in  der  That 
während  der  Zeit  ^  ausführen  sollte.  Wie  nun  auch  diese  Lagen- 
änderung  beschaffen  sein  mag,  so  können  wir  sie  doch  immer  in 
eine  Verschiebung,  bei  welcher  M  nach  M^  kommt,  und  in  eine 
Drehung  um  eine  gewisse  Achse  MiJ  zerlegen ,  wobei  die  Lage 
dieser  Achse  una  die  Grösse  des  Drehungswinkels  nur  von  den 
Eicbtungsänderungen  der  Linien  des  Systemes  abhängt.  Ferner 
dörfen  wir  Jlf|^,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  von  ^ ,  als  die 
momentane  Drehungsachse  ansehen,  und  dann  ist  der  Drehungs- 
winkel das  Prodnct  aus  der  Zeit  ^  in  die  entsprechende  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen, 
wie  sich  der  mit  dem  Systeme  verbundene  Punkt  m  unter  den  an- 
gegebenen Umständen  bewegt. 

Die  Verschiebung  MMi  zeHegen  wir  in  die  zwei  Verschieb- 
ungen Äf7|  und  r,^, ;  die  Gerade  MT  kommt  dabei  der  Reihe  nach 
in  die  Lagen  TiT'  und  Mtfij  wobei  die  letzten  zwei  Geraden  paral- 
lel and  gleich  MT  sind.  Zieht  man  noch  ii^'  parallel  und  gleich 
Tm,  so  ist  II  die  Lage,  welche  m  am  Ende  der  beiden  genannten 
Verschiebungen  d.  h.  durch  die  gleichgeltende  Verschiebung  MM^ 
erhalten  hat.  Bei  der  darauf  folgenden  Drehung  um  M^J  be- 
scbreibt  der  Punkt  ia  einen  gewissen  auf  der  Ebene  JMi  fi'  senk- 
recht stehenden  Kreisbogen  iiM\  dessen  Halbmesser  gleich  dem 
Perpendikel  von  (i  auf  Jilf,  ist.  Am  Ende  dieser  Drehung  befin- 
den sich  alle  Punkte  in  den  Lagen ,  welche  sie  bei  der  wirklichen 
Bewegung  am  Ende  der  Zeit  d  erhalten  haben  würden,  mithin  ist 
'V  die  gesuchte  absolute  Lage  des  beweglichen  Punktes  und  T  M 
die  zagehörige  Deviation. 

Betrachten  wir  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  (iM'  als 
gerade  Linie  mithin  T'niiM'  als  geschlossenes  Polygon,  so  erken- 
nen wir  in  T'M'  die  Resultante  der  drei  Linien  T'fi'»  f*^'>  ^'^')  ^®" 
ren  Dichtungen  in  dem  Sinne  zu  nehmen  sind  wie  sie  von  J'  aus 
darchlanfen  werden.  Die  erste  Gerade  T'ft  ist  die  parallel  zu  sich 
selbst  verlegte  Deviation  T^Mi,  die  zweite  ^^'die  auf  gleiche  Weise 
verlegte  Deviation  Jm.  Was  die  dritte  Gerade  ft'üf'  betrifft,  so  fällt 
die  Grenzlage  ihrer  Richtung  mit  der  Senkrechten  auf  einer  Ebene 
zusammen,  die  einerseits  durch  die  Grenzlage  von  MiJ,  d.h.  durch 


—  Mo- 
dle momentane  Drehungsachse,  andererseits  durch  die  Grenslage 
von  Miii.'  bestimmt  wird;  letztere  ist  gleichzeitig  auch  die  Grenz- 
lage von  Afifi,  weil  Mtin,'  von  erster  und  ii^i  von  zweiter  Ordnung 
unendlich  kleiner  Grössen  ist.  Die  Linie  i^M'  kann  daher  als 
Senkrechte  zu  derjenigen  Ebene  gelten,  welche  die  Parallelen  zur 
augenblicklichen  Drehungsachse  und  zur  Richtung  der  relativen 
Geschwindigkeit  des  Punktes  enthält.  Der  Sinn  dieser  Greraden 
stimmt  überein  mit  dem  Sinne  der  momentanen  Drehimg  de« 
Systems;  wollte  man  sie  daher  als  Achse  einer  directen  Drehung 
in  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  betrachten,  so  würde  diese  Drehung 
von  der  augenblicklichen  Drehungsachse  nach  der  Richtung  der 
relativen  Geschwindigkeit  hin  vor  sich  gehen. 

Um  endlich  die  Grösse  von  ^i/^'  zu  bestimmen,  nennen  wir 
o>  die  Winkeigeschwindigkeit  des  Systems,  Vr  die  relative  Gre- 
schwindigkeit,'  d  den  Winkel  zwischen  ihrer  Richtung  und  der  mo- 
mentanen Drehungsachse,  und  bemerken  erstens,  dass  der  Radios 
des  vom  Punkte  i^  beschriebenen  Kreisbogens  =  JV,^'  sin  6  ist, 
wofür  ^ifi .  sin  6  oder  ^Vr  sin  6  genommen  werden  darf,  wie  zwei- 
tens,  dass  der  Centriwinkel  =  ^lo  ist.     Wir  haben  uacn 

f*'Jl'=  ^'  CO  Vr  sin  i 
d.  h.  in  Worten  folgendes  Resultat: 

Die  Deviation  in  der  zusammengesetzten  Beweg- 
ung eines  Punktes  ist  die  Resultante  dreier  Geraden. 
Von  diesen  sind  die  beiden  erstendieDeviation  in  der 
relativen  Bewegung  des  Punktes  gegen  das  beweg- 
liche System,  und  die  Deviation  in  der  Bewegung  des- 
jenigen Systempunktes,  der  zu  Anfang  des  voraasge- 
setzten  unendlich  kleinen  Zeitintervalles  mit  jenem 
Punkte  zusammenfällt.  Die  dritte  Gerade  steht  senk- 
recht auf  einerEbene,  welche  sowohl  der  augenblick- 
lichen Drehungsachse  des  Systemes  als  auch  der  rela- 
tivenGeschwindigkeitdes  Punktes  parallel  liegt,  und 
ist  im  Sinne  der  augenblicklichen  Drehung  zu  neh- 
men; mit  anderen  Worten,  sie  hat  die  Richtung  der 
Achse  einer  Drehung,  welche  die  augenblickliche 
Drehungsachse  au  fdem  kürzesten  Wege  in  die  Richt- 
ung der  relativen  Geschwindigkeit  überführen  würde. 
Die  Länge  der  dritten  Componente  ist  das  Product 
aus  dem  Quadrate  der  unendlich  kleinen  Zeit,  aus  der 
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Winkelgeachwindigkeit  des  Systems  und  ans  derPro- 
jection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine  zur 
momentanen  Drehungsachse  senkrechte  Eh ene. 

Während  die  Geschwindigkeit  der  zusammengesetzten  Be- 
wegung nur  von  den  gegehenen  Geschwindigkeiten  (der  ahsoluten 
Oeschwindigkeit  des  Systems  und  der  relativen  Geschwindigkeit 
des  Punktes)  abhängt,  ist  dagegen  die  Deviation  in  der  zusammen- 
gesetzten Bewegung  durch  die  Deviationen  in  den  gegebenen  ein- 
zelnen Bewegungen  nicht  völlig  bestimmt;  sie  würde  es  nur  dann 
sein ,  wenn  die  Bewegung  des  Systemes  sich  auf  eine  blosse  Ver- 
schiebung reducirte.  Die  vorhandene  Drehung  übt  aber  einen  Ein- 
fluss  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung,  die  man  hier 
nicht  vernachlässigen  darf,  weil  die  Deviation  eine  Grösse  von  der- 
selben Ordnung*  ist. 

53.  Specielle  Fälle.  1)  Besteht  die  Bewegung  des 
Systemes  in  einer  blossen  Verschiebung,  so  verschwindet  die  Win- 
kelgeschwindigkeit,  folglich  auch  die  dritte  Componente,  und  die 
Deviatiot;  "•  in  der  zusamnrengesetzten  Bewegung  wird  zur  Besul- 
tante  aus  Aelt  Deviationen  der  gegebenen  Bewegungen,  wie  schon 
vorhin  bemerkt  wurde. 

2)  Erfolgt  die  progressive  Bewegung  des  Systemes  gleich- 
formig  und  geradlinig,  so  findet  in  der  Bewegung  des  Systems  keine 
Deviation  statt,  mithin  wird  die  Deviation  für  die  absolute  Beweg- 
ung des  Punktes  identisch  mit  der  Deviation  in  seiner  relativen 
Bewegung. 

i)  Besteht  die  Bewegung  des  Systemes  nur  aus  einer  gleich- 
förmigen Drehung  um  eine  Achse ,  so  ist  die  Deviation  in  der  Be- 
wegung eines  Systempunktes  nach  dem  Mittelpunkt  des  beschrie- 
benen Kreises  gerichtet,  und  identisch  mit  der  centripetalen  De- 
viation. 

54.  Die  Deviation  in  der  relativen  Bewegung.  In 
jedem  geschlossenen  Polygone  kann  irgend  eine  Seite  als  Resul- 
tante aller  übrigen  Seiten  betrachtet  werden,  mithin  in  dem  Viel- 
ecke T'^^M'  die  Seite  hl  yd  als  Resultante  von  f*r^  T'M\  M'^\ 
wenn  man  tfich  diese  Linien  in  der  angegebenen  Bezeichnung  von 
fi  aus  durchlaufen  denkt.  Dabei  wird  die  Richtung  der  Deviation 
T'M'^  in  ibrem  wahren  Sinne  genommen,  die  Deviation  T^M^  oder 
T'pi  dagegen  im  umgekehrten  Sinne,  und  die  Grerade  M'fik  ist  der 
in  voriger  Nanuner  betrachteten  gleich  aber  entgegengesetzten 
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Sinnes.     Zufolge  dieser  Bemerkungen  gelangen  wir  zu  dem  wich- 
tigen Satze: 

Wenn  ein  Punkt  eine  bekannte  absolute  Beweg- 
ung im  Räume  besitzt  und  ausserdem  ein  gleichfalls 
in  absoluter  Bewegung  begriffenes  starres  System 
vorhanden  ist,  so  hat  der  Punkt  auch  eine  relative  Be- 
wegung gegen  das  System  in  so  fern  er  in  diesem  eine 
stetige  Folge  von  Lagen  erhält,  welche  ein  in  dem 
System  stehender  mit  der  Bewegung  desselben'unbe- 
kannterBeobachterfUr  die  ab  solutenLagen  des  Punk- 
tes halten  würde;  die  Deviation  in  dieser  relativen 
(scheinbaren)  Bewegung  ist  die  Resultante  dreier 
Geraden,  n&mlich  erstens  der  Deviation  in  der  abso- 
luten Bewegung  des  Punktes,  zweitens  der  in  entge- 
gengesetztem Sinne  genommenen  Deviation  in  der 
Bewegung  des  anfänglich  mit  jenem  Punkte  zusam- 
menfallenden Systempunktes,drittens  einerGeraden, 
deren  Länge  gleich  ist  demProducte  aus  der  unend- 
lich kleinen  Zeit,  aus  derWinkelgeschwindigkeitund 
aus  der  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit 
auf  eine  zur  momentanen  Drehungsachse  normalen 
Ebene.  Diese  dritte  Componente  steht  senkrecht  auf 
einer  durch  die  genannte  Achse  und  die  relative  Ge- 
schwindigkeit gehende,  der  Sinn  ihrer  Richtung  ist 
entgegengesetzt  dem  Sinne  der  augenblicklichen 
Drehung  desSystemes;sie  kann  daher  als  Achse  einer 
Drehung  betrachtet  werden,  welche  die  Richtung  der 
relativen  Geschwindigkeit  auf*dem  kürzesten  Wege 
in  die  Richtung  der  augenblicklichen  Drehungsachse 
überführt. 


Analytitclie  Eerleitimg  der  vorigen  Betultate. 

55.  Wie  früher  denken  wir  uns  im  Räume  ein  primitives  un- 
bewegliches Coordinaten System  der  x,  y,  2,  und  mit  dem  beweg- 
lichen Punktesystem  ein  Coordinatensystem  der  x\  y\  z  fest  ver- 
bunden, dessen  Anfang  0  die  primitiven  Coordinaten  f,  i/,  {;  besitzt; 
der  Zusammenhang  zwischen  den  beiderseitigen  Coordinaten  des 
beweglichen  Punktes  M  wird  dann  durch  die  bekannten  Formeln 
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x  =  i+  ax'  +  by   4-  cz\ 
1)  {y  =  {;  +  ax  +  by  +  cz\ 

a  X  +b  y  +  c  z 


Tcnnittelt.  Differenzirt  man  diese  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf 
den  Umstand ,  dass  nicht  nur  die  Lage  des  secundären  Coordina- 
ti^nsystemes ,  sondei-n  auch  die  Lage  des  Punktes  M  gegen  dieses 
System  mit  der  Zeit  eine  andere  wird,  dass  folglich  alle  Vorhände-, 
nen  Grössen  Yon  der  Zeit  t  ahhüngen  ,  so  gelangt  man  zu  den 
Gleicbangen 

dx       rf|     .      ,  da     ,      ,  db     ,      ,    de 

—  =  — -  +  X  —  +  v 1-  z   — 

dl       dl   ^       dl    ^  ^    dl   ^        dt 

dx'  dt/  dz 

^        dl    ^       dl    ^        dl' 

dy       dri   ,      ,  da     ,       ,  db'    ,      ,  de 
— —  =  —  4-  X  —  +   V  —  +  z  —  , 
dl        dl^        dl  ^  ^   dt    ^       dt  ' 


2) 


"  1    I   "  »         " 


dz        di    .      ,da  ,  db     ^      ,dc 


dl        dt    '  dl    '  "     dl    '  dt' 

,      „dx     .    .„dy  „dz 


In  diesen  stehen  linker  Hand  die  nach  den  Achsen  der  x^y^z 
genommenen  Componenten  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  be- 
weglichen Punktes.     Rechter  Hand  sind  die  jedesmaligen   vier 

eisten  Summanden  einerlei  mit  den  Werthen,  welche  -r—»  -r- '^  —r 

'  dt  '  dt'  dl 

^i  Constanten  x\  y\  z  annehmen  wfirden ;  sie  bedeuten  also  die, 

nach  den  Achsen  der  x^  y,  z  genommenen  Seitengeschwindigkeiten 

eines  mit  dem  Systeme  fest  verbundenen  Punktes,  der  zur  Zeit  l 

d  X 
mit  dem  beweglichen  Punkte  zusammenfallt.     Da  endlich    —  , 

^,  —  die  nach  den  Achsen  der  x\y\  z   genommenen  Compo- 

neDten  der  relativen  oder  scheinbaren  Geschwindigkeit  sind  ,  so 
bemerkt  man  augenblicklich,  dass  die  jedesmaligen  letzten  drei 
Summanden  die  nach  den  Achsen  der  j*,  y,  z  genommenen  Com- 
ponenten der  relativen  Geschwindigkeit  ddrstellen.    Damit  kommt 
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man  wieder  auf  den  früheren  Satz ,  dass  die  Geschwindigkeit  de 
resultirenden  Bewegung  aus  der  Geschwindigkeit  der  absohitei 
Bewegung  des  coincidirenden  Systempunktes  und  aus  der  relativei 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  zusammengesetzt  isl 
woraus  weiter  folgt,  dass  die  relative  Geschwindigkeit  des  beweg 
liehen  Punktes  die  Resultante  ist  aus  der  Geschwindigkeit  seine 
absoluten  Bewegung  und  aus  der  im  entgegengesetzten  Sinne  ge 
nommenen  Geschwindigkeit  des  coincidirenden  Systempunktes. 

56.    Durch  Differentiation  der  Gleichungen  2)  ergiebt  siel 
weiter 


/ 


+ 


+  b 


dt^ 


dl' 


+  c 


dt^ 
d 


'  diy 


rf/V 


dt 


3) 


dH 
di* 


/dx'  da       dy  db       dz'  de  \ 
"*"     \7r  di'^  JTdJ'^'dt  ~dTj' 

t^         \dt*    '    "^  dl^ 

dt    dlj' 

dl*^       dt*) 
(  „rfV         „  d*y         „  d*z'\ 


^     ,  d*a     ,      .  rf'//  ^     ,  d*c\ 

d<'  ^       dl*) 
(dx  da    .   du  db'  .    dz  de 
^      \dl    dl        dl    dt  ^ 


/d*t  ,  d*a     .     ,  d*b 


.    ^[dx   da     .   dy  db"  .   dz  dc\ 


\dt    dt     '    dt   dt         dt 

und  wenn  mau  diese  Gleichungeti  mit  \  ^*  multiplicirt ,  so  erhält 
man  linker  Hand  die  drei,  nach  den  Achsen  der  a:,y,2  genommenen 
Componenten  der  Deviation  in  der  absoluten  Bewegung  des  Punk- 
tes. Die  rechten  Seiten  der  obigen  Gleichungen  haben  wir  durch 
Parenthesen  in  jedesmal  drei  Theile  getheilt,  die  wir  zur  Abkürz- 
ung -Tj ,  JT, ,  ^8 »  ^1 ,  ^t ,  ^8  >  ^1 »  ^«  >  ^3  nennen  wollen ;  es  sind  da- 
her auch  die  Componenten  der  Deviation  aus  jedesmal  drei  Pro- 
ducten  zusammengesetzt,  nämlich 
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Bei  coDstanten  a;',  ^',  z'  reduciren  sieb  die  rechten  Seiten  auf 
i^^^M  i^^it  i  ^^u  letztere  Grössen  sind  also  diejenigen 
Werthe ,  welche  die  Deviationscomponenten  in  dem  Falle  erhalten 
würden,  wo  der  Pnnkt  xyz  mit  dem  Systeme  fest  verbunden,  d.  b. 
ohne  relative  Bewegung  wäre,  oder  mit  anderen  Worten,  \^Xiy 
l^^i»  \^^\  ßli^^  ^le  Componenten  der  Deviation  in  der  Be- 
wegung des  zur  Zeit  i  mit  dem  beweglichen  Funkte  coincidirenden 
Sptempunktes. '.  Bei  constanten  £,  17,  {;,  a,  6,  c,  a' etc.  bleiben 
rechter  Hand  nur  die  zweiten  Theile  |0'^,,  i^F^,  4  ^*Z, 
stehen;  letztere  sind  also  die  drei,  nach  den  Achsen  der  x^  y,  z  ge- 
nommenen Componenten  der  Deviation  in  der  relativen  Bewegung 
des  Punktes.  Um  endlich  die  Bedeutung  der  letzten  Theile  '^'^g, 
dTj,  O^Zg  zu  erfahren,  fragen  wir  erst  nach  der  Geraden,  von 
welcher  die  Grössen  ^s ,  F3,  Z^  die  Projectionen  auf  die  primitiven 
Achsen  der  o:,  y,  z  sein  würden. 

Denken  wir  uns  die  Linie,  von  welcher  JTj,  Fj,  ^  die  primi- 
tiven Projectionen  sind ,  auf  die  Achsen  der  x\  y\  z  projicirt  und 
nennen  A',',  J,',  Z^  diese  secundären  Projectionen ,  so  erhalten 
wir  zunächst 

X^  =  X^  cos  (x'x)  4-  Fa  cos  {xy)  +  Z,  cos  {xz) 
=  X,a+r,a+Z,a' 

d.i.  vermöge  der  Werthe  von  JT,,  Fj,  Zj 

de    .     ,dc,     „  dc\  dz 


(  de    .  ,dc  „de  \ 

,   (  db    ,  ,db'  „db"\ 

.    (  da  ^  ,  da  ,,da'\ 

^  \  dt^  dt  dt/ 


dt 


der  Coefficient  von  -—  istör,  der  von  -— -  ist  — r,  und  der  Coeffi- 

dr  '  dt  ' 

tient  von  -r—  verschwindet.     Die  secundären   Projectionen   sind 

daher 
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V'    «<'*'      ^y       V'      «'^        «'«' 

Legt  man  durch  den  Pnnkt  Ozwei  Gerade  O/und  OF,  deren 

erste  jd,  ^,  r  und  deren  zweite  —r— ,    -p  ,    •—    zu     Componenten 

hat,  und  projicirt  man  ferner  das  aus  0/ und  OV  construirte  Pa- 
rallelogramm auf  die  drei  secundären  Coordinatenebenen  ,  so  er- 
hält man  für  die  Projectionen  drei  mit  X^^  IV,  Z^  übereinstim- 
mende Ausdrücke;  letztere  sind  daher  proportional  den  Cosinns 
der  Winkel,  welche  die  Normale  jener  Fläche  mit  den  Coordina- 
tenachsen  der  o:',  ^',  2' cinschliesst,  und  ihre  Vorzeichen  entsprechen 
einer  um  diese  Normale  gehenden  Drehung,  bei  welcher  OJ  auf 
dem  kürzesten  Wege  nach  OF  gelangt. 

Die  Fläche  des  erwähnten  Parallelogrammes  ist  das  Product 
aus  den  beiden  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Seiten  und  dem 
Sinus  des  eingeschlossenen  Winkels;  betrachten  wir  datier  ^/,  F/, 
Zb'  als  Projectionen  einer  Geraden,  so  hat  letztere  die  Richtung 
jener  Normalen  und  die  Länge  covr  sin  Sy  wenn  od  die  Winkelge- 
schwindigkftt,  Vr  die  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes,  und 
d  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  und 
der  momentanen  Drehungsachse  bezeichnet.  Durch  Multiplication 
mit  ^'*  ergiebt  sich  daraus  die  dritte  Componente  der  Deviation  = 
O*  0}  Vr  sin  8  übereinstimmd  mit  dem  früheren  Satze. 

57.  Kennt  man  die  Bewegung  des  starren  Systemes,  sind  also  |, 
1?,  t,  a,  6,  c,  a\  b\  c\  a\  b'\  c"  gegebene  Funktionen  der  Zeit, 
so  kann  man  aus  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  seine  rela- 
tive Bewegung  und  umgekehrt  jene  aus  dieser  ableiten.  Im  ersten 
Falle  sind  in  den  Gleichungen  1)  x,  ^,  z  bekannte  Funktionen  der 
Zeit,  und  die  Gleichungen  selbst  geben  dann  x\  y\  z  \  im  zweiten 
Falle  verhält  es  sich  umgekehrt. 

Ferner  lässt  sich  aus  einer  der  beiden  Trajectorien  die  andere 
ableiten.  Sind  z.B.  zwischen  x\  y\  z  zwei  Gleichungen  gegeben, 
.wodurch  die  absolute  Trajectorie  des  Punktes  bestimmt  ist,  so  eli- 
miuirt  man  i  aus  den  Gleichungen  1)  und  gelangt  damit  zu  zwei 
Gleichungen  zwischen  x\  y\  /  d.  h.  zu  den  Gleichungen  der  rela- 
tiven Trajectorie;  ebenso  verföhrt  man  im  umgekehrten  Falle. 

Diese  Bemerkungen  sind  leicht  dahin  ^u  verallgemeinern,  da^s 
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man  an  die  Stelle  des  bewegten  Punktes  einen  Körper  treten  lässf , 
dessen  Bewegung  durch  die  Bewegung  von  dreien  seiner  Punkte 
oder  auf  andere  Weise  bestimmt  wird.  In  jedem  Falle  kann  man 
seine  relative  Bewegung  aus  seiner  absoluten  Bewegung  oder  diese 
aas  jener  ableiten,  was  wir  nicht  näher  auseinandersetzen  wollen. 


Andere  BetrachtnngsweiBe  der  relativen  Bewegung, 

58.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  haben  wir  die  relative 
Bewegung  als  eine  der  Componenten  angesehen ,  aus  denen  sich 
die  absolute  Bewegung  des  Punktes  oder  Körpers  zusammen- 
setzte; wir  können  aber  die  relative  Bewegung  auch  direct  be- 
trachten und  hierzu  ein  Verfahren  anwenden,  dessen  Grundge- 
danke sich  bei  allen  ähnlichen  Fragen  wiederholt  und  am  natür- 
lichsten darbietet,  um  die  relative  Bewegung  auf  die  absoluten  Be^ 
wegnng  zurückzuführen. 

Das  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  die  beiden  gegebenen 
absoluten  Bewegungen  (des  Punktes  und  des  Punktesystemes) 
ohne  Weiteres  ausführt,  darauf  den  Punkt  mit  dem  Systeme  fest 
verbindet,  und  zuletzt  dem  Ganzen  eine  Bewegung  ertheilt,  w^elche 
das  System  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückbringt;  die  resulti- 
rende  absolute  Bewegung  ist  dann  die  gesuchte  relative  Bewegung 
des  Punktes  gegen  das  System.  Der  Punkt  erhält  nämlich  durch 
diesen  Process  die  verlangte  Lage  gegen  das  System,  zugleich  wird 
letzteres  unbeweglich  gemacht  und  daher  ist  die  Verbindungslinie 
der  ersten  und  zweiten  Lage  des  Punktes  nichts  Anderes  als  der 
Weg,  den  der  Punkt  innerhalb  des  Systems  zurückgelegt  hat,  d.h. 
die  relative  Trajectorie.  Diese  schon  länger  bekannte  Methode 
vollen  wir  zur  Bestimmung  der  relativen  Geschwindigkeit  und 
Deviation  benutzen. 

59.  Die  relative  Geschwindigkeit.  In  Fig.  14  sei 
*J^'  die  Strecke ,  welche  der  bewegliche  Punkt  innerhalb  der  un- 
endlich kleinen  Zeit  ^  zurücklegt,  Fig.  14. 

ttndjflf,  der  während  derselben  Zeit 
von  dem  ursprünglich  mit  M  zusam- 
menfallendenSy stempunkte  beschrie  - 
bene  absolute  Weg;  wir  haben  nun 
Ä  mitifj  fest  zu  verbinden  und  dem 
Ganzen  eine  Bewegung  zu  ertheilen,. 
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wodurch  das  System  in  seine  anfängliche  Lage  znrUckkommt 
Hierzu  gehört  erstens  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Yerscbieb- 
ung ,  welche  if|  nach  M  und  M'  nach  K  führt ,  sowie  zweitens  eine 
unendlich  kleine  Drehung  um  My  wodurch  sich  die  neue  Lage  K 
des  Punktes  M'  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ord- 
nung ändert,  weil  schon  if ÜT  eine  unendlich  kleine  Grösse  enter 
Ordnung  ist. 

Da  die  Geschwindigkeit  nur  von  des  unendlich  kleinen  Grössen 
erster  Ordnung  abhängt ,  so  ist  hier  der  Einfluss  der  Drehung  un- 
berücksichtigt zu  lassen  und  dann  bildet  MK  die  eine  Seite  eines 
Parallelogrammes,  wovon  MM'  die  Diagonale  und  MM^  die  andere 
Seite  ist.  Hierbei  sind,  wie  es  sich  bei  unendlich  kleinen  Cnrren- 
stücken  von  selbst  versteht,  die  Bogenelemente  mit  ihren  Sehnen 
oder  Tangenten  vertauscht  worden.  Erinnert  man  sich  nun,  das« 
die  Parallelogrammseite  MK  auch  als  Diagonale  eines  anderen 
Parallelogrammes  angesehen  werden  kann  (s.  Fig.  12,  worin 
MU=MMt,  MV  i=  MK  unä  MT  =  MM')  ,  so  gelangt  man  zudem 
früheren  Satze,  wonach  die  relative  Geschwindigkeit  die  Hesnltante 
aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  aus  der  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  des  coinci- 
direnden  Systempunktes  ist. 

60.  Die  relative  Deviation.  Während  wir  vorhin  den 
Einfluss  der  Drehung  bei  Seite  setzen  konnten ,  müssen  wir  hier 
genau  darauf  achten,  weil  die  zu  berechnende  Grösse  von  der 
zweiten  Ordnung  also  gleichartig  mit  den  von  der  Drehung  her* 
rührenden  Grössen  ist.     Es  sei  wieder  MM'  die  während  der  nn- 

Fig.  15.  endlichkleinen  Zeit  ^zurück- 

gelegte absolute  Strecke  des 
beweglichen  Punktes  und  T 
der  Ort,  wohin  nach  dersel- 
ben Zeit  ein  Punkt  gekom- 
men sein  würde ,  der  gleich- 
zeitig mit  jenem  von  M  »us* 
ging  und  sich  mit  derselben 
Geschwindigkeit  auf  der  Tan- 
gente fortbewegte,  mithin  ji' 
die  Deviation  in  der  absoluten 
Bewegung  des  Punktes ;  in  gleicherweise  sei  MMidie  absoluteBeweg- 
ungdes  coincidirendcn  Systempunktes  und  Tj^fi  die  zugehörigeD^' 
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yiation.  Um  hieraus  die  Deviation  der  relativen  Bewegung  abzulei- 
ten, legen  wir  in  M  eine  Tangente  an  die  relative  Trajectorie,  las- 
sen auf  ihr  einen  Punkt  sich  gleichförmig  mit  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit während  der  Zeit  ^  bewegen,  wobei  gleichzeitig  auch 
diese  mit  dem  Systeme  verbundene  Tangente  fortrückt,  und  ver- 
binden schliesslich  die  absolute  Endlage  des  Punktes  mit  M']  die 
Verbindungslinie  ist  der  Grösse  und  Richtung  nach ,  die  gesuchte 
relative  Deviation.  Verbinden  wir  nun  den  Punkt  if '  fest  mit  dem 
Systeme  und  bringen  letzteres  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück, 
so  kommt  die  relative  Deviation  in  eine  Lage,  welche  sich  auf  fol- 
gende Weise  bestimmen  lässt. 

Wir  ertheilen  dem  Systeme  zunächst  zwei  Verschiebungen 
Ifjfi  und  7*1  if,  welche  den  Punkt  ^,  in  seine  anfängliche  Stellung 
znrflckföhren ;  ziehen  wir^'m'  parallel  und  ==  T,^,  sowie  m'fi  pa- 
rallel und  =  ^,7^,  80  ist  ^  die  Lage,  welche  ^' nach  beiden  Ver- 
schiebungen erhalten  hat.  Hierauf  drehen  wir  das  System  um  die 
momentane  Drehungsachse  während  der  Zeit  ^  und  mit  der  Win- 
kelgeschwindigkeit (o;  der  Punkt  fi  beschreibt  dann  einen  unend- 
lich kleinen  Kreisbogen  fifi\  dessen  Grösse  wir  nachher  ermitteln 
werden ,  und  ft'  ist  nun  die  Lage ,  welche  der  bewegliche  Punkt, 
oder  M\  nach  der  Zurückführung  des  Systemes  in  seine  ursprüng- 
liche Stellung  eingenommen  hat.  Dabei  ist  die  Tangente  an  der 
relativen  Trajectorie  nach  Ml'  gekommen  und  zugleich  stellt  Mt' 
den  während  der  Zeit  d'  gleichförmig  mit  der  relativen  Geschwin- 
digkeit durchlaufenen  Weg  dar,  während  innerhalb  derselben  Zeit 
auch  die  Strecken  MT'  und  MT^=i  TU  auf  den  Tangenten  der 
beiden  absoluten  Trajectorien  zurückgelegt  wurden.  Die  Gerade 
'V  ist  daher  die  relative  Deviation. 

Nun  erscheint  i'ii  als  Resultante  der  drei  Geraden  i'm  = 
T'M\  m'ii  =  Jft  7\  und  fi  fi',  von  denen  die  erste  die  Deviation  in 
der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  und  die  zweite  die  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  genommene  Deviation  der  Bewegung  des 
coincidirenden  Systempunktes  ist.  Was  die  dritte  Linie  (i  i/l  be- 
trifft, welche  der  Punkt  ^  bei  der  Drehung  um  die  momentane  Ro- 
tationsachse MJ  beschreibt,  so  bemerken  wir  zunächst,  dass  sie 
durch  die  vom  Punkte  /'  bei  derselben  Drehung  beschriebene  Linie 
ersetzt  werden  kann,  weil  die  Entfernung  /'fi'eine  unendlich  kleine 
Linie  zweiter  Ordnung,  mithin  der  begangene  Fehler  von  der  dritten 
Ordnung  ist.     Ihre  Richtung  steht  also  senkrecht  zu  der  Ebene 

Ajulytische  Mechanik.  .19 
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JMt\  welche  die  momentane  Drehungsachse  und  die  relative  Ge 
schwind  igkeit  enthält,  und  ist  im  Sinne  jener  Drehung  zn  nehmen 
Die  Länge  der  in  Rede  stehenden  Linie  oder  der  Linie  (iii  kommi 
gleich  dem  Producte  aus  dem  Drehungswinkel  m  ^  in  den  Abstanc 
des  Punktes  i'  von  der  Drehungsachse  .VJ,  oder  gleich  dem  Pro 
ducte  aus  i;^  und  Ml\  sin  JMt' \  nun  ist  aber,  wenn  Vr  die  relative 
Geschwindigkeit  bezeichnet,  if/=  ^Vr  mithin  fiii=^<ovrSv 
jMt\  und  damit  kommt  man  auf  den  in  Nr.  54  bewiesenen  Sats 
zurück. 


Drittes  Buch. 


Dynamik  fester  Körper. 


19* 


Erstes  CapiteL 
Allgemeine    Grundsätze. 


Gesetz  der  Trägheit 

1.  Während  wir  im  vorigen  Buche  die  Bewegungen  unab- 
iiäügig  von  ihren  etwaigen  Ursachen  betrachteten,  nehmen  wir  jetzt 
auf  die  letzteren  Rücksicht,  d.  h.  wir  suchen  den  Zusammenhang 
zwibchen  den  Kräften  und  den  von  ihnen  hervorgerufenen  Beweg - 
uri;5^<^u  zu  ermittehi.  In  allen  Fällen ,  wo  wir  einen  Körper  aus 
der,  wenn  auch  nur  relativen,  Kühe  in  Bewegung*  übergehen 
.•»ehen,  schreiben  wir  diese  Aenderung  des  Zustandes  nicht  einer 
V, illkührlichen  Selbstbestimmung  des  Körpers,  sondern  einer 
äusseren  Ursache  zu,  welche  entweder  in  jenem  Augenblicke 
plötzlich  auf  den  Körper  einwirkte  oder  auch  schon  vorher  vor- 
handen aber  bis  zu  jenem  Augenblicke  durch  ein  Hinderniss  auf- 
jrf»hoben  war.  Ob  wir  diese  Ursache  erkennen  oder  ob  uns  die 
Mittel  zu  dieser  Erkenntniss  fehlen  ,  ist  gleichgültig;  in  jedem 
Falle  halten  wir  die  Existenz  jener  Ursache  für  gewiss. 

Wir  sehen  ferner,  dass  sich  jede  Bewegung  um  so  mehr  einer 
jileichförmigen  und  geradlinigen  Bewegung  nähert,  je  freier  sie  von 
äusseren  Einflüssen  wird;  wir  schliessen  daraus,  dass  jede  von 
Aulchen  Ejnflüssen  und  Widerständen  freie  Bewegung  genau  eine 
gleichförmige  und  geradlinige  sein  muss. 

Die  beiden  genannten  Grundsätze  begreifen  wir  zusammen- 
genommen unter  dem  Namen  „  Gesetz  der  Trägheit " ;  dasselbe  lässt 
äich  daher  folgendermaassen  aussprechen : 

Jeder  in  Ruhe  befindliche  materielle  Punkt  be- 
harrt  in  diesem  Zustande  so  lange  als  keine  äussere 
Ursache,  d.  h.  keine  Kraft,  auf  ihn  wirkt;   und  ein  in 
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Bewegung  befindliclier  materieller  Punkt,  auf  wel- 
chen keine  Kräfte  wirken,  bewegt  sich  immer  gerad- 
linig und  gleichförmig;  oder  nochkürzer:  ein  materieller 
Pankt  kann  den  Zustand,  in  welchem  er  sichgeradel 
befindet  — sei  letzterer  der  Zustand  der  Ruhe  oderder 
Bewegung  —  selbstthätig  nicht  ändern. 

Dabei  ist  übrigens  noch  zu  bemerken,  dass  Kräfte,  die  aas  dem 
leeren  Räume  heraus  auf  materielle  Punkte  wirken,  ganz  undenk- 
bar sein  würden  und  dass  man  sich  folglich  die  Kräfte  an  bestimmte 
Sitze  d.  h.  an  Massen  gebunden  denken  muss,  von  wo  aus  sie  ihre 
Thätigkeit  auf  andere  Massen  erstrecken.  Man  kann  daher  anch 
sagen ,  ein  materieller  Punkt  beharrt  so  lange  in  dem  gerade  Tor- 
handenen  Zustande,  als  keine  anderen  materiellen  Punkte  da  sind, 
die  auf  ihn  wirken. 

2,  Wir  erörtern  noch  ein  allgemeines  Princip ,  worauf  man 
durch  eine  Menge  von  Beobachtungen  und  Erfahrungen  geführt 
worden  ist,  und  welches  durch  eine  beständige  Ueliereinstimmnng 
zwischen  seinen  Consequenzen  und  der  directen  Beobachtung  der 
Erscheinungen  bestätigt  wird.     Dies  Princip  lautet : 

Wenn  sich  alle  Punkte  eines  Systems  in  paralle- 
len Geraden  gleichförmig  bewegen,  und  einer  der 
Punkte  von  einer  Kcaft  angegriffen  wird,  so  ist  seine 
relative  Bewegung  in  Bezug  auf  die  andern  dieselbe, 
als  wenn  diedemSysteme  gemeinsameB  ewegung  nicht 
existirte  und  der  fragliche  Punkt  von  eben  derselben 
und  in  d  erselben  Richtung  wirkenden  Kraft  afficirt 
worden  wäre. 

Man  erräth  leicht ,  welche  Gattung  von  Beobachtungen  die 
Wahrheit  dieses  Princips*  beweisen  könnte ,  wenn  die  Erde  unbe- 
weglich wäre.  Man  würde  einem  System  von  Punkten,  die  in  Be- 
ziehung auf  einander  beweglich  sind ,  eine  gemeinschaftliche  Be- 
wegung ertheilen ,  man  würde  dann  an  den  einen  von  ihnen  eine 
Kraft  anbringen,  deren  Richtung  und  Intensität  sich  ändern  liesse, 
und  die  relative  Bewegung  dieses  Punktes  beobachten.  Man  könnte 
dieselben  Versuche  wiederholen,  indem  man  die  gemeinschaftliche 
gleichförmige  Bewegung  abänderte,  und  würde  finden,  dass  die  re- 
lative Bewegung  durchaus  unabhängig  von  der  gemeinschaftlichen 
gleichförmigen  Bewegung  ist,  und  zwar  dieselbe,  als  wenn  letztere 
nicht  vorhanden  wäre. 
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Diese  Versuche  sind  angestellt  worden ,  liefern  aber  keinen 
rollständigen  Beweis;  das  System  nämlich, welchem  man  einerück- 
iiichtlich  fester  irdischer  Gegenstände  gleichförmige  Bewegung  er- 
theilen  wollte,  würde  ausserdem  noch  an  der  ungleichförmigen  Be- 
wegung der  Erde  im  Räume  participiren  und  dadurch  selbst  eine 
nngleichförmige  Bewegung  erhalten.  Da  aber  die  Beobachtungen 
zu  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres ,  also  bei  verschiedenen  Ge 
schwind igkeiten  der  Erde,  immer  dieselben  Resultate  liefern,  so 
schliesst  man  nach  Analogie,  dass  die  Sache  auch  bei  ruhender 
•Erde  sich  noch  so  verhalten  würde,  womit  man  zu  dem  obigen 
Principe  gelangt.  In  Wahrheit  kann  man  daher  nicht  sagen,  dass 
letzteres  streng  durch  die  Erfahrung  bewiesen  sei,  es  folgt  nur  aus 
Versuchen  verbunden  mit  Indnctionsschlüssen;  aber  es  stellt  sich 
mit  hinlänglicher  Wahrscheinlichkeit  dar,  um  zur  Grundlage  einer 
Theorie  zu  dienen.  Wenn  man  findet ,  dass  die  Aussagen  dieser 
Theorie  immer  inUehereinstimmung  mit  der  Beobachtung  sind,  so 
wird  dieser  Umstand  demselben  eine  grössere  und  grössere  Wahr- 
scheinlichkeit verleihen,  die  für  uns  mit  der  Gewissheit  fast  glei- 
chen Werth  hat.  Wir  finden  dieselbe  Schlussweise  bei  andern 
Principien  wieder,  zu  welchen  wir  durch  wiederholte  Versuche 
geleitet  werden,  deren  Resultate  wir  ausdehnen  und  verallge- 
meinem. 


Bewegping  durch  eine  constanfe  Kraft. 

3.  Unter  einer  constanten  Kraft  verstehen  wir  eine  solche, 
die  auf  den  Körper ,  an  welchem  sie  angebracht  wird ,  immer  die- 
selbe Wirkung  ausübt  wie  auch  die  Bewegung  des  Körpers  be- 
schaffen sein  möge.  Lassen  wir  nun  auf  einen  in  geradliniger  und 
gleichförmiger  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkt  eine  der- 
artige Kraft  im  Sinne  seiner  Bewegung  wirken ,  so  muss  sich  die 
Geschwindigkeit  desselben  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Grössen 
vermehren ,  weil ,  dem  vorigen  Principe  gemäss ,  die  Zunahme  der 
Geschwindigkeit  unabhängig  von  der  schon  erlangten  Geschwin- 
digkeit ist  Die  gleichförmig  geradlinige  Bewegung  des  Punktes 
wbd  daher  in  eine  neue  geradlinige  Bewegung  umgewandelt,  bei 
welcher  die  Geschwindigkeit  proportional  der  Zeit  wächst.  Wirkt  da- 
gegen die  constante  Kraft  im  umgekehrten  Sinne,  d.h.  der  Bewegung 
entgegen,  so  vermindert  sich  die  Geschwindigkeit  proportional  der 
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Zeit,  wird  sa  einem  bestimmten  Termine  gleich  Null  und  naehher 
negativ,  was  einer  rückläafigen  Bewegung  des  Pnnktes  entspricht 
Mit  einem  Worte:  jede  constante  Kraft  erzeugt  eine  ge- 
radlinige gleic  hförm  ig  be  sc  hleunigteBewegung,  welche 
durch  die  beiden  ans  Nr.  8  des  vorigen  Bnches  bekannten  Gleich- 
ungen 

dx 

x^=^at*  +  b(  +  c 
ausgedrückt  wird.     In  diesen  bedeutet  a  die  von  der  constanten  • 
Kraft  herrührende  positive  oder  negative  Acceleration ,  b  die  an- 
fängliche, d.  h.  die  zur  Zeit  /  =  0  stattfindende  Geschwindigkeit, 
endlich  c  den  Anfangswerth  des  a:,  welcher  die  Anfangslage  des 
beweglichen  Punktes  zu  erkennen  giebt. 

4.  Wäre  die  Kraft  nicht  constant,  also  während  der  Beweg- 
ung selbst  irgend  wie  veränderlich ,  so  würde  die  Geschwindigkeit 
in  gleichen  Zeiten  nicht  mehr  um  gleiche  Grössen  zunehmen,  es 
würde  also  jedenfalls  eine  ungleichförmige  Bewegung  entstehen. 
Zufolge  dieser  Bemerkung  kann  man  den  vorigen  Satz  umkehren 
und  sagen:  wenn  sich  ein  materieller  Funkt  geradlinig 
mit  gleichförmiger  Acceleration  bewegt,  so  steht  er 
nothwendig  unter  dem  Einflüsse  einer  constanten 
Kraft. 

5.  Dass  im  Vorigen  bei  der  Beurtheilung  einer  Kraftwirkuog 
auf  die  Zeit  llucksicht  genommen  werden  musste,  hat  einen  sehr 
einfachen  Grund.  Es  ist  nämlich  undenkbar,  dass  eine  Kraft  plötz- 
lich ,  d.  h.  ohne  irgend  eine  wenn  auch  noch  so  geringe  Zeit  zu 
brauchen,  einem  Körper  eine  endliche  Geschwindigkeit  mittheilen 
sollte,  vielmehr  kann  man  letztere  nur  als  das  in  einer  endlichen 
Zeit  aufgesammelte  Resultat  der  Krafteinwirkung  ansehen.  Daher 
lässt  sich  auch  die  hierund  da  vorkommende  Eintheilung  der  Kräfte 
in  momentane  und  in  continuirlicheKräftenichtvertheidigen 
sobald  das  Wort  momentan  im  streng  mathematischen  Sinne  ge- 
nommen wird ;  dagegen  versteht  man  nicht  selten  unter  momenta- 
nen Kräften  solche ,  die  schon  während  einer  sehr  kleinen ,  kaum 
noch  messbaren  Zeit  eine  endliche  Geschwindigkeit  hervorbringen, 
wie  diess  bei  sogenannten  Stössen  der  Fall  ist. 

6.  Wenn  zwei  mit  gleichen  Masseb  versehene  materielle  Punkte 
durch  gleiche  und  parallele  Kräfte  aus  dem  Zustande  der  Buhe  in 
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d«D  der  Bewegung  übergefulirt  werden,  so  bewegen  sie  sich  in  pa- 
rallelen Geraden  nnd  haben  zu  denselben  Zeiten  die  nämlichen 
Geschwindigkeiten.  Dieser  Zustand  erleidet  keine  Aendernng, 
wenn  man  die  beiden  Massen  fest  verbindet  und  in  ihrem  gemein- 
schafllichen  Schwerpunkte  die  doppelte  Kraft  als  Resultante  jener 
beiden  Einzelkräfte  anbringt.  Dasselbe  würde  für  eine  grössere 
Anzahl  solcher  einzelner  Massentheile  gelten  nnd  man  gelangt  da- 
mit zu  dem  Satze:  Eine  Masse  iV,  welche  durch  eine  an 
ihrem  Schwerpunkte  wirkende  KraftP  getrieben  wird, 
erhält  dieselbe  Bewegung  wie  die  Masse  M'  durch  die 
in  gleicherweise  wirkende?',  sobald  sich  dieKräfte  P 
QndF'wiedieMassen  JRfund^' verhalten;  die  Punkte 
beider  Massen  beschreiben  dann  parallele  Gerade. 

Im  Fall  P  oder  F'  einen  anderen  Werth  hätte  als  ihn  die  Pro- 
portion M:M'  =^P:  P'  liefert,  würde  auch  die  Bewegung  der  einen 
Masse  nicht  mehr  mit  der  Bewegung  der  anderen  übereinstimmen. 
Dieser  Bemerkung  zufolge  kann  man  den  vorigen  Satz  umkehren 
Qod  sagen:  Wenn  zwei  ungleiche  Massen  dieselbe  Be- 
wegung haben,  so  müssen  sich  die  auf  sie  wirkenden 
Kräfte  wie  die  Massen  verhalten. 

7.  Anwendung  auf  die  Schwere.  Die  Erfahrung  lehrt, 
dass  alle  Körper ,  die  im  leeren  Räume  der  freien  Einwirkung  der 
Schwere  überlassen  werden,  identische  Bewegungen  annehmen, 
ohne  Rücksicht  auf  ihre  Grösse ,  ihre  Beschaffenheit  und  folglich 
aoch  ihre  Masse.  Man  muss  hieraus  schliessen,  dass  alle  von 
der  Schwere  herrühr  endenKräfte  sich  wiedieMassen 
der  betreffenden  Körper  verhalten,  abgesehen  davon ,  ob 
diese  KräftJß  constant  oder  veränderlich  sind. 

Ausserdem  hat  man  noch  zwei  Thatsachen  erkannt,  von  de- 
nen die  eine  die  andere  bedingt,  nämlich:  die  von  einem  Körper 
durchlaufenen  Räume,  der  von  der  Ruhelage  ausgehend  der  freien 
£inwirkuug  der  Schwere  überlassen  wird,  sind  den  Quadraten  der 
Zeit  proportional,  und  die  erlangten  Geschwindigkeiten  wachsen 
in  demselben  Verhältnisse  wie  die  Zeiten.  Aus  beiden  Erfahrungen 
schliesst  man  nach  der  vorhergehenden  Erörterung ,  dass  der  Kör- 
per während  der  ganzen  Dauer  seiner  Bewegung  einer  Kraft  von 
beständig  gleicher  Grösse  unterworfen  bleibt. 

Man  kann  auch  durch  den  Versuch  nachweisen,  dass  ihre  In- 
tensität dieselbe  ist,    als  wenn  der  Körper  sich  in  Ruhe  befindet. 
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Ertheilt  man  nämlich  mit  Hilfe  eines  der  Atwoodschen  Maschine 
ähnlichen  Apparates  einem  Körper  eine  gleichförmige  verticale 
Bewegung,  so  wird  in  diesem  Falle  die  durch  die  Schwere  hervor- 
gebrachte Kraft  aufgehoben,  und  man  kann  ihrMaass  genau  durch 
die  Spannung  einer  Feder  erhalten,  an  welcher  der  Körper  aufge- 
hängt ist  und  die  an  der  verticalen  Bewegung  Theil  nimmt.  Der 
Versuch  lehrt  dann,  dass  diese  Spannung  dieselbe  bleibt,  als  wenn 
der  Körper  in  Ruhe  wäre,  und  es  folgt  hieraus,  dass  das  Ge- 
wicht eines  Körpers  im  Zustande  der  Ruhe  dasselbe 
ist  wie  in  dem  der  Bewegung.  Wenn  also  die  Massen  der 
Körper  ihren  Gewichten  proportional  sind,  so  können  die  nämlichen 
Instrumente,  welche  zur  Gewichtsbestimmung  dienen,  auch  zurVer- 
gleichung  der  Massen  benutz£  werden,  und  es  lassen  sich  nun  diese 
letzteren  Grössen  durch  Zahlen  darstellen,  indem  man  die  Masse 
eines  bestimmten  Volumens  einer  beliebig  gewählten  Substanz 
bei  einer  festgesetzten  Temperatur  zur  Einheit  nimmt.  Vor  den 
Versuchen  Galilei's  über  den  Fall  der  Körper  konnte  man  nicht 
wissen,  dass  die  Massen  den  Gewichten  proportional  sind;  und  es 
würde  sich  z.  B.  ganz  anders  damit  verhalten ,  wenn  die  Schwere 
eine  Kraft  von  der  Art  der  magnetischen  Anziehung  wäre,  die 
auf  verschiedene  Körper  eine  selir  ungleichmässige  Wirkung 
äussert. 

8.  Die  Geschwindigkeit,  welche  die  schweren  Körper  durch 
den  freien  Fall  im  leeren  Itaume  während  einer  gegebenen  Zeit 
erlangen,  hängt  von  dem  Orte  ab,  wo  der  Fall  geschieht ;  sie  un- 
terliegt kleinen  Veränderungen  je  nach  der  geographischen  Breite 
und  der  Erhebung  über  das  Niveau  des  Meeres.  Es  ist  hier  nicht 
unsere  Aufgabe,  diese  Aenderungen  zu  untersuchen;  wir  beschrän- 
ken uns  lediglich  auf  die  Angabe  der  von  einem  Körper  beim  freien 
Fall  im  leeren  Räume  auf  dem  Pariser  Observatorium  während  der 
Zeiteinheit  erlangten  Geschwindigkeit. 

Wirtheilen  hierzu  den  mittleren  Tag  in  24  Stunden,  die 
Stunde  in  60  Minuten,  die  Minute  in  60  Secunden,  und  wählen  als 
Zeiteinheit  die  Secunde  oder  den  86400  sten  Theil  des  mittleren 
Tages.  (Der  Stern  tag  oder  die  Dauer  einer  Rotation  der  Erde 
um  sich  selbst,  ist  wegen  der  eignen  Bewegung  der  Sonne  kürzer 
als  der  Sonnentag;  er  beträgt  nämlich  nur  86164,09  Secunden.)  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  g  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  auf  dem 
Pajrisei:  Observatorium  frei  im  leeren  Räume  fallender  Körper  nach 
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Verlauf  einer  Secunde  erlangt  hat ,  so  ergiebt  sich  nach  genauen 
Beobachtnngen,  von  welchen  wir  später  sprechen  wollen, 

g  =  9«,80896, 
wobei  der  Meter  als  Längeneinheilt  genommen  ist. 

9.  Nach  den  für  die  gleichförmig  veränderliche  Bewegung 
göltigen  Formeln  erhalten  wir  bei  einem  im. leeren  vertical  fallen- 
den Körper  ,  sobald  wir  die  Anfangsgeschwindigkeit  =0  setzen, 
femer  den  Anfang  der  x  in  den  Ausgangspunkt  der  Bewegung  le- 
gen, und  die  x  im  Sinne  der  Schwere  positiv  nehmen, 

v  =  giyXz=.^gi\ 
folglich  auch 

r*  ==  2g x^  oder  v  =  j/ügx.  , 

Der  letzte  Ausdruck  heisst  gewöhnlich   die   der  Höhe  x  ent- 

sprechende  Geschwindigkeit,    und  umgekehrt  a;  oder     — 

*/ 

die  der  Geschwindigkeit  r  entsprechende  Höhe. 

Wird  der  Körper  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  a  vertical 
von  unten  nach  oben  geworfen,  so  erhält  man,  wenn  der  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  zum  Anfang  der  x  und  die  Kichtung  der  po- 
sitiven X  in  entgegengesetztem  Sinne  mit  der  Richtung  der  Schwere 
genommen  wird, 

»  =  a  — gt,   x  =  at  —  ^  gi*. 
Die  Geschwindigkeit  wird  zu  Null  für 

a  a* 

/  =  —  ,  woraus  ar=  — . 

Der  Körper  steigt  daher  eben  so  lange  als  er  fallen  miisste,  um  die 
Anfangsgeschwind igheit  a  durch  den  freien  Fall  zu  erlangen ,  und 
der  Raum,  den  er  während  des  Steigens  zurücklegt,  ist  demjenigen 
gleich,  durch  welchen  er  in  derselben  Zeit  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit fallen  würde.    Nach  Verlauf  der  Zeit  —  kehrt  der  Körper 

9 

nm,  indem  seine  Geschwindigkeit  ihr  Zeichen  ändert,  und  er  rouss 
nach  dem  eben  Gesagten,  sobald  er  im  Ausgangspunkte  seiner  Be- 
wegung wieder  angekommen  ist,  die  Geschwindigkeit  —  a  besitzen) 

nachdem  er  den  Zeitraum  —  hindurch  gefallen  war.    In  der  That 

geben  auch  die  vorausgehenden  Formeln  fiir  ^  ==  —  die  Werthe 

9 
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Proportionalitat  der  Kraft  und  Oeschwindigkeit 

10.  Das  in  der  Ueberschrift  aasgesprochene  Princip  der  Dy- 
namik besteht  in  dem  Satze,  dass,  wenn  irgend  zwei  constante 
Kräfte  während  einer  und  derselben  Zeit  auf  geiche  Massen  wir- 
ken, sie  ihnen  Geschwindigkeiten  ertheilen,die  sich  wie  jene  Kräfte 
verhalten. 

Nicht  selten  hat  man  dieses  Princip  als  Grundsatz  gelten  las- 
sen und  seine  Richtigkeit  durch  die  Ucbereinstimmung  zwischen 
den  Resultaten  der  darauf  gegründeten  Theorien  und  den  Ver- 
suchen oder  dkecten Beobachtungen  bestätigt;  da  es  aber  eine  der 
Hauptgfjundlagen  der  Dynamik  ist,  so  glauben  wir  nachweisen  zu 
müssen ,  wie  man  seine  Richtung  durch  verschiedene  Experimente 
ermitteln  und  diese  Versuche  selbst  wieder  auf  beliebig  viele  ver- 
schiedene  Werthe  der  constanten  beschleunigenden  Kraft  ausdeh- 
nen kann.  Es  wird  diess  nicht  hindern,  nachher  noch  diejenigen 
Bestätigungen  beizubringen,  mit  denen  man  sich  sonst  gewöhnlich 
begnügte. 

11.  Wir  erinnern  zunächst  an  den  früher  aufgestellten  Grund- 
satz, dass  die  gemeinschaftliche  Bewegung  eines  Systems  von  Funk- 
ten an  der  Erdoberfläche  keinen  Einfiuss  auf  die  relative  Beweg- 
ung äussert,  welche  in  einer  besonderen  auf  einen  dieser  Punkt«' 
wirkenden  Kraft  ihre  Ursache  findet.  Hiernach  dürfen  wir  die 
Erde  als  unbeweglich  betrachten,  so  lange  es  sich  darum  handelt, 
die  absoluten  Bewegungen  zu  untersuchen,  welche  Körpern  an 
ihrer  Oberfläche  durch  verschiedene  Kräfte  ertheilt  werden;  denn 
es  kann  sich  die  beobachtete  relative  Bewegung  nicht  von  der  ab- 
soluten Bewegung  unterscheiden  ,  welche  durch  die  nämlichen 
Kräfte  hervorgebracht  werden  würde,  wenn  die  ihr  unterworfenen 
Körper  von  der  absoluten  Ruheinge  ausgingen. 

Um  das  Gesetz  zu  untersuchen,  nach  welchem  sich  die  Be- 
.wegung  einer  und  derselben  Masse  ändert,  wenn  sie  nach  einander 
von  verschiedenen  constanten  Kräften  ergriffen  wird  und  dabei 
immer  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgeht,  kann  man  die  Atwoodsclic 
Maschine  anwenden.  Sie  liefert  das  Mittel,  um  die  an  eine  Masse 
angebrachte  Kraft  auf  unendlich  verschiedene  Arten  zu  variiren 
und  dabei  die  in  der  Zeiteinheit  hervorgebrachte  Geschwindigkeit 
zu  messen;  sie  kann  also  zur  Bestimmung  des  Gesetzes  dienen, 
nach  welchem  sich  diese  Geschwindigkeit  mit  der  sie  erzeugenden 
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Kraft  ändert.  Es  bezeichne  M  die  Masse  eines  der  beiden  im 
Gleichgewicht  stehenden  Gewichte,  und  m  die  des  Anflagegewich- 
tes  p.  Wenn  alle  Punkte  des  Systems  dieselbe  Bewegung  haben, 
so  sind  gleiche  Massen  von  gleichen  Kräften  afficirt;  m  wird  da- 

her  nicht  mehr  durch  die  Kraft />,  sondern  durch  die  Kraft />  -tt— — 

oder —  in  Bewegung  gesetzt.    Man  kann  nun  dasVerhältniss 

1  +  2- 

m 

—  SO  wählen,  dass  die  Masse  m  einer  Kraft  ausgesetzt  ist,  die  eine 

beliebige  zwischen  0  und  p  enthaltene  Grösse  hat.  Durch  genaue 
V'ersuchsmethoden,  deren  detaillirte  Beschreibung  nicht  hierher  ge- 
hört, lassen  sich  die  jedesmal  nach  einer  Secunde  erlangten  Ge- 
schwindigkeiten messen,  und  man  findet  dann,  dass  diese  Geschwin- 
digkeiten den  erzeugenden  Kräften,  mit  einer  um  so  grösseren  An- 
näherung proportional  sind,  je  mehr  man  die  sich  dabei  ergebenden 
fremdartigen  Widerstände  beseitigt  hat. 

Man  kann  sogar  nachweisen ,  dass  die  auf  die  Masse  2  M  wir- 
kende Kraft  während  der  Bewegung  constant  bleibt. .  Es  genügt, 
zQ  diesem  Zwecke  die  Gewichtszulage  mittelst  einer  Feder  aufzu- 
hängen ,  welche  einen  Theil  derselben  ausmacht  oder  in  einer  der 
im  Gleichgewichte  befiudlicKen  Massen  mit  enthalten  ist.  Man 
findet  dann,  dass  diese  Feder  während  der  Bewegung  immer  gleich 
gespannt  bleibt;  die  Kraft,  mit  welcher  die  Masse  2iV  von  ihr  ge- 


zogen wird,  durch  —  dividirt,  giobt  die  an  derMasse  m  wirksame 

tu  ' 

Kraft,  und  muss  mit  derjenigen,  welche  wir  schon  gefunden  haben, 

P 
nämlich  mit  -y    zusammenfallen.      Dies    würde    auch  der 

1+2- 
m 

Versuch  lehren,  wenn  man  das  Gewicht  nachwiese,  welches  der 
Feder  eine  eben  solche  Spannung  giebt,  wie  sie  während  der  be- 
obachteten Bewegung  statt  fand. 

12.  Man  kann  die  Schwere  auch  dadurch  in  einem  bekannten 
beliebigen  Verhältnisse  vermindern,  dai»s  man  einen  KMr^ev  auf 
einer  schiefen  Ebene  herabgleiten  lässt.  Bezeichnet  nämlich  « 
den  Winkel  der  Verticalen  mit  dieser  Ebene,  so  geht  das  Gewicht 
P  des  Körpers  in  p  cos  a  über  und  kann  alle  Wertlie  von  0  bis  p 
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annehmen.  Die  nach  einer  Secunde  eingetretene  Gkseliwindig- 
keit  findet  man  durch  Beobachtung  proportional  der  wirksamen 
Kraft  und  zwar  um  so  genauer,  je  mehr  man  die  von  der  norma- 
len Kraft  p  sin  Ir  hervorgebrachte  Reibung  beseitigt  bat. 

Wir  betrachten  jetzt  das  in  Rede  stehende  Princip  als  erwie- 
sen ,  und  es  ist  nun  Gegenstand  der  rationellen  Mechanik,  aus  den 
bisherigen  der  Naturbeobachtung  entnommenen  Daten  alle  Gesetze 
der  Bewegung,  selbst  unter  den  verwickeisten  Umständen,  herzu- 
leiten. Die  Üebereinstimmung  zwischen  den  Resultaten  der  di- 
recten  Beobachtung  der  Erscheinungen  und  den  Resultaten  der  auf 
die  vorigen  Grundsätze  basirten  Rechnung  gewährt  eine  Bestätig- 
ung, welche  keinen  weitern  Zweifel  gestattet. 

Vergleichung  der  Kräfte,  die  auf  beliebige  Haisea  wiikeiL 

13.  Wenn  ein  Körper  von  der  Masse  m  unter  dem  Einflüsse 
einer  constantei  Kraft  p  steht,  so  wird  jede  Masseneinheit  von  der 

Kraft  ^  sollicitirt:   für  eine  zweite  Masse  m\  worauf  die  Kraft  p' 
m 

wirkt ,  ist  in  gleicher  Weise  —,  die  auf  die  Masseneinheit  wirkende 

m 

Kraft.  Da  sich  nun  die  Massen  ebenso  wie  ihre  Theile  bewegen, 
und  da  femer  gleiche  Massen  am  £nde  derselben  Zeit  Geschwin- 
digkeiten annehmen ,  welche  den  beschleunigenden  Kräften  pro- 
portional sind ,  so  gilt  die  Proportion 

»:»=  —  :  —  oder  p\p  ==  m r  :  m p  , 
m     m 

worin  v  und  v  die  Geschwindigkeiten  der  Massen  m  und  m  be- 
zeichnen.    Man  hat  daher  den  Satz  : 

Zwei  constante  Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Pro- 
dukte aus  den  Massen,  worauf  sie  wirken,  in  die  Ge- 
schwindigkeiten,  welche  sie  denselben  in  gleicher 
Zeit  mittheilen. 

Der  vorigen  Proportion  kann  man  auch  folgende  Form  geben 

p  m     V 

X  .       p        m      V 

und  wenn  man  hierp',  m',  v  als  Einheiten  ihrer  Artwählt^  so  wird 

einfacher 

p  =  mv 
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d.  h.  Das  Maas  einer  Consta nten  Kraft  ist  das  Prodnct 
ans  der  Masse  des  bewegten  Körpers  in  die  Geschwin- 
digkeit ,  welche  er  unter  dem  Einflasse  jener  Kraft 
in  der  Zeiteinheit  erlangt  hat.  Die  Einheit  der  Kraft  ist 
dann  die  Kraft^  durch  deren  Einwirkung  die  Masseneinheit  während 
der  Zeiteinheit  eine  der  Längeneinheit  gleichkommende  Geschwin- 
digkeit erhält. 

14.  Will  man  die  Intensitäten  von  zwei  Kräften />  und /»'ver- 
gleichen, welche  in  verschiedenen  Zeiten  t^  t'  den  Massen  m,  tn 
die  Geschwindigkeiten  f ,  v  ertheilt  haben ,  so  muss  man  erst  auf 
gleiche  Zeiten,  z.  B.  auf  die  Zeiteinheit,  zurückgehen,  ehe  man  den 
vorigen  Satz  anwenden  kann.     Die  Masse  m  erhält  dann  die  Ge- 

Bchwindigkeit  — ,  die  Masse  m'  die  Geschwindigkeit  -7 ;  mithin  er- 

giebt  sich : 

,       mv    tnv 

p-p^  —  '-Y"^  t 

und,  wenn  man  wieder  p',  t;',  tn^  i'  als  Einheiten  ihrer  Art  wählt: 

mv 

wo  die  Krafteinheit  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle  ist. 

Versteht  man,  wie  es  üblich  ist,  unter  „Quantität  der  Be- 
wegung eines  Körpers'*  dasProduct  aus  seiner  Masse  in  seine  Ge- 
schwindigkeit ^  so  kann  man  sagen:  Irgend  eine  constante 
Kraft  wird  durch  die  Quantität  der  Bewegung  gemes- 
sen, welche  sie  in  der  Zeiteinheit  hervorbringt. 

15.  Einheiten  der  Kraft  und  der  Masse.  Bis  hieher 
haben  wir  nur  die  Längen  -  und  Zeiteinheit  (Meter  und  Secunde) 
fixirt,  dagegen  die  Einheiten  der  Massen  und  Kräfte  unbestimmt 
gelassen  und  sie  nur  durch  die  Bedingung  an  einander  gebunden, 
dass  die  Krafteinheit ^  sobald  sie  auf  die  Masseneinheit  wirkt,  ihr 
während  der  Zeiteinheit  eine  Geschwindigkeit  mittheilt,  die  eben- 
falls als  Einheit  gilt.  Wir  nehmen  nun  als  Einheit  der  Kraft  das 
Kilogramm,  d.  i.  das  Gewicht  eines  Cubikdecimeters  destillirten 
Wassers  bei  der  Temperatur  des  Maximums  seiner  Dichtigkeit, 
wie  es  sich  auf  dem  Pariser  Observatorium  zeigt^  und  haben  dann 
zu  untersuchen ,  was  hiernach  die  Masseneinheit;  d.h.  diejenige 
Masse  sein  wird,  die  eine  Geschwindigkeit  von  I  Meter  in  der  Se- 
cnnde  erlangt,  sobald  sie  diese  Zeiteinheit  hindurch  der  Einwirkung 
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einer  constanten  dem  Gewichte  von  1  Kilogramm  gleichen  Krafl 
ansgesetzt  wird. 

Die  Masse  eines  Cubikdecimeters  Wasser  erlangt,  wenn  sie 
durch  eine  Kraft  von  1  Kilogramm  in  Bewegung  gesetzt  wird,  in 
einer  Secunde  die  Geschwindigkeit  g.  Eine  Masse  von  g  Cnbik- 
decimeter  Wasser,  derselben  Kraft  von  1  Kilogramm  ausgesetzt, 
würde  daher  in  derselben  Zeit  eine  der  Einheit  gleiche  Geschwin- 
digkeit erreichen;  folglich  ist  sie  die  gesuchte  Masseneinheit. 
Nimmt  man  also  die  Secunde  zur  Zeiteinheit,  den  Meter  zur  Län- 
gen- und  das  Kilogramm  zur  Krafteinheit,  so  dient  als  Einheit 'der 
Masse  die  von  9,80896  Cubikdecimeter  destillirten  Wassers  bei  der 
Temperatur  von  4". 

In  dieser  Weise  lassen  sich  die  Massen  immer  durch  Gewichte 
vertreten,  was  deshalb  bequemer  ist,  weil  letztere  unmittelbar  mit 
den  dazu  geeigneten  Instrumenten  gemessen  werden  können.  Man 
hat  dabei  nur  zu  beachten,  dass  zwischen  dem  Gewichte  JP  und  der 
Masse  m  eines  Körpers  die  Gleichung 

P=gM 

besteht,  insofern  g  Krafteinheiten  das  Gewicht  der  Masseneinheit 
ausdrücken.     Hieraus  folgt : 

— ;. 

wobei  jedoch  nicht  zu  vergessen  ist ,  dass  sich  Alles  auf  das  von 
uns  zu  Grunde  gelegte  Einheitensystem  bezieht 

t6.  Dichtigkeit.  Wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  nennt 
man  Dichtigkeit  einer  homogenen  Substanz  die  in  der  Volumenein- 
heit enthaltene  Masse.  Die  Dichtigkeiten  der  verschiedenen  Kör- 
per sind  daher  ihren  specifischen  Gewichten  proportional,  und  wenn 
man  dieselbe  Substanz  als  Vergleichungsmittel  wählt,  so  wird  die 
Tafel  der  specifischen  Gewichte  identisch  mit  einer  Zusammen- 
stellung der  Dichtigkeitsverhältnisse.  Hieraus  folgt,  wenn  V  das 
Volumen  eines  homogenen  Körpers ,  D  seine  Dichtigkeit ,  M  seine 
Masse ,  und  P  sein  Gewicht  bezeichnet, 

M—VD,    P=  VDg. 
Das  specifische  Gewicht,  oder  das  Gewicht  der  Volumeneinheit*) 
ist  daher  =gD.  Nimmt  man  das  Wasser  zum  Maassstabe  derVer- 


*)  Es  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Identität  des  specifischen  Ge- 
wichtes mit  dem  Gewichte  der  Volumeneinheii  nur  für  das  franxösidche 
Maassflystem  gilt. 
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gleichnng  and  drückt  die  Gewichte  in  Kilogrammen  ans,  so  hat 
man  zur  Volnmeneinheit  den  Cuhikdecimeter  zu  Wählen,  insofern 
nSmlich  dieses  Wasservolnmen  1  Kilogramm  wiegt.  Die  Tafel  der 
specifischen  Gewichte  enthält  dann  das  Gewicht  eines  Cnbikdeci- 
meters  der  verschiedenen  Substanzen  in  Kilogrammen. 

Was  die  Dichtigkeitstafel  betrifft,  so  würde  mau  eine  solche 
erhalten,  indem  man  alle  Zahlen  der  Tafel  für  die  specifischen  Ge- 
wichte durch  g  dividirte ,  da  wir  gesehen  haben ,  dass  man  bei  der 
oben  bestimmten  Masseneinheit  immer  die  Masse  eines  Körpers 
erhält,  wenn  man  sein  Gewicht  durch  g  dividirt. 

Gleichheit  der  Wirkung  nnd  Gegenwirkung  bei  der  Bewegung. 

17.  Ist  ein  materieller  Punkt  der  Wirkung  einer  constanten 
Kraft  unterworfen ,  die  ihn  nöthigt ,  mit  gleichförmig  beschleunig- 
ter Bewegung  eine  gerade  Linie  zu  durchlaufen,  so  kann  man 
diese  Kraft,  von  welcher  Art  sie  auch  sein  möge,  durch  einen 
Körper  ersetzen,  der  im  Stande  ist,  dem  materiellen  Punkte  durch 
Stoss  oder  Zug  eine  gleiche  Bewegung  zu  verleihen.  Die  durch  die 
Verbindung  beider  Körper  erzeugte  Kraft  muss  in  diesem  Falle  die 
nämliche  wie  die  erste  sein.  Führt  man  z.B.  einen  derartigen  Ver- 
sach aus,  indem  man  einen  Körper  mittelst  einer  Feder  stösst  oder 
zieht,  so  wird  man  dieselbe  immer  zu  einem  dauernden  Zustande 
der  Spannung  gelangen  sehen ,  so  dass  sie  in  jedem  Augenblicke 
durch  Kräfte  afficirt  erscheint,  welche  im  Gleichgewichte  und 
folglich  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Die  an  dem  einen  End- 
punkte der  Feder  hervortretende  Wirkung,  durch  welche  die  Be- 
schleunigung erzeugt  wird ,  ist  also  immer  von  einer  andern  glei- 
chen und  entgegengesetzten  Kraft  begleitet,  die  an  demjenigen 
Ende  wirkt,  wo  der  Körper  angebracht  ist.  Diese  letzte  Kraft 
wird  die  Gegenwirkung  des  Körpers  genannt,  und  Versuche 
der  angegebenen  Art  beweisen,  dass  die  Wirkung  beständig 
gleich  ist  der  Gegenwirkung  bei  jeder  Bewegung,  die  durch 
eine  constante  Kraft  hervorgebracht  wird,  folglich  auch  in  dem 
Falle,  wenn  die  Kraft  veränderlich  ist,  weil  man  sie  dann  immer 
während  eines  unendlich  kleinen  Zeitraumes  als  constant  ansehen 
darf. 

Da  das  Princip  für  alle  Fälle  gilt ,  wo  die  Kraft  durch  mate- 
rielle Verbin dnngsmittel  ihre  Wirkung  äussert ,  so  wird  man  von 

Aiuljrtisehe  Mechanik.  30 
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selbst  darauf  geführt,  es  auch  anf  den  FaU  auszudehnen,  wo  keine 
solche  Vermittelung  zwischen  zwei  auf  einander  wirksamen  Punk- 
ten bemerkbar  ist  Eine  solche  gegenseitige  Thätigkeit  hat  man 
sich  immer  in  der  Geraden  stattfindend  vorzustellen,  welche  die 
beiden  Punkte  verbindet.  Diese  Erweiterung  des  ausgesprochenen 
Gesetzes  ist  durch  die  Uebereinstimmung  zwischen  den  beobach- 
teten Erscheinungen  und  den  auf  die  Hypothese  gegründeten 
Rechnungen  bestätigt,  und  kann  ilberdies  allemal  experimentell 
nachgewiesen  werden,  wenn  die  Körper,  zwischen  denen  die  ge- 
genseitige Wirkung  statt  hat,  mit  einaader  so  verbunden  werden 
können ,  dass  sie  ein  starres  System  bilden.  Man  erkennt  dann  an 
der  Unbeweglichkeit  dieses  Systems,  dass  die  beiden  Kräfte  gleich 
und  entgegengesetzt  sind. 

Wir  werden  demnach  als  allgemeines  Gesetz  annehmen,  dass, 
so  oft  ein  materieller  Punkt  eine  Wirkung  anf  einen  andern  her- 
vorbringt, dieser  letztere  immer  eine  gleiche  und  entgegengesetzte 
Wirkung  auf  den  ersteren  ausüben  muss,  so  dass,  wenn  beide 
Punkte  unveränderlich  mit  einander  verbunden  wären ,  die  beiden 
Wirkungen  sich  vollkommen  aufheben  würden. 

Ausdruck  der  Kraft  bei  einer  beliebigen  geradlinigen  Bewegung. 

18.  Wir  haben  gesehen,  dass  zwei  constante  Kräfte  sich 
unter  einander  verhalten  wie  die  von  ihnen  in  gleichen  Zeiten 
hervorgebrachten  Quantitäten  der  Bewegung,  Daraus  folgte,  dass 
eine*  constante  Kraft  durch  diejenige  Bewegungsquantität  gemes- 
sen werden  kann,  die  von  ihr  in  der  Zeiteinheit  erzeugt  wird, 
wenn  man  nämlich  die  Krafteinheit  so  bestimmt,  dass  dadurch  die 
Masseneinheit  in  der  Zeiteinheit  eine  der  Einheit  gleiche  Ge- 
schwindigkeit erlangt.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  man  auf  diesen 
Fall  den  einer  solchen  Kraft  zurückführen  kann,  die  sich  in  jedem 
Augenblicke  nach  einem  beliebigen  Gesetze  ändert.  Die  Frage 
besteht  nur  darin,  die  «Geschwindigkeit  zu  ermitteln,  welche  eine 
solche  Kraft  der  Masseneinheit  während  der  Zeiteinheit  mittheilen 
würde,  wenn  sie  die  in  dem  betrachteten  Zeitpunkte  ihr  innewoh- 
nende Intensität  beibehielte. 

In  einer  beliebigen  geradlinigen  Bewegung  sei  v  die  Ge- 
schwindigkeit des  bewegten  Punktes,  dem  wir^eine  der  Einheit 
gleiche  Masse  geben  wollen ,  ferner  x  seine  Entfernung  vom  An- 
fange der  Bewegung  und  /  die  von  irgend  einer  Epoche  an  gezählte 
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Zeit  Mit  (p  bezeichnen  wir  die  veränderliche  Kraft,  welche  an 
dem  Punkte  in  jedem  Augenblicke  angreift,  oder  auch  ihr  VerhÄlt- 
niss  zur  Krafteinheit,  und  das  Maass  dafür  ist  bekanntlich  die  Ge- 
schwindigkeit ,  welche  sie  der  in  Rede  stehenden  Masseneinheit  in 
der  Zeiteinheit  mittheilt.  Wenn  die  Kraft  constant  wäre,  so  hätte 
man  die  Geschwindigkeit ,  welche  der  Punkt  in  irgend  einer  Zeit 
erlangt  hat,  durch  diese  Zeit  zu  dividiren,  um  die  in  der  Zeitein- 
heit mitgetheilte  Geschwindigkeit  zu  erhalten.  Aber  in  dem  ge- 
genwärtigen Falle,  wo  die  Kraft  nur  in  einem  gewissen  Augen- 
blicke =  g>  ist,  wird  sie  nach  der  Zeit  Jt  um  eine  Grösse  Jg) 
vermehrt  sein,  und  der  Zuwachs  Jv  der  Geschwindigkeit  gehört 
nicht  der  Kraft  g>  an,  sondern  einer  zwischen  (p  und  (p  +  ^q>  ent- 
haltenen Kraft  (p\  die  man  sich  während  derselben  Zeit  jdi  mit 
emer  constanten  Intensität  wirksam  vorstellen  kann.  Diese  Zwi- 
schenkraft 9'  ist  =— •,  d.  h.  dieser  Ausdruck  misst  die  Ge- 
schwindigkeit ,  die  ihr  von  dem  Punkte  in  der  Zeiteinheit  mitge- 
theilt  werden  würde.  Da  nun  die  streng  richtige  Gleichung  9?  =  — 

stattfindet,  welche  Grösse  auch  das  Zeitintervall  Jl  haben  möge, 
und  da  g>'  sich  dem  q>  unendlich  nähert,  sobald  man  Ji  in  Null 
übergehen  lässt,  weil  dann  Jq>  ebenfalls  sich  der  Null  unendlich 
nähern  muss,  so  folgt  daraus,  wenn  beide  Theile  der  Gleichung 
ihren  Grenzwerth  annehmen, 

dv 

Dies  ist  das  genaue  Maass  der  auf  die  Einheit  der  Masse  wir- 
kenden Kraft  für  eine  beliebige  geradlinige  Bewegung.  Der  Aus- 
drack  hat  dasselbe  Zeichen  wie  dv^  so  dass  man  bei  Anwendung 
der  Formel  die  Kraft  als  positiv  betrachtet,  wenn  sie  die  Ge- 
schwindigkeit zu  vergrössern  strebt,  und  als  negativ,  wenn  das 
Gregentheil  eintritt.     Nun  war   aber  der  Ausdruck  für  die  Ge- 

,  ,    dx 

schwmdigkeit  — ,  und  daiher  dieselbe  positiv,  wenn  die  Bewegung 

in  dem  Sinne  der  positiven  x  vor  sich  geht,  folglich  .ist  auch  die 
Kraft  positiv,  wenn  sie  in  demselben  Sinne  wirkt,  indem  sie  dann 

-  .  dx 

den  algebraischen  Werth  von  -^  oder  v  vergrössert;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  ist  sie  negativ. 

30* 
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Ersetzt  man  in  dem  Werthe  von  <p  die  Grösse  v  durch  -- ,  so 

dl 

entsteht: 

d*x 

19.  Bei  einem  mit  der  Masse  m  versehenen  Pankte  wird  die 
Kraft,  welche  auf  ihn  wirkt,  durch  m  —  gemessen,  weil  der  Punkt, 

welcher  mit  der  Einheit  der  Masse*  behaftet  dieselbe  Bewegung 

dv 
haben  sollte ,  durch  die  Kraft  —  getrieben  werden  müsste ,   und 

bei  identischen  Bewegungen  die  Kräfte  sich  wie  die  Massen  ver- 
halten. 

Man  ist  übereingekommen,  bewegende  Kraft  diejenige 
zu  nennen,  welche  an  irgend  eine  gegebene  Masse  angebracht  ist; 
ihr  Maass  ist  demnach 

dv  d^x 

dt  dt* 

Beschleunigende  Kraft  nennt  man  dagegen  diejenige,  welche 
bei  der  betrachteten  Bewegung  auf  die  Masseneinheit  wirkt;  sie 
ist  daher 

dv d^x 

di~dt^' 
Derselbe  Ausdruck  misst,  wenn  man  die  Bewegung  an  sich  be- 
trachtet ,  deren  positive  oder  negative  Beschleunigung. 


Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  für  die  veränderliche 

Bewegung. 

20.     Die  im  Vorigen  bewiesenen  allgemeinen  Formeln  fUr 

die  veränderliche  Bewegung  sind 

dx  dv       d^x 

v-=-^,       9)=-  =  ^, 

oder  auch,  wenn  man  für  dl  seinen  aus  der  ersten  Gleichung  ge- 
zogenen Werth  einsetzt: 

dv 
''^'di' 
Wir  wollen  die  verschiedenen  Fragen  untersuchen,  zu  denen  diese 
Gleichungen  Veranlassung  bieten. 
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J.  Wenn  das  Bewegungsgesetz ,  mitbin  at  als  Funktion  der 
Zeit  gegeben  ist,  etwa  x  =  F(i)y  so  findet  man  die  Gescbwindig- 
keit  und  die  Kraft  durch  blosse  Differentiationen  in  Beziehung 
auf/,  nämlich  »  =  /"(/)  und  q>  =  F"{t). 

2.  Es  kann  femer  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der  Zeit, 
also  p  =  f{i)  gegeben  sein;  die  beschleunigende  Kraft  erhält  man 
in  diesem  Falle  wieder  durch  Differentiation,  nämlich  ip^=f'(jt) 
dagegen  bestimmt  sich  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  durch 
die  Integralformel 

x=lvdt  =  lf{i)dt. 

Die  zum  Integral  gehörende  Constante  lernt  man  durch  die  An- 
fangslage des  Punktes  kennen. 

3.  Ist  die  Kraft  auf  gegebene  Weise  von  der  Zeit  abhängig, 
etwa  <p=zF(l)y  so  erhält  man  die  Geschwindigkeit  durch  die 
Formel 


v^/f 


iOdt, 


wobei  die  Integrationsconstante  aus  dem  Anfangswerthe  von  v  her- 
geleitet wird.  Nachdem  man  auf  diese  Weise  v  als  Funktion  von  /, 
etwa  !?  =  /'(/),  kennen  gelernt  hat,  findet  man  weiter 


.=// 


f(t)dt; 

die  neue  Integrationsconstante  bestimmt  man  mittelst  des  Anfangs- 
werthes  von  x. 

m 

4.  In  dem  Falle,  wo  das  Gesetz  bekannt  ist;  nach  welchem 
sich  die  Geschwindigkeit  mit  dem  zurückgelegten  Wege  ändert, 
hat  man  eine  Gleichung  von  der  Form  v  =sf(x)  und  zieht  daraus 


dx  =  f{x)dt,      i 


Nachdem  man  die  Integrationsconstante  mittelst  der  Anfangslage 
des  Punktes  bestimmt  hat,  behält  man  eine  endliche  Gleichung 
zwischen  /  und  x ,  welche  man  nöthigenfalls  auch  nach  x  auflösen 
kann.   Die  beschleunigende  Kraft  ist 

=  V'£  =  fix)  rix). 

6.     Sehr  häufig  kennt  man  den  Zusammenhang  zwischen  der 
beschleunigenden  Kraft  und  dem  zurückgelegten  Wege,  ausge- 
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drückt  in  einer  Gleichung  von  der  Form  tpz=zF(x)\  ersetzt  man 

hier  <p  durcLr-r-i  so  wird  vdv  =^  ^(^)  ^^y  ^^^  hieraus  folgt 

dx 


r* 


—  ^JF{x)dx. 


Die  Integrationsconstante  bestimmt  man  aus  den  Anfangswerthen 

von  V  und  x  und  hat  dann  eine  endliche  Gleichung  zwischen  v  und 

x,  welche  v  als  Funktion  von  x^  etwa  v  =  ^  (x)^  kennen  lehrt. 

dx 
Wegen  p  =  -r-  ist  nun  weiter 

dx  t   dx 

■--z=zyb(x),     mithin  t=^  1  — 7— r , 
dl         ^^   ^'  J  ip(xy 

wobei  sich  die  Integrationsconstante  durch  den  Anfangswerth  von 
X  besümmt. 

6.     Es  sei  die  beschleunigende  Kraft  eine  Funktion  der  Ge- 
schwindigkeit und  zwar  q>  =  F(v)'^  es  ist  dann 

1  =  ^.),    folglich /=J^^. 

Der  Werth  der  Integrationsconstante  ergiebt  sich  aus  dem  An- 
fangswerthe  von  r,  und  dann  hat  man  eine  endliche  Gleichung 
zwischen  i  und  v.  Wenn  sich  diese  nach  v  auflösen  lässt,  so  kann 
man  ihr  die  Form 

t»  =  /•(/)  oder  ^  =  A0 
ertheilen  und  dann  weiter  x  finden ,  nämlich 

no  dt. 


.^ff 


Im  entgegengesetzten  Falle  ersetzt  man  in  der  ursprünglichen 

Gleichung  9  durch  v  —  und  erhält 

ox 

dv        „,  ^  Pvdv 

d.  h.  eine  Gleichung  zwischen  x  und  v.    Verbindet  man  diese  mit 

der  vorigen  Gleichung  zwischen  /  und  &,  so  gelangt  man  durch 

Elimination  von  v  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  U 

7.     Nicht  selten  hängt  die  beschleunigende  Kraft  sowohl  von 

der  Geschwindigkeit  als  von  dem  zurückgelegten  Wege  ab,  d.  h. 

es  ist 

9  =  F(»,a:); 
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man  ersetzt  in  diesem  Falle  g>  durch  v  --- ,  integrirt  die  nanmeh- 

dx 

rige  Differentialgleichung 

nnd  drückt  v  durch  x  ans  in  der  Form  v  =  x  (x).     Weil  femer 

dx 
p  =  -r-,  80  ist  weiter 
dt 

f  =  Z(^),    mithin /=y~-5 

man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen  zwischen  den  drei  Variahelen  r, 
X  und  /  und  kann  daher  auch  alle  auf  die  Bewegung  bezüglichen 
Fragen  beantworten. 

Die  Integration  der  oben  aufgestellten  Differentialgleichung 
gelingt  immer,  wenn  F(v^  x)  von  der  Form  f  (os)  +  v* 'tl; (x)  ist»). 
Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

dv 

r'  =  u,  so  wird  daraus 

und  ihr  Integral  ist  bekanntlich 

Wenn  sich  diese  Integrationen  ausführen  lassen,  so  hat  auch  die 
weitere  Verfolgung  des  angedeuteten  Weges  keine  Schwierigkeit. 


Bewegimg  eines  schweren  materiellen  Punktes  in  einem 

widerstehenden  HitteL 

21.  Da  die  Gesetze  des  Widerstandes  der  Mittel  zur  Zeit 
noch  nicht  genau  bekannt  sind,  so  müssen  wir  die  angenäherten 
Resultate,  zu  welcjien  vielfache  Versuche  über  diesen  Gegenstand 


*)  Wie  man  ans  den  nächsten  Abschnitten  ersehen  wird ,  tritt  dieser 
Fall  ein,  wenn  sich  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  an- 
ziehenden oder  ahstossenden  Kraft  in  einem  widerstehenden  Mittel  bewegt 
und  der  Widerstand  direct  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
imd  der  Dichtigkeit  des  Mittels  gesetzt  wird,  welche  letztere  an  verschie- 
denen Stellen  eine  yerschiedene  sein  kann. 
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gef&hrt  haben ,  vor  der  Hand  als  richtig  betrachten.  Wir  setzen 
demnach  voraus,  dass  dieser  Widerstand  sich  als  eine  auf  den 
Oberflächen  in  jedem  Punkte  normale  Kraft  äussert,  die  einmal 
dem  Quadrate  der  in  der  Richtung  der  Normale  gerechneten  Ge- 
schwindigkeit dieses  Punktes  gegen  das  Mittel ,  und  zweitens  der 
Dichtigkeit  des  Fluidums  proportional  ist.  Es  folgt  daraus,  dass 
der  auf  eine  bewegte  Kugel  ausgeübte  Widerstand  der  Bewegung 
des  Mittelpunktes  gerade  entgegengesetzt  und  dem  Quadrate  ihres 
Radius  proportional  ist.  Dividirt  man  diesen  Widerstand  durch  die 
Masse  der  Kugel,  so  erhält  man  die  Kraft,  welche  sich  daraus  für 
die  Masseneinheit  ergiebt. 

Es  sei  Q  die  Dichtigkeit  des  Fluidums,  welches  wir  als  ruhend 
annehmen  wollen ,  D  die  der  Kugel ,  r  ihr  Radius  und  v  ihre  Ge- 
schwindigkeit, so  ist  die  auf  die  Einheit  der  Masse  wirkende  Kraft 

y% — ,  wo  y  irgeiid  einen  constanten  Coefficienten  bezeichnet.  Zur 
Dr  t      ^ 

grösseren  Bequemlichkeit  der  Rechnung  wollen  wir  diese  Kraft 
mit  der  Schwere  vergleichen ,  und  mit  k  die  Geschwindigkeit  be- 
zeichnen, welche  man  der  gegebenen  Kugel  ertheilen  müsste,  da- 
mit der  Widerstand,  welchen  sie  erfährt,  gleich  ihrem  Gewichte, 

also  y  — --  =  g  werde.     Der  auf  die  Masseneinheit  wirkende  Wi- 
'  Dr 

derstand   ist  d,ann  g  —  und  unter  dieser  homogenen  Form  wollen 

fC 

wir  ihn  in  den  folgenden  Rochnungen  darstellen. 

22.  Bewegung  des  freien  Falles.  Wir  beginnen  mit 
yi.  lg  dem  speciellen  Beispiele,  wo  der  materielle  Punkt  sich 
nach  der  Richtung  der  Schwere  bewegt.  Es  sei  A  der 
Ausgangspunkt  und  x  der  Abstand  des  bewegten  Kör- 
pers von  diesem  Punkte  nach  irgend  einer  Zeit  ^,  an  de- 
ren Ende  er  die  Geschwindigkeit  v  erlangt  hat.  Für  die 
beschleunigende  Kraft  haben  wir  jetzt  die  Gleichung 

woraus 

Ä*        dv 


dt=  —. 


y      k^  —  V^' 

Durch  Integration  folgt: 
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. *  ,k+v 

Eiuer  Integrationsconstanten  bedarf  es  hier  üicht,  weil  wir  die 
Anfangsgeschwindigkeit  =  0  angenommen  haben. 

Weiter  ist  nun 


Ifft 

k  -h  V            k 

k     -.-'      ' 

woraus 

1) 

gt           gt 
k         *~"  it 
,  e    — e              dx 

»        k  — z i  =  -r- 1 

pt           il       di^ 

e'+e    ' 

und  folglich 

^ ■  Ir 

9t             gi 

1                                            ^t  I  1  ^  "f    J 

e^  +  e     * 
Da  X  gleichzeitig  mit  /  verschwindet ,  so  hat  man 


woraus  folgt: 


k^ 

9 


/  il       —  il\ 


2) 

9 

Man  erhält  so  die  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  je- 
dem Punkte,  womit  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  gelie- 
fert ist. 

Will  man  x  als  Funktion  von  v  ausdrücken ,  so  benutzt  man 

An 

die  Substitution  op  =  t;  —  und  erhält 

dx 

vdv        g   ,, ,         ,. 

woraus 

9  J  k*  —  V*  2g    ^  /  -r     » 

da  gleichzeitig  t^  =  0  und  x=^0  ist ,  so  folgt 
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mithin 

^^  •     ^  =  ^'(*^)- 

Aus  der  Formel  I)  erkennt  man,  dass  v  immer  kleiner  als  k  ist, 
sich  aber  der  Grenze  k  mehr  und  mehr  nähert,  je  grösser  t  w;rd, 

weil  dabei  die  Exponentialgrösse  e  der  Null  beliebig  nahe 
kommt.  Die  Bewegung  strebt  also  gleichförmig  zu  werden ,  und 
die  Geschwindigkeit  hat  einen  Grenzwerth,  bei  welchem  die  be- 
schleunigende Kraft  gleich  der  verzögernden  ist.  Dieser  Zustand 
wird  zwar,  genau  genommen;  niemals  eintreten,  aber  der  bewegte 
Körper  nähert  sich  demselben  unendlich ,  und  zwar  um  so  schnel- 

-.£5 
1er,  je  geschwinder  e         abnimmt,  oder  je  kleiner  k  ist.    Da  nun 

k  den  Werth 


-/l/j 


besitzt,  so  wird  die  Bewegung  um  so  eher  und  bei  einer  um  so  ge- 
ringeren Geschwindigkeit  gleichförmig;  je  dichter  das  Mittel,  je 
kleiner  der  Kadius  der  bewegten  Kugel  und  je  geringer  ihre  Dich- 
tigkeit ist,  wie  dies  auch  die  Erfahrung  bestätigt. 

23.  Wenn  die  Dichtigkeit  des  Mittels  Null  gesetzt  wird,  so 
ist  der  fallende  Körper  nur  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen, 
die  Grösse  k  wird  unendlich  und  man  hat,  in  der  Voraussetzung, 
dass  gleichzeitig  1  =  0,  t;  =  0  und  o;  =  0  sind , 


und  folglieh 


dv         ,  dx 

9  =  ^=-,     oder  v  =  gi=—. 


.  =  lf-\     und  ,.  =  2,:.. 


2 

Diese  schon  früher  aufgestellten  Formeln  können  aus  den 
vorigen  hergeleitet  werden,  wenn  man  k  unendlich  werden  lässt. 
Entwickelt  man  nämlich   die  Exponentialgrössen ,  so  giebt   die 

Gleichung  l),  wenn  man  t-  =  0  setzt,  v  =  gU    Die  Gleichung  3); 

welche  sich  anter  die  Form 
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bringen  Iftsst,  führt,  wenn  man  den  Logarithmus  in  eine  Reihe 
entwickelt,  zu 


Unterdrückt  man  hierin  den  gemeinsamen  Faktor  A*  und  nimmt 
dann  A:  =  od  ,  so  bleibt : 

a:  =  — ,  oder  »"  =  igx, 

24.    Aufsteigende   Bewegung.      A   sei   der   Fig.  17. 
iosgangspankt  des  bewegten  Körpers ;  die  Richtung  AX      ^ 
der  Schwere  nehmen  wir  wieder  als  die  Richtung  der 
positiven  x,  und  es  sei  daher  —  a  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit des  aufgeworfenen  Körpers ,  so  ist 


l=»+»j;=i.  (.•+*•), 


^A 


woraus 


k^       dv 
dt=s  — . 


g'v*  +  k*' 

Beachtet  man  bei  der  Integration,  dass  gleichzeitig  <=0  und 
p  =  —  a  ist ,  so  ergiebt  sich 

gt                      V    ,                  a                      kv  +  ka 
^  =  arc  iang  -—  +  arc  lang  ---  =^  are  iang  —^ , 


woraus 


and  folglich 


Hiemach  ist 


kv  +  ka        ^       gt 


k  stn  ^ acos  ^ 

k  k        4x 

v  =  k =  -7- 

astn  ^  4-  k  cos  v* 
k  k 


v   '    9^  9^ 

k  stn  ^ a  cos  ^ 

''dt 


..fk 
x=zk  I 


a  sin  -r-  +  ^  cos  -7- 
k  k 


=  —  -l(a  sin  T-  +  ^  cos  ^  +  C. 
g     \         k  kJ 
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Die  Constante  muss  so  beschaffen  sein  ^ .  dass  man  gleicbzeitig 
t  =  0  und  a:=0  erhält;  dies  giebt 

Das  Problem  ist  jetzt  vollständig  gelöst,  weil  man  für  jeden  Werth 
von  /  den  Ort  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  angeben  kann, 
und  folglich  auch  die  Kraft,  welche*  ihn  antreibt. 

Der  Körper  hört  auf  zu  steigen ,  wenn  v  Null  gew^orden  ist. 
Die  Kraft  ist  in  diesem  Augenblicke  gleich  g  und  nöthigt  ihn  zum 
Fallen.  Dabei  ändert  aber  der  Widerstand  seine  Richtung  und 
man  kommt  auf  das  vorige  Problem  zurück.  Der  Werth  %^  von  /, 
welcher  diesem  Augenblicke  entspricht^  ist  durch  die  Gleichung: 

k  sin  ^- a  cos  *-—  =  0, 

k  k 

gegeben ;  woraus  man  erhält: 

tang  —==--,    oder  -^  =  —  arc  lang  -r . 

K  K  g  K 

Der  Werth  von  x  wird  dann 

Dies  ist  der  Abstand  des  Punktes  A  von  dem  höchsten  Punkte  B. 
Von  diesem  Punkte  rückwärts  kann  die  Bewegung  durch  die  auf 
den  ersten  Fall  bezüglichen  Formeln  bestimmt  werden,  wenn  man 
B  als  Anfangspunkt  nimmt. 

Um  die  Geschwindigkeit  zu  bestimmen ;  womit  der  Körper 
nach  A  zurückkehrt,  sowie  die  Zeit,   während   welcher  er  fallt. 

nehmen  wir  die  Strecke  AB  oder   --  /( — ^ — )  gleich  dem  durch 

die  Formel  3)  gegebenen  Werthe  von  x\  dies  giebt 

a'  +  Ä**         1^  ,         .      Ä* 

;,      =  7i i>  woraus  ^"=^(^11-1—%' 

Der  Körper  kommt  also  in  A  mit  einer  Geschwindigkeit  an,  welche 
kleiner  ist  als  die,  womit  er  beim  Aufsteigen  den  Punkt  A  verlie&^i, 
und  zwar  um  so  geringer,  je  kleiner  k  ist. 

Um  den  Werth  ^'  Von  /  zu  kennen ,  der  diesem  Augenblicke 
zugehört^  muss  man  in  die  Gleichung  2)  für  x  den  besonderen 
Werth 

^'    /^'  +  ^\ 
2^    V     Ä*     / 
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mbstitniren ,  und  erbält  dann 


und  hieraas 


.  f9'  9^' 


+  "  = ^ 


oder,  wenn  man  die  erste  Exponentialgrösse  mit  z  bezeichnet , 


z« 


Diese  reciproke  Gleichung  liefert  den  Werth 

9  0" 


woraus 


,^e      = 1^^ , 

g     \  k  / 

Die  Frage,  ob  ^'  grösser  oder  kleiner  als  -^  ist,  lässt  sich  auf 
folgende  Weise  beantworten.    Da  die  Differenz 

1  1 


immer  positiv  bleibt,  so  muss  auch  das  Integral 

einen  positiven  Werth  haben;  hieraus  folgt 

l{i  +  V^'+V)>arctangi 

a  k  ,    ,  , 

und  ferner,  wenn  |  =  --  gesetzt  und  beiderseits  mit  -—  multiplicirt 

wird, 

Der  Körper  braucht  also  unter  gleichen  Umständen  längere  Zeit 
zum  Herabfallen  als  zum  Aufsteigen. 

Für  die  ganze  zwischen  Abgang  und  Rückkehr  verflossene 
Zelt  hat  man 
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25.  Anderes  Gesetz  des  Widerstandes.  Wir  wollen 
jetzt  annehmen,  dass  der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  propor- 
tional, und  zwar  durch  g  -j-  ausgedrückt  sei,  wo  k  wiedef  die  Ge- 
schwindigkeit bezeichnet,  welche  den  Widerstand  gleich  dem  Ge- 
wichte des  Körpers  machen  würde.  Geschieht  dahn  die  Bewegung 
in  der  Richtung  der  Schwere ,  so  ist 

folglich 

i==-lT = /(Ar- t^    +C. 

gj  k  —  v  g     ^ 

War  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null ,  so  erhält  man : 


9 


mithin 


und 

k^ 


k 
Hieraus  ergiebt  sich 


k  Jk—v\ 

m 

^  k  ,1,  Fl        dx 


nnd  da  o;  =  0  ist  für  /  ■-=  0,  so  wird 


g 


und  folglich 


x^ki^ ie     *— l)- 


Der  Werth  von  v  lehrt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Grenze  A- 
zustrebt  wie  im  vorigen  Falle;  die  Variable  x  n^ftchst  ins  Unend- 
liche. 

26.  Wenn  der  Körper  eine  Anfangsgeschwindigkeit  a  besitzt 
und  nicht  der  Wirkung  der  Schwere,  sondern  nur  dem  Wider- 
stände des  Mittels  unterworfen  ist,  so  wird  einfach 
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V        dv        ,  kdv  k  ,     ,    ^ 

und  da  9  =  a  für  <  =  0  ist,  so  folgt  hier  ans: 


C=z—la.      und  /== /— , 

9  9      ^ 


mithin 


Man  erhält  ferner 


-  T      dx 

V  =  ae        =  -—. 

dl 


9f  ,         9' 


e    *dr= e       +  C, 

und  da  gleichzeitig  /=  0  und  o:  =  0  ist,  so  wird 

C=—,  folglich  x  =  —  \\—e     *   I. 

Man  sieht,  dass  die  Geschwindigkeit  im  jetzigen  Falle  die  Nnll 

zum  Grenzwerth  hat,  wenn  die  Zeit  ins  Unendliche  wächst;  x  er- 

ak 
langt  dabei  den  Grenzwerth  — .     Der  Punkt  nähert  sich  dem- 

nach   einer  bestimmten   Lage,   ohne  sie  jedoch  je  erreichen  zu 
können. 

27.     Verticale  Bew  egung  eines  Punktes  im  leeren 
Räume.     Ein  materieller  Punkt  befinde  sich  zur  Zeit  ^  =  0  in  ^ 
über   der  Erdoberfläche  und  werde  gegen  den  Mittel- 
pnnkt  0  der  Erde  nach  dem  umgekehrten  Verhältnisse    ^  o*  ■ 
des  Quadrates    der   Entfernung  angezogen;    der  Aus- 
gangspunkt A  möge  der  Anfang  der  x  sein ,  die  wir  po- 
sitiv im  Sinne  der  Schwere  nehmen ;  die  auf  die  Einheit 
der  Masse  wirkende  Kraft  heisse  ^,  wenn  der  Körper 
auf  der  Oberfläche  der  Erde^  in  der  Entfernung  r  von 
ihrem  Mittelpunkte  liegt;  der  Voraussetzung  zufolge  ist 
dann  die  beschleunigende  Kraft 

wobei  OAsssa  gesetzt  wurde.    Die  zu  integrirende  Gleichung  lau- 
tet jetzt 

d*x gr* 

'dF~  [a-^xf 
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Nach  Multiplication  mit  2dx  bat  man 

^d^x  ,  .       dx 


dr  ^      (a  _  xy 

\dt 


rdxV 
-zr-j  ,  die  rechte 


das  von  ;,     Die  Integration  giebt  daher: 


\di/      ,a  —  x  ' 


Nehmen  wir  die  Anfangsgeschwindigkeit  =0,  so  wird 


a    ' 


and  folglich 

.^      /dxV        „      ,/     I  l\        2or*       a- 

^      \dt/  \a  —  X        a  J  a       a  —  x 

Um  ferner  x  als  Funktion  von  t  auszudrücken  beachten  wir,  dass 
dx  und  dt  dasselbe  Zeichen  haben  und  ziehen  aus  der  Gleichung  \) 
die  folgende 

dx  7/«"  1 /ö  —  X dx  1  /  a         a  —  x 

~~ r   Tgy   ~ir  ^V y  ^'y^ir^t' 

durch  Integration  erhalten  wir 

I    i/  a      r{a  —  x)dx 1    i  /  «     /*(i^  —  x)  da- 

~  r  y   2g  J  yax  —  x*  ~  r  y   2g  J     j/ax  —  x* 

+ 1  t/Z  r^i^- 

r  y    2gJ  yax  —  x^ 
und  endlich 

Ax  1   -w/a  (  / -z      a  a  —  2ar\ 

2)  iz=z  —  1/  —  (  Vax  —  ar'  H arc  cos I . 

^  r  f^    2gV  2  a       J 

Da  o;  =  0  für  /  =  0  werden  muss,  so  verschwindet  die  Constante, 
vorausgesetzt,  dass  man  Null  als  den  Bogen  nimmt,  dessen  Cosi- 
nus die  Einheit  ist. 

Die  Formeln  2)  und  1)  enthalten  insofern  die  Lösung  des  Pro- 
blemeS;  als  sie  die  Zeit  kennen  lehren,  welche  der  Körper  braucht, 
um  eine  beliebige  Strecke  x  zurückzulegen;  sowie  die  Geschwin- 
digkeit &,  womit  er  am  Ende  jener  Strecke  ankommt.  Will  man 
dagegen  umgekehrt  für  irgend  einen  Werth  von  t  die  zugehörigen 
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Werthe  von  x  und  v  bestimmen ,  so  mnss  man  die  transcendente 
Gleiehong  2)  nach  x  auflösen  nnd  dann  die  Formel  1)  anwenden. 
Am  bequemsten  macht  sich  dies ,  wenn  man  einen  Hilfswinkel  0 
mittelst  der  Sabstitntion 


arc  cos 


a  —  2x 


a 


S    oder  cos  B  = 


a  —  2« 


einfiihrt;  es  folgt  daraus 


j/ax — X*  =  ^asin  6, 
mithin  durch  Substitution  in  Nr.  2) 

S  +  sin0^rij/^. 

Nach  Auflösung  dieser  Gleichung  hat  man 

x  =  ^a(l  — C05  ö)  =  asin* \ß, 
und  schliesslich  aus  Nr.  1) 

Uebrigens  können  die  angegebenen  Formeln  nur  so  lange  an- 
gewendet werden ,  als  der  Körper  nicht  in  das  Innere  der  Erde 
eindringt,  d.  h.  sie  gelten  nur  bis  a?  =  a  —  r.  Ueber  diesen  Punkt 
liinaus  ist  die  Kraft  proportional  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
und  die  Bewegung  wird  durch  andere  Oleichungen  dargestellt, 
die  wir  im  Folgenden  behandeln  wollen. 

28.  Der  grösseren  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an ,  dass 
der  bewegte  Punkt  von  dem  Orte  A  an  der  Erdober-  Yig.  19. 
fläche  mit  der  Geschwindigkeit  Null  ausgehe ;  den  An- 
fang der  X  verlegen  wir,  um  die  Rechnung  symmetri- 
scher zu  gestalten,  in  den  Mittelpunkt ,  und  betrachten 
die  X  als  positiv  in  der  Richtung  OA.  Der  Ausdruck  für 
die  Kraft  ist  dann : 

X        d^x  ^^ 

Mnltiplicirt  man  mit  2dx  und  integrirt,  so  kommt 


m 


gx 


tinddar  =  0  für  a:  =  r,  so  wird  C=gr^  folglich 

AiMlyi'itche  MeebAnik. 


21 
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Um  noch  eine  Gleichung  zwischen  ^  und  /  aufzustellen  ziehen 
wir  aus  Nr.  3) 

-m/~r  dx 

dt  =  —J/  -.    ,  - 

r     9     yr^  —  x^' 

wo  das  negative  Zeichen  für  die  Wurzel  deshalb  zu  nehmen  war, 
weil  dx  und  dt  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  lange  die 
Bewegung  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  der  positiven  x  vor 
sich  geht.    Durch  Integration  entsteht: 


=/f- 


X 

arc  cos  — . 
r 


Die  Constante  ist  Null,  weil  für  /  =  0   x  =  r  werden  muss. 
Nach  X  aufgelöst  giebt  die  vorige  Gleichung : 


4)  x=ircos\tj/  ^j. 


Der  Werth  für  v*  zeigt;  dass  die  Geschwindigkeit  ein  Maxi- 
raum ist;  we  m  der  Punkt  das  Centrum  passirt,  u..a  dass  sie  für 
x  =  —  r,  d.  •  .  am  entgegengesetzten  Ende  des  Durchmessers,  zu 
Null  wird.  D  )r  Punkt  befindet  sich  dann  wieder  in  den  nämlichen 
Verhältnissen  wie  anfangs;  er  kommt  in  seine  ursprüngliche  Lage 
durch  eine  mit  der  ersteren  identische  Bewegung  zurück  und  macht 
überhaupt  eine  unendliche  Anzahl  gleicher  Schwingungdn.  Da 
die  Geschwindigkeit  nur  von  x*  abhängt,  so  ist  sie  dieselbe  für 
solche  Orte;  welche  sich  in  gleichem  Abstände  vom  Centram  be- 
finden. 

Aus  der  Gleichung  zwischen  x  und  t  sieht  man,   dass  der 

Punkt  nach  der  Zeit  \nT/  —   im  Centrum    ankommt,    dass  für 

gleichweit  von  diesem  Zeitpunkte  abstehende  Epochen  die  Ab- 
stände  vom  Centrum  gleich  sind;  und  dass  der  Punkt  das  Ende 

des  Durchmessers  nach  der  Zeit  nT/  —   erreicht;    der    letztere 

r     g 

Ausdruck  bestimmt  daher  die  Dauer  einer  Schwingung. 

29.  Die  vorigen  Formeln  gehen  in  die  für  eine  gleichförmig 
beschleunigende  Bewegung  über,  wenn  man  den  durchlanfonon 
Kaum  als  sehr  klein  im  Vergleich  mit  der  Entfernung  vom  Oen- 
trum  annimmt,  was  darauf  hinauskommt,  die  Kraft  zu  einer  Con- 
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stanten  werden  zu  lassen.    Die  Gleichung  1)  läset  sich  nämlich  auf 
die  Form  bringen 


! 


a'  —  ax' 
and  wenn  man  hier 

fl  =  r  +  Ä 

setzt,  wo  h  eine  in  Bezug  auf  r  sehr  kleine  Grösse,  nämlich  die 
Erhebung  des  Punktes  A  über  die  Erdoberfläche,  bezeichnen  soll, 

so  reducirt  sich  -r auf  die  Einheit,  wenn  man  die  Grössen 

a'  —  ax 

von  der  Ordnung  —  vernachlässigt ;  für  diesen  Grad  der  Annähe- 

r 

rang  ist  daher 

v*  =  2gx. 
Aus  Formel  2)  erhalten  wir 

Setzen  wir  hier  wieder  r  +  Ä  für  a  und  vernachlässigen  die  Glie- 

X        ,   A 
der,  in  welchen  die  Quotienten  —  und  —  vorkon  A'en,  so  bleibt 

r  r 

^Xy  und  der  erste  Theil  von  /  wird  zu  7/  — .  Femer  erffiebt  sich, 

a  ,  .    2  l/a  X  —  a:* , 

wenn  arc  cos -—  oder  besser  arc  sin  -—^ in  eine  Reihe 

a  —  2ar  a 

entwickelt  wird,  dass  auch  der  zweite  Theil  von  i  auf  J/  —  zu- 

r    ^g 

rückkommt,  mithin 


I 


-'/l. 


^  =  2  7/:?-,    odera:  =  ^ 


Bei  Behandlung  der  zweiten  Frage  sind  die  durchlaufenen 
Räume  r  —  x^  und  wenn  man  sie  sehr  klein  in  Rücksicht  auf  r 
annimmt ,  geht  die  Gleichung  3) ,  welche  sich  auf  die  Form 

v*  =  g(r  —  x)—— 

T 

bringen  lässt ,  nahezu  in  die  folgende  über : 

»*  =  2^(r  —  x). 

Die  Formel  4)  giebt,  in  eine  Reihe  entwickelt, 

21* 
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und  bei  Yemachlässigiing  der  Glieder ,  welche  r  im  Nenner  ent- 
halten ,  wird  daraus 

2 

30.  Bewegung  eines  Punktes^  der  von  zwei  Ku- 
geln angezogen  wird.  In  nachstehender  Figur  mögen  A  und 
B  die  Mittelpunkte,  AC=r  und  BD  =  R  die  Halbmesser  zweier 

Fig.  ao. 


P 

— I L 


J{ 


materieller  Kugeln  bedeuten ,  von  denen  wir  voraussetzen ,  dass 
sie  entweder  homogen  sind,  oder  aus  homogenen  concentrischen 
Kugelschaalen  bestehen;  die  Entfernung  AB  sei  unveränderlich 
und  heisse  e.  Von  dem  Funkte  C,  in  welchem  die  Centrale  AB 
die  erste  Kugel  schneidet,  gehe  ein  materieller  Punkt  mit  einer 
gegebenen  Anfangsgeschwindigkeit  aus  und  bewege  sich  geradlinig 
von  C  nach  B  im  leeren  Räume.  Die  beschleunigende  Kraft  ist  in 
diesem  Falle  der  Unterschied  zwischen  der  die  Bewegung  fordern- 
den Anziehung  der  zweiten  Kugel  und  der  die  Bewegung  verzö- 
gernden Anziehung  der  ersten  Kugel;  bezeichnet  demnach  CP=x 
den  am  Ende  der  Zeit  t  zurückgelegten  Weg,  m  die  Masse  der 
ersten ,  M  die  Masse  der  zweiten  Kugel ,  und  f  die  Anziehung  der 
Masseneinheit  auf  die  um  eine  Längeneinheit  entfernte  gleiche 
Masse ,  so  wird  die  beschleunigende  Kraft  ausgedrückt  durch 

_  d*x  _         fM fm 

^~dt*  ~{e—r—xy       {r  +  xf 

oder  auch,  wenn  r  +  x::^z^  fm  =^tt*  und  fMz=ß*  gesetzt  wird, 

d*z  _       ß*      ^  a^ 
dt*~{e  —  z)*      z*' 

Durch  Multiplication  mit  dz  und  Integration  zieht  man  hieraus 
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wo  y  die  Integrationsconstante  bezeichnet.     Wegen  dz  =  dx  ist 

hier  --  =  —-=»,  mithin  auch 
dl       dt 

Die  Constante  y  befitimmt  sich  aus  der  Bedingung ,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit für  2r  =  0;  d.h.  z  =  r,  einen  bekannten  Anfangs- 
werth ,  etwa  c ,  erhalten  muss ;  dies  giebt 

'        e  —  r        r        * 
und  durch  Substitution  in  Nr.  1) 

2  e  —  r        r        \e  —  z        z  J 

dz 
Aus  der  Gleichung  1)  folgt  weiter,  wenn  auf  v  reducirt  und  —  für 

p  gesetzt  wird , 


Vz  (e  —  z)  dz  rr  , 

ya*e  —  (a*  —  ß*+ye)z  +  yz^ 

integrirt  man  diese  Gleichung  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand^ 
dass  z  =  r  der  Minimalwerth  von  z  ist ,  welchem  <  =  0  entspricht, 
80  erhält  man 


/Vz  (e — z)  dz  r- , 

j/a*e  —  («*  —  j3'  +  ye)z  +  yz* 

r 

Das  hier  vorkommende  Integral  ist  ein  elliptisches,  man  muss  da- 
her die  Tafeln  für  elliptische  Integrale  benutzen,  wenn  zu  einem 
bestimmten  z  das  entsprechende  /,  oder  umgekehrt  das  einem  ge- 
gebenen /  zugehörige  z  berechnet  werden  soll. 

Um  die  verschiedenen  Fälle ,  welche  bei  der  in  Rede  stehen- 
den Bewegung  möglich  sind ,  unterscheiden  zu  können ,  bemerken 
wir  vorerst ,  dass  es  zwischen  A  und  B  einen  Punkt  E  giebt ,  wel- 
cher von  beiden  Kugeln  gleich  stark  angezogen  wird ;  seine  Lage 
bestimmt  sich,  wenn  man  Äffs=:  h  setzt  und  von  der  Gleichung 
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die  positiv«  Wurzel  nimmt,  nämlich 
5)  h=    "^ 


a  +  ß 

Ist  nun  die  An fiingsgescfa windigkeit  c  so  beschaffen,  dass  der  be- 
wegliche Funkt  in  dem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  p  =  0 
erhält,  wo  er  au  der  Stellet  anlangt,  so  findet  eine  weitere  Be- 
wegung nicht  statt,  weil  der  Punkt  an  jener  Stelle  weder  eine 
Geschwindigkeit  besitzt,  noch  von  irgend  einer  Seite  her  eine  An- 
ziehung erleidet.  Der  hierzu  gehörige  besondere  Werth  der  An- 
fangsgeschwindigkeit heisse  Cq;  es  muss  dann  v=0  sein  für  cs=ro 
und  z  =  h,  also  nach  Nr.  3) 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  h 

■r«  —  r  e 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  kleiner  als  der  hieraus  folgende 
Werth  von  Cq  ,  so  kann  der  bewegliche  Funkt  die  Stelle  B  nicht 
erreichen  und  fällt  dann  auf  die  erste  Kugel  zurück;  für  c>Co 
überschreitet  der  bewegliche  Funkt  die  Stelle  J7  un  l  fällt  auf  die 
zweite  Kugel. 

Hinsichtlich  der  Formel  4)  wollen  wir  noch  bemerken,  dass 
es  zwei  Specialwerthe  von  y  giebt,  bei  denen  die  Integration  in 
geschlossener  Form  möglich  ist.  Diese  Fälle  treten  ein ,  sobald 
die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  ein  vollständiges 
Quadrat  ausmacht,  also 

(o*  — /3*  +  ye)*  =  4a«ye 
ist.    Für  y  ergeben  sich  hieraus  die  Werthe 

(«  ±  ßY 

^~"      «     ' 

und  als  entsprechende  Werthe  von  c  findet  man  nach  Nr.  2) 

"  r        e  —  r  e 

Der  eine  Werth  von  c  ist  identisch  mit  c^,  der  andere,  den  wir  c, 
nennen  wollen ,  beträgt  mehr  als  c©.  Vermöge  der  Werthe  von  y 
ist  nun 


j/z  (e  —  z)  dz  j/2 
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wobei  man  die  Wurzeln  immer  mit  solchen  Vorzeichen  zu  nehmen 

dz 

hat,  dass  —  =  r  positiv  wird,  weil  die  Bewegung  in  beiden  Fällen 

eine  nur  progressive  von  C  nach  D  hin  ist.  Nimmt  man  das  obere 
Zeichen,  welches  der  Anfangsgeschwindigkeit  Cg  entspricht,  und 
dehnt  das  Integral  von  z  =  r  bis  z  =  A  aus ,  so  erhält  man  die 
gesammte  Zeit,  welche  der  bewegliche  Funkt  braucht,  um  von  C 
nach  ff  zu  gelangen ;  diese  Zeit  ist  übrigens  unendlich  gross ,  wie 
bieh  leicht  voraussehen  Hess. 

Beispielsweis  wollen  wir  die  Formel  6)  zur  Beantwortung  der 
Frage  benutzen ,  mit  welcher  Geschwindigkeit  ein  Körper  von  der 
Mondoberfläche  ausgehen  müsste ,  um  auf  die  Erde  zu  fallen ,  vor- 
ausgesetzt, dass  Mond  und  Erde  in  Ruhe  wären.  Da  die  Mond- 
masse ungefähr  -^  der  Erdmasse  beträgt,  so  hat  man  jetzt 

a«:  ß*z=zm:M  =  ^:  1, 

mithin 

a  =  ^ß  und  h  =  ^6^ 
oder  weil  e  =  60  Ä , 

h  =  6R. 
Ferner  ist  r  =  -jf^Ä,  folglich,  wenn  man  in  Nr.  6  die  Werthe  von 
a,  e  und  r  einsetzt. 

An  der  Erdoberfläche  hat  man 

ß*               .  ,       ö"          «       Q^'jSOQ.  20000000« 
iL.==g,  mithin^  =gR  = , 

folglich  in  Metern 


c,«  =  (0,04147) 


Co 


_  7/(ÖiÖ4147)  .  (9,809)  .40000000  _ 


als  die  Anfangsgeschwindigkeit,  welche  überschritten  werden  muss, 
wenn  der  Körper  auf  die  Erde  fallen  soll. 

31.  Bemerkung  über  die  singulären  Lösungen. 
Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  eines  Punktes,  in  Ver- 
bindung mit  seinen  Anfangszuständen,  reicht  hin,  um  seine  Be- 
wegung während  einer  beliebigen  Zeit  vollständig  zu  bestimmen. 
Bei  der  Integration  dieser  Gleichung  darf  man  aber  keine  ihrer 
Lösungen  übersehen,  und  man  hat  den  singulären  Lösungen 
nicht  weniger  Rechnung  zu  tragen  als  den  allgemeinen.    Das 


—    328    — 

folgende  Problem  soll  als  Beispiel  von  einer  Bewegang  dienen, 
welche  bis  zu  einem  gewissen  Zeitpunkte  durch  das  allgemeine 
Integral  und  von  dieser  Epoche  an  durch  das  singulare  dargestellt 
wird. 

Wir  denken  uns  einen  Punkt  sich  in  einem  Fluidum  be- 
wegend, dessen  Widerstand  der  mten  Potenz  seiner  Geschwindig- 
keit proportional  ist,  wobei  m  zwischen  0  und  1  liegen  soll;  er  gebe 
vom  Anfange  der  x  mit  einer  Geschwindigkeit  a  im  Sinne  der  po- 
sitiven Abscissen  aus  und  sei  keiner  andern  Kraft  als  dem  Wider- 
stände des  Mittels  unterworfen.  Die  Gleichung  seiner  Bewegang 
ist  dann 

1)  -r-  =  —  ^»  > 
^  dt  ' 

wo  k  eine  bekannte  Constante  bezeichnet.     Man  zieht  aus  dieser 

Gleichung 

v^^dv=i  —  kdtj 

und  folglich 

2)  v^'"^^=a^'"^  —  (l  —  fn)kt. 

Wir  dürfen  hierbei  nicht  aus  den  Augen  lassen ,  dass  die  ge- 
brochene Potenz  t^  in  der  Differentialgleichung  keinen  Falles  ein 
doppeltes  Zeichen  gestattet  und  zwar  immer  als  -positiv  betrachtet 
wird,  weil  ohne  diesen  umstand  die  Gleichung  1)  die  Bedingungen 
der  mechanischen  Aufgabe  nicht  darstellen  würde.  Ebendeswegen 
sind  auch  im  Verlaufe  der  weiteren  Rechnung  v  und  die  Potenzen 
von  V  als  positiv  zu  betrachten ;  und  wenn  sich  eine  Gleichung  er- 
geben sollte ,  bei  welcher  v  oder  eine  Potenz  von  v  negativ  würde, 
so  wäre  sie  als  nicht  zur  Sache  gehörig  zu  beseitigen. 

Wir  haben  gesagt,  dass  man  alle  Lösungen  der  Gleichung  t) 
betrachten  müsse ,  folglich  ist  auch  das  singulare  Integral 

3)  v==0 

zu  berücksichtigen.  Die  vollständige  Lösung  des  Problems  ist 
also  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  gegeben  und  es  handelt  sich  nur 
noch  um  die  Entscheidung,  welche  von  beiden  in  jedem  gegebenen 
Augenblicke  zu  nehmen  ist. 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  wird  man  die  Gleichung  3) 
nicht  anwenden  dürfen,  weil  die  Anfangsgeschwindigkeit  =  a  ist 
und  erst  in  einer  endlichen  Zeit  vernichtet  werden  kann.  Man 
muss  also  die  Gleichung  2)  nehmen.  Aber  man  darf  von  ihr  nur 
bis  zu  dem  Zeitpunkte  Gebrauch  machen ,  für  welchen  man 
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(1— m)Ar/  =  a»-«,      oder /=     ^ 


(l  —  m)k 

erhält,  weil  darüber  hinaus  der  Werth  für  f;**"*"  negativ  werden 
wurde,  ein  Fall,  der,  wie  wir  nachgewiesen  haben,  der  vorliegen- 
den mechaniscben  Frage  fremd  ist.  Wenn  also  auch  zu  diesem 
Werthe  von  t  die  Gleichung  3)  nicht  passt,  so  wird  sie  doch  in 
diesem  Zeitpunkte  erfüllt^  und  wird  es  von  da  an  fortwährend  sein 
müssen,  weil  die  Gleichung  2)  nicht  mehr  genügt  und  das  Problem 
bestimmt  eine  Lösung  hat,  welche  nur  durch  die  eitfe  oder  andere 
Gleichung  dargestellt  werden  kann. 


fll-m 


Es  folgt  daraus,  dass  von  ^=0  bis  ^=  7 r— die  Gleichung 

.(l  —  m)k 


r  =  [a'-"'  — (1  —m)kt] 


1 


stattfindet ,  von  i  =  ; 7-7  bis  /  =  oo  aber  immer  r  =  0  zu 

(I  — tn)k 

nehmen  ist;  d.  h.  der  Punkt  wird  unbeweglich  an  dem  Orte  ver- 

Barren,  den  er  am  Ende  der  Zeit  — — r  eingenommen  hat. 

(I  —  m)k 

duc 
Wir  können  jetzt  die  Gleichung  3)  integriren,  nachdem  wir  — 

für  V  gesetzt  haben,  und  wir  wissen,  bis  zu  welchem  Werthe  von  t 
sie  den  Werth  von  x  giebt,  der  die  Bedingungen  der  Aufgabe  er- 
füllt, so  dass  keine  weitere  Erörterung  nöthig  ist.  Man  erhält  auf 
die  angegebene  Weise : 

und  folglich ,  in  Berücksichtigung ,  dass  für  /  =^ 0  auch  x  =0  ist, 

a— m 


[ai-m  — (i—m);^/]'-"*,        a 
X  =  -^ — —i +  7- — 


(2  — m)Är  '    (2  — m)A: 

Der  Punkt,  wo  der  bewegte  Körper  anhält,  und  für  den  die 

Gleichung  a*— »  =  (l — m)kt  stattfindet,  hat  zur  Abscisse  j- r-r« 

Auch  auf  andere  Weise  wäre  leicht  a  priori  einzusehen,  dass, 
wenn  die  Geschwindigkeit  zu  irgend  einer  Zeit  Null  geworden  ist, 
der  Punkt  beständig  in  der  Lage  bleiben  muss ,  in  welcher  er  sich 
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dann  befindet.  Wenn  nämlicb  ein  Punkt  ohne  Geschwindigkeit 
in  ein  Fluid  um  versetzt  ist,  das  nach  irgend  einer  Funktion  seiner 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  widersteht,  so  wird  er  beständig 
in  der  Lage  verharren,  in  welche  man  ihn  gebracht  hat,  weil 
keine  Kraft  auf  ihn  einwirkt;  er  hat  kein  Bestreben,  sich  nach 
irgend  einer  Seite  hin  zu  bewegen ,  und  muss  daher  fortwährend 
in  Ruhe  bleiben. 


Zweites  Capitel. 
Krammlinige  Bewegung  eines  freien  Punktes. 


Sie  beicUeniügeiide  Kraft. 

32.  Die  krummlinige  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  ist 
zafolge  des  Trägheitsgesetzes  nur  dann  möglich  ^  wenn  der  Funkt 
unter  dem  Einflüsse  einer  oder  mehrerer  Kräfte  steht,  welche 
letztere  sich  aber  immer  wieder  zu  einer  resultirenden  Kraft  ver- 
einigen lassen  würden.  Wenn  diese  Kraft  plötzlich  aufhörte  thätig 
zQ  sein,  so  fiele  in  demselben  Augenblicke  auch  jede  fernere  Ver- 
anlassung zu  einer  Aenderung  der  Bichtung  und  der  Geschwindig- 
keit weg  und  der  materielle  Punkt  würde  sich  nach  jenem  Augen- 
blicke fort  und  fort  so  bewegen  wie  in  dem  vor  jenem  Momente 
unmittelbar  vorhergehenden  unendlich  kleinen  Zeittheile.  Mit 
anderen  Worten:  Nach  dem  plötzlichen  Erlöschen  der 
Kraft  bewegt  sich  der  Punkt  gleichförmig  auf  der 
Tangente  an  seiner  Bahn  und  zwar  mit  derjenigen 
Geschwindigkeit,  welche  er  in  diesem  Augenblicke 
hatte. 

Befindet  sich  nun  ein  materieller  Punkt,  dem  wir  die  Masse  1 
beilegen ;  am  Ende  der  Zeit  /  an  der  Stelle  M  seiner  Bahn  und 
besitzt  er  in  diesem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  p,  so  würde 
er,  wenn  die  Kraft  in  diesem  Momente  aufhörte,  während  der 
nächsten  Zeit  /It  die  Strecke  MN=vJt  auf  der  Tangente  an  M 
surücklegen;  wenn  dagegen  die  Einwirkung  der  Kraft  fortdauert; 
so  besehreibt  er  während  derselben  Zeit  Jt  ein  weiteres  Stück 
MM'  seiner  krummlinigen  Bahn.  Die  Kraft  bewirkt  demnach  eine 
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Ablenkung  des  Punktes  von  jenem  geradlinigen  Wege,  den  er 

Nehmen  wir  die  Zeit  unendlich 
klein,  so  können  wir  den  Bogen 


ausserdem  beschreiben  würJe. 
Fig.  21. 


MM'  als  gerade  Linie  ansehen 
und  die  Kraft  als  eine  während 
dieser  Zeit  constante  Grösse  be- 
trachten; die  wirkliche  Bewegung 
von  M  nach  M'  ist  dann  zusam- 
mengesetzt aus  den  beiden  Bewegungen  MN  und  NM\  und  zu- 
gleich stellt  NM'  den  Weg  dar^  den  der  materielle  Punkt  während 
der  Zeit  dt  beschreiben  würde,  wenn  er  keine  Geschwindigkeit 
besässe  und  nur  der  Wirkung  der  Kraft  allein  unterworfen  wäre. 
Dies  giebt  den  Satz : 

Für  einen  materiellen  Punkt,  dessen  Masse  der 
Einheit  gleich  ist,  wird  die  in  irgend  einem  Augen- 
blicke auf  ihn  wirkende  Kraft  sowohl  der  Grösse  als 
der  Richtung  nach,  durch  die  Beschleunigung  seiner 
Deviation  dargestellt. 

Da  die  Linie  N'M  immer  einen  Punkt  der  Curve  mit  einem 
Punkte  ihrer  Tangente  verbindet,  so  fällt  ihre  Grenzlage  in  die 
osculirende  Ebene  der  Curve;  man  hat  daher  weiter  den  Satz: 

Die  Bichtung  der  Kraft  liegt  jedesmal  in  der  zn 
jenem  Curvenp unkte  gehörenden  osculir enden  Ebene. 
33.  Um  diese  Ergebnisse  analytisch  auszudrücken,  beziehen 
wir  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensjstem  und  nennen  x^y^  z  die  Coordinaten  des  Ortes  M^  an 
welchem  sich  der  bewegliche  Punkt  zör  Zeit  /  befindet;  für  die 
Deviation  haben  wir  dann  die  früher  bewiesene  Formel 


und  da  andererseits  iV!^'=  4 9^^'*  ^^^^  muss,  wenn  9  die  Kraft 
bezeichnet,  so  folgt 


1) 


■-/(^)VCW+(^)- 


Die  nach  den  Achsen  der  x^y^z  genommenen  Componenten 
dieser  Kraft  ergeben  sich,  wenn  man  ^  mit  den  Cosinus  der 
Winkel  multiplicirt,  welche  NM'  mit  den  Coordinatenachsen  ein- 
fichliesst;  nach  dem  Früheren  haben  diese  Cosinus  die  Werthe 
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g>dt*'     g>di*'     yd?"' 

mithin  sind  die  rechtwinkligen  Componenten  der  Kraft 

«,  d*x     d*4/     d^z 

^  dF'    dt*''    W 

Besitzt  der  bewegliche  Punkt  nicht  die  Masse  1 ,  sondern  die 
Masse  m ,  so  mnss  man  die  vorstehenden  Ausdrücke  noch  mit  m 
mnltipliciren ,  um  die  Componenten  der  auf  die  Masse  m  wirken- 
den, d.  h.  der  bewegenden  Kraft  zu  erhalten.  Es  gelten  daher, 
wenn  Xy  F,  Z  die  Componenten  der  bewegenden  Kraft  bedeuten, 
folgende  Gleichungen  zwischen  der  Kraft  und  den  Coordinaten : 

Für  die  Masseneinheit  vereinfachen  sie  sich  und  werden 

d'^x  d^u  d*z 

34.  Gebrauch  der  Bewegungsgleichungen.  Die 
Gleichungen  3)  und  4)  liefern  das  Mittel,  um  alle  auf  die  Bewegung 
eines  Punktes  bezüglichen  Fragen  durch  Rechnung  beantworten 
zn  können.  Am  einfachsten  würde  sich  die  Sache  in  dem  Falle 
gestalten,  wo  das  Bewegungsgesetz  bekannt  wäre,  also  Xy  y,  z  ge- 
gebene Funktionen  von  ^,  oder  wenigstens  drei  endliche  Gleichun- 
gen zwischen  x^y^Zy  i  vorhanden  wären.  Es  würde  dann  nur 
einer  Differentiation  in  Beziehung  auf/  bedürfen,  um  die  Seiten- 
geschwindigkeiten -r- ,    -^ ,    ;t-  zu  erhalten  und  dann  würde  eine 

zweite  Differentiation  zur  Kenntniss  der  Componenten  Xy  Y^  Z 
fuhren;  endlich  könnte  man  durch  Elimination  von  t  zwischen  den 
drei  gegebenen  Gleichungen  die  beiden  Gleichungen  der  Trajecto- 
rie  entwickeln.  Meistentheils  ist  aber  die  Sache  complicirter  und 
zwar  stellt  sich  die  Aufgabe  gewöhnlich  so,  dass  die  bewegende 
Kraft  gegeben  ist  und  die  Gesetze  der  Bewegung  ermittelt  werden 
sollen.  Man  kennt  in  diesem  Falle  Xy  Y,  Z  als  Funktionen  von 
^yy,  Zy  t  und  hat  dann  drei  Differentialgleichungen  von  der  Form 

j^  =  F(XyyyZ,t)y      ^=<P(a:,y,z,0,     ^=^(^,y,«,0- 

Die  Integration  dieser  drei  Differentialgleichungen  führt  zu 
drei  endlichen  Gleichungen  zwischen  Xy  y,  z^  i  und  den  sechs 
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IntegratioDsconstanten,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
sprechend bestimmt  werden  müssen.  Zu  diesem  Zwecke  bedarf  es 
nur  der  Bemerkung,  dass  die  blosse  Kenntniss  der  Kraft  noch 
nicht  hinreicht,  um  für  jede  gegebene  Zeit  die  Lage  und  Ge- 
schwindigkeit des  beweglichen  ^Punktes  zu  ermitteln,  dass  man 
vielmehr  noch  ausserdem  den  Anfangsort  und  die  Anfangsge- 
schwindigkeit des  Punktes  kennen  muss.  Jene  anfängliche  Lage 
des  Punktes,  welche  einer  bestimmten  Epoche,  gewöhnlich  der 
Zeit  (=0,  entspricht,  wird  durch  ihre  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten ,  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  durch  ihre  drei  recht- 
winkligen Componenten  bestimmt;  man  weiss  also,  welche  Werthe 

dx    dy    dz  «  -i  i 

*»  y>  ^y  ~^y  371  37  ^ür  /  =  0  annehmen.    Setzt  man  daher  in  den 
al      dl     dt 

gefundenen  drei  Integralgleichungen,  sowie  in  den  drei,  durch 

Differentiation  daraus  entspringenden  Gleichungen  <  =  0  und  sub- 

stituirt  für  ä*,  y,  z,  —- ,  —  ,  —  ihre  für  diesen  Fall  bekannten  Spe- 

^    dt     dt     dl 

cialwerthe,  so  hat  man  sechs  Bedingungsgleichungen,  in  denen 
nur  die  sechs  Gonstanten  der  Litegration  als  Unbekannte  auftre- 
ten ;  letztere  können  daher  aus  diesen  Gleichungen  selbst  gefunden 
werden.  Man  erhält  endlich  noch  die  Gleichungen  der  Trajectorie 
durch  Elimination  von  t  ans  je  zweien  der  drei  Integralgleichungen. 
Etwas  einfacher  wird  die  Sache,  wenn  man  vorher  weiss, 
dass  die  Trajectorie  eine  ebene  Gurve  ist.  Man  nimmt  dann  ihre 
Ebene  zu  einer  der  Coordinatenebenen  und  hat  nur  zwei  Diffe- 
rentialgleichungen zwischen  drei  Yariabelen,  etwa  j:,  y  und  I. 
Durch  Integration  folgen  hieraus  zwei  endliche  Gleichungen  zwi- 
schen X,  y,  l  und  vier  Gonstanten,  deren  Bestimmung  auf  ähnliche 
Weise  wie  vorhin  geschieht.  Die  Elimination  von  t  aus  den  beiden 
Integralgleichungen  giebt  die  Gleichung  der  Bahn. 


Tangentiale  und  normale  Componenten  der  beschleunigenden 

Kraft  und  der  Reacüon. 
35.     Wir  zeigten  früher,  dass  die  Beschleunigung  der  Devia- 
tion, deren  Grösse 

ist,  in  eine  tangentiale  und  normale  Componente  zerlegt  werden 


—    335    — 

d*s     .  r* 

kann;  die  tangentiale  Beschleunigung  war  -—j,  die  normale  =  —, 

wo  r  den  Krümmungshalbmesser  bedeutet.  Da  nun  die  beschleu- 
nigende Kraft  dieselbe  Richtung  wie  die  Deviation  oder  deren 
Beschleunigung  hat,  so  kann  die  nämliche  Zerlegung  auf  jene 
Kraft  angewendet  werden,  und  vermöge  der  Identität  der  Be- 
schleunigung in  der  Deviation  mit  der  beschleunigenden  Kraft  Hn* 
dert  sich  hierbei  nur  die  Benennung.  Dies  giebt  folgende  Sätze : 
Die  beschleunigende  Kraft  kann  in  eine  taugen- 

tiale  Componente  =  tti-  tind  in   eine  normale  Compo- 

nente  = —    zerlegt   werden,    ebenso    die   bewegende 
r 

Kraft,  welche  auf  die  Masse  m  wirkt,   in  die  taugen- 

d*s 
tiale  Componente  m--r   und    in    die    normale   Compo- 
^  dr 

nente  m  — . 

r 

Die  normale  Componente  führt  nicht  selten  den  Namen 
„Centripetalkraft^^,  weil  sie  den  beweglichen  Funkt  nach 
dem  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn  treiben  würde, 
wenn  sie  allein  vorhanden  wäre. 

36.  Bei  jeder  Einwirkung  eines  Körpers  auf  einen  zweiten 
findet,  wie  früher  gezeigt  wurde,  eine  Reaction  des  letzteren  Kör- 
pers auf  den  ersten  statt  und  zwar  besteht  dieselbe  in  einer  gleich 
grossen  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkenden  Kraft.  Wenn  sich 
beide  Körper  unmittelbar  berühren  oder  wenigstens  durch  einen 
materiellen  Apparat  mit  einander  verbunden  sind,  so  tritt  die 
Reaction  an  den  Berührungspunkten  auf;  bei  Wirkungen  aus  der 
Ferne,  wie  z.  B.  bei  Anziehungen  und  Abstossungen ,  erleidet  je- 
der Körper  eine  Reaction  von  demjenigen  Körper,  auf  welchen  er 
wirkt;  der  Angriffspunkt  der  Reaction  liegt  also  in  dem  zuerst  ge- 
nannten Körper.  Wenn  nun  ein  mit  der  Masse  m  versehener  ma- 
terieller Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  von  einem  andern  Körper 
ansgchenden  Kraft  eine  Curve  beschreibt,  so  können  wir  uns  vor- 
stellen ,  dass  dieser  Körper  mittelst  eines  zwischengelegten  Fadens 
eine  Anziehung  oder  durch  einen  zwischengelegten  Körper  einen 
Druck  auf  den  Punkt  ausübe ;  die  Reaction  des  letzteren  erscheint 
dann  im  entgegengesetzten  Sinne  und  kann  wie  die  ihr  gleiche 


nach  =  m  ^-j,  die  normale  =  m  — . 
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bewegende  Kraft  in  eine  tangentiale  nnd  normale  Componente 

zerlegt  werden.  Die  tangentiale  Componente  der  Keaction  ist  hier- 

d^s    ^^  ,        '      v^ 

dt' 

Die  letztere  Componente  bat  man  die  „Centrifagalkraft" 
genannt,  weil  sie  der  Centripetalkraft  gleich  nnd  entgegengesetzt 
ist  nnd  daher  das  Bestreben  hat,  den  beweglichen  Punkt  längs  der 
Normale  von  dem  zagehörigen  Krümmnngsmittelptinkte  zu  ent- 
fernen. 

37.  Die  Centripetalkraft  ist  zuerst  beim  Kreise  untersacht 
worden,  und  ihr  Ausdruck  wird  dabei  durch  sehr  einfache  Be- 
trachtungen bestimmt.  Wenn  man  nämlich  die  auf  den  bewegten 
Punkt  wirkende  beschleunigende  Kraft,  welche  nothwendig  in  der 
Ebene  des  Kreises  liegt,  in  zwei  andere  Kräfte  zerlegt,  von  de- 
nen die  eine  tangential,  die  andere  normal  zu  dem  Kreise  ist,  so 
kann  die  Bewegung  der  Projection  des  Punktes  auf  die  Normale 
einzig  und  allein  von  der  normalen  Componente  herrtlhren.  Nimmt 
man  nun  diese  Componente  während  der  Zeit  dt  nach  Grösse  nnd 
Richtung  constant  an ,  so  lehrt  die  Theorie  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung,  dass  ihr  Werth  dem  doppelten  in  der 
Normale  durchlaufenen  Räume,  dividirt  durch  das  Quadrat  der 
Zeit,  gleich  sein  muss.  Dieser  Raum  ist  gleich  dem  Quadrate  der 
Sehne  oder  des  Bogens  ds,  dessen  Projection  er  bildet,  dividirt 
durch  den  Durchmesser  2r;  also  ist  die  normale  Componente  gleich 

—  oder  gleich  — .     Dies  ist  nun  beim  Kreise  der  Ausdruck  der 
r  r 

Centripetal  -  oder  auch  Centrifugalkraft ;  für  einen  Punkt  mit  der 

Masse  m  hat  sie  den  Werth  — . 

r 

Bezeichnet  cd   die  Winkelgeschwindigkeit   des   beweglichen 

Punktes,  so  ist 

V  =  cor, 

mithin  die  Centripetal  -  und  Centrifugalkraft 

=  ma)*r=— Y^, 

wenn  T  die  Zeit  bedeutet,  innerhalb  welcher  der  bewegliche  Punkt 
die  Peripherie  des  Kreises  einmal  durchläuft. 
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Um  den  beweglichen  Punkt  zur  Beschreibung  eines  Kreises 
zu  nöthigen ,  kann  man  ihn  mit  dem  festen  Centrum  durch  einen 
möglichst  gewichtslosen  und  unausdehnbaren  Faden  verbinden; 
die  Centripetalkraft  wirkt  dann  längs  des  Fadens  vom  Punkte 
nach  dem  Centrum  ^  die  Centrifugalkraft  in  entgegengesetztem 
Sinne.  Diese  im  Gleichgewichte  befindlichen  Kräfte  bestimmen 
die  Spannung  des  Fadens  und  den  Druck,  welchen  das  Centrum 
erleidet.  Man  könnte  sich  auch  den  Faden  wegdenken  und  vor- 
stellen, dass  der  materielle  Punkt  in  einem  kreisförmigen  Canale 
zu  bleiben  gezwungen  wäre;  die  äussere  Canalwand  übt  dann 
einen  Druck  auf  den  Punkt  und  dieser  einen  Druck  auf  die  Canal- 
wand aus.  Der  erste  Druck  ist  die  Centripetal  - ,  der  zweite  die 
Centrifugalkraft. 

38.  Einfluss  der  Erdrotation  auf  die  Seh were.  Be- 
trachten wir  einen  Körper  von  unveränderlicher  Gestalt,  dessen 
Punkte  beliebige  Wirkungen  auf  einander  ausüben  mögen,  welche 
durch  die  gegenseitige  Verbindung  aufgehoben  werden,  und  geben 
wir  ihm  eine  gleichförmige  Rotationsbewegung  um  eine  Achse ,  so 
dürfen  wir  die  Verbindungen  des  Systems  so  auffassen,  als  zer- 
störten sie  in  jedem  Augenblicke  die  gegenseitigen  Wirkungen, 
denen  es  in  seinem  anfänglichen  Zustande  unterliegt,  in  Verbin- 
dung mit  der  Centrifugalkraft ,  welche  sich  auf  seine  Masse  und 
Bewegung  bezieht. 

In  der  That  kann  man  zu  allen  ursprünglichen  Wirkungen 
die  auf  jeden  Punkt  bezügliche  Centripetal-  und  Centrifugalkraft 
addiren,  weil  diese  beiden  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben.  Nun 
würde  die  Centripetalkraft  die  Bewegung  des  Punktes  hervor- 
bringen, wenn  er  frei  wäre;  die  andern  müssen  also  nothwendig 
alle  vernichtet  sein.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Resultante  aus  den 
ursprünglichen  gegenseitigen  Wirkungen,  die  auf  jeden  Punkt 
aasgeübt  werden,  und  der  Centrifugalkraft,  welche  dann*  als  an 
demselben  Punkte  angreifend  zu  betrachten  ist,  durch  die  Art  der 
Verbindung  aufgehoben  wird. 

Sei  r  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  des  Körpers  von  der 
Achse  und  T  die  Zeit  einer  ganzen  Umdrehung,  so  ist  die  Geschwin- 

digkeit  dieses  Punktes  ==-7^  ^"^^  ^i«  Centrifugalkraft  =--,-. 
Man  sieht,  dass  sie  dem  Abstände  von  der  Achse  proportional  ist; 

Analytische  Mechanik.  22 
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sie  mnss  also  =  0  an  den  Endpunkten  der  Achse  und  am  grösstm 
für  den  von  der  Achse  entferntesten  Punkt  sein. 

Die  Erde  hat  eine  Rotationsbewegung,  welche,  wie  wir  soeben 
entwickelt  haben,  unter  diejenigen  Kräfte,  welche  durch  die  Ver- 
bindung der  Punkte  aufgehoben  werden,  eine  Centrifngalkraft  ein- 
führt,  die  nicht  existiren  würde,  wenn  lediglich  eine  fortschrei- 
tende Bewegung  stattfände ,  vermöge  welcher  alle  ihre  Punkte  in 
derselben  unendlich  kleinen  Zeit  gleiche  und  parallele  Gerade  be- 
schreiben müssten.  Diese  Rotationsbewegung  wird  einmal  in 
86164  Secunden  vollendet,  und  man  hat  also 

r  =  86164. 

Am  Aequator,  wo  die  Anziehung  der  Erde  der  Ceiitrifngal- 
Tcraft  gerade  entgegenwirkt,  hat  die  Schwere  einen  Werth,  welcher 
demjenigen,  den  sie  ohne  die  Existenz  der  Rotation  haben  würde, 
vermindert  um  die  Centrifugalkraft ,  gleich  ist.  Wenn  man  nun 
von  der  kleinen  Aendcrung  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der 
Erde  absieht ,  so  kann  man  sie  als  dem  g  am  Aequator  gleich  be- 
trachten^  und  wenn  man  mitG  diejenige  Schwere  bezeichnet,  welche 
ohne  die  Rotation  der  Erde  stattfinden  würde,  so  erhält  man: 

Es  ist  aber  2«r  =  40000000  Meter,   und  es  ergiebt  sich  hieran« 
nahezu 

gjt        239  y  289 

oder  ziemlich  genau 

Die  Gravitation  wird  also  ungefähr  um  ^^  ihres  Werthes  durch 
die  Centrifugalkraft  am  Aequator  vermindert.  Da  nun  289  das 
Quadrat  von  17  ist,  und  die  Centrifugalkraft  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  würde  bei  einer  17mal  grösse- 
ren Rotationsgeschwindigkeit  die  Schwere  am  Aequator  Null  sein. 
Auf  einem  beliebigen  Parallelkreise  ist  die  Centrifugalkraft 
der  Anziehung  der  Erde  nicht  gerade  entgegengesetzt,  aber  jene 
ändert  die  Richtung  dieser  Anziehung  oder  der  Schwerkraft  nur 
sehr  wenig,  und  die  Verminderung  ihrer  Intensität  ist  fast  der 
Projcction  der  Centrifugalkraft  auf  die  Normale  der  Kugel ,  oder 
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A  ^r«  •■   COS  JL 

■=^ gleich ,  wo  r  den  Radius  des  Parallclkreises  und  k  die 

geographische  Breite  bezeichnet.  K^ehmen  wir  die  Erde  als  Kugel, 
so  erhalten  wir 

r  =^r  cos  X , 
und  die  Verminderung  der  Schwere  in  diesem  Breitenkreise  ist  dann 

Sie  ändert  sich  vom  Aequator  zum  Pole  hin  proportional  dem 
Quadrate  des  Cosinus  der  Breite.  Aber  da  die  Erde  nicht  ganz 
kugelförmig  ist,  so  findet  noch  eine  andere,  dem  Quadrate  des 
Cosinus  der  Breite  proportionale  Verminderung  statt,  welche  zu 
der  ersten  hinzugefügt  werden  muss,  so  dass  das  Gewichteines 
Körpers,  vom  Pol  an  den  Aequator  versetzt,  um  ^^jy  statt  um  j^y 
abnimmt. 


22* 


Drittes  CapiteL 

Beispiele  fiir  die  krummlinige  Bewegung 

eines  freien  Punktes, 


Bewegungen  durch  tangentiale,  normale  und  centrale  Kräfte. 

t39.  Bewegung  durch  eine  tangentiale  Kraft.  Bei 
jeder  beliebigen  Lage  des  beweglichen  Punktes  sind  die  Cosinus 
der  Winkel ,  welche  die  Richtung  der  beschleunigenden  Krafl  mit 
den  Coordinatenachsen  einschliesst,  proportional  den  Grössen 

d*x      d^y     d^z 
W'    dt*'    di^' 

soll  nun  die  beschleunigende  Kraft  immer  die  Richtung  einer  Tan- 
gente an  der  Trajectorie  besitzen ,  so  müssen  sich  dieselben  Cosi- 
nus verhalten  wie  die  Grössen 

dx      dy      dz 
df'    Jt'    dt' 

und  man  hat  daher  die  zwei  Gleichungen 

d^x        d*y        d*z 
li^        JF        di^ 


dx         dy  dz 


dt  dt  dt 

Durch  Integration  derselben  ergiebt  sich,  wenn  a,  6,  c  die  Integra- 
tionsconstanten  bedeuten , 


(4)='('t)='('^). 
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oder 

1  \  dx  dy  dz 

^  dt  dt  dr 

lutegrirt  man  von  Neuem  und  bezeichnet  die  weiteren  Integra- 
tionsconstanten  mit  a^  ß^  y,  so  erhält  man 

2)  ax  +  a  =  by  +  ß  =  cz+  y. 

Die  Bahn  ist  daher  eine  gerade  Linie. 

Aus  den  Anfangswerthen  von  -;-,  -r  ,  -r  bestimmen  sich  nach 

dl    dl    dt 

Xr.  1)  die  Verhältnisse  a:b  :  Cj  die  Coordinaten  des  Anfangspunk- 
tes der  Bewegung  geben  einen  Punkt  der  Geraden  und  folglich  ist 
letztere  durch  einen  Punkt  und  ihre  Richtung  völlig  bestimmt. 
Kennt  man  im  Uebrigen  das  Gesetz  der  Kraftänderung,  so  hat 
man  es  nur  noch  mit  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Ge- 
raden zu  thun  und  kann  die  Aufgabe  weiter  nach  Capitel  11.  be- 
handeln. 

40.  Bewegung  durch  eine  normale  Kraft.  Die  be- 
kannte Bedingung  für  die  senkrechte  Lage  zweier  Geraden  gegen- 
einander liefert  im  vorliegenden  Falle  die  Gleichung 

dx  d*x       dy  rf*y       dz  d*z 

dt   di^  '^  dl  dl^  '^  dt  JF  ~ 
Sie  ist  identisch  mit  der  folgenden 


'  m*  fö)'+ m 


und  lässt  erkennen ,  dass 

\v*=iConsl. 
sein  muss.  Die  eine  vorhin  aufgestellte  Bedingungsgleichung 
reicht,  wie  man  sieht,  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Aufgabe 
aieht  aus,  vielmehr  würden  hierzu  noch  zwei  Gleichungen  (z.  B. 
zwei  weitere  Eigenschaften  der  beschleunigenden  Kraft)  erforder- 
lich sein;  wir  geben  dafür  keine  Beispiele,  weil  es  uns  hauptsäch- 
lich nur  auf  den  in  der  obigen  Gleichung  liegenden  Satz  ankommt, 
dass  nämlieh  jede  durch  eine  Normalkraft  hervorgeru- 
fene Bewegung  eine  gleichförmige  sein  muss. 

Der  erwähnte  Fall  tritt  unter  Anderem  ein,  wenn  sich  ein 
Punkt  auf  einer  festen  Curve  oder  Fläche  ohne  Reibung  bewegt 
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und  dabei  von  keiner  anderen  Kraft  als  dem  Widerstände  der 
Curve  oder  der  Fläche  sollicitirt  wird.  Da  dieser  Widerstand  im- 
mer in  normaler  Eicbtung  wirkt,  so  Ist  jede  Bewegung  dieser  Art 
gleichförmig. 

Zu  dem  obigen  und  dem  in  vorhergehender  Nummer  enthal- 
tenen Resultate  kann  man  übrigens  noch  kürzer  mittelst  der  bei- 
den Formeln  für  die  tangentiale  und  normale  Componeute  der  be- 
schleunigenden Kraft  gelangen.     Ist  nämlich  die  Kraft  eine  tan- 

geutiale,  so  hat  die  normale  Componente  —  denWerth  Null,  wor- 

r 

aus  folgt,  dass  r=QO,  mithin  die  Trajectorie  eine  Gerade  sein 

muss.    Ist  zweitens  die  Kraft  normal,  so  verschwindet  die  tangen- 

rf  *  s  ds 

tiale   Componente  -j-^^  folglich  ist  —  oder  v  eine  Constante. 

41.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Centralbeweg- 
nngen.  Wenn  die  beschleunigende  Kraft  immer  nach  einem 
festen  Punkte  gerichtet  ist,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  zum 
Coordinatenanfang  nehmen,  so  verhalten  sich  die  Cosinus  der 
Richtungswinkel  der  beschleunigenden  Kraft  wie  die  Coordinaten 
a:,'y,  z  des  beweglichen  Punktes;  man  hat  daher 

d*x        d^y        d^z 
\\  57«"  _  ^         rf7>" 

X  y  z 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  folgenden  bilden 

d^z  d^y       ^  d*x  d^z  d*y  d*x       ^ 

und  diese  geben  durch  Integration 

«V       dz  dy        ^        dx  dz        ^        du  dx 

WO  Jy  By  C  die  drei  Constanten  der  Integration  bezeichnen.  Mul- 
tipHcirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ar,  y,  z  und 
addirt  die  Produkte,  so  gelangt  man  zu  der  Relation 

3)  0  =  Ax'^'By  +  Cz, 

welche  zeigt,  dass  sich  der  Punkt  in  einer  durch  das  Oentmm 
gehenden  Ebene  bewegt,  was  leicht  vorauszusehen  war. 

Um  ferner  die  Gleichungen  2)  interpretiren  zu  können,  den- 
ken wir  uns  den  Radiusvector  des  beweglichen  Punktes  auf  die 
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xy- Ebene  projicirt  und  nennen  r  die  erhaltene  Projection,  sowie 
^  den  Winkel,  welchen  sie  mit  der  o;- Achse  einschliesst;  diesen 
Winkel  zählen  wir  im  Sinne  einer  von  der  positiven  Seite  der 
X-Achse  nach  der  positiven  Seite  der  y- Achse  fortschreitenden 
Drehung,  welche,  von  einem  Punkte  des  positiven  Theiles  der 
:- Achse  aus  gesehen,  als  eine  Drehung  von  der  Linken  zur  Rech- 
ten erscheinen  würde.  Die  Projection  r  beschreibt  bei  dieser 
Drehung  eine  ebene  Fläche  W^  die'  wir  in  demselben  Sinne  als 
wachsend  betrachten.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  allgemein 

d&  dy  dx 


und 


X  COS^d^  X* 


dy  _     dx  _    a?«     d^  _    ,^^  _  „^. 
^Ji  ~^'di~cos^^  dt~^   dt  '~'      dt' 


ähnliche  Beziehungen  ergeben  sich  für  die  Flächen  V  und  U^ 
welche  von  den  Projectionen  des  Badiusvector  auf  die  Ebenen  zx 
und  zyxn  diesen  Ebenen  beschrieben  werden.  Nach  Nr.  2)  ist  nun 

dü_A       dr_B     dW _  C 
dt~  ^  '     dt  ~J'     dt  ~  2' 

und  hieraus  ergeben  sich  durch  Integration  die  Gleichungen 

4)  ü=lAt,     V=iBt,      W^\Ct, 

bei  denen  vorausgesetzt  wurde,  dass  die  Flächen  Uy  F,  W  mit  der 
Zeit  zugleich  anfangen.  Die  Gleichungen  4)  enthalten  den  Satz : 
die  von  den  Projectionen  des  Radiusvector  beschrie- 
benen Sectoren  wachsen  proportional  der  Zeit,  und 
da  die  Bewegung  des  Punktes  in  einer  Ebene  vor  sich  geht,  so  folgt 
hieraus  weiter,  dass  der  vom  Radiusvector  des  Punktes 
beschriebene  Sector  proportional  der  Zeit  wächst. 
Die  Grösse  dieses  Sectors,  welcher  S  heissen  möge,  bestimmt  sich 
aus  der  bekannten  Formel 


und  ist 

S=\t}/A^  +  B^  +  C\ 
Wenn  umgekehrt  die  von  den  Projectionen  des  Radiusvector 
beschriebenen  Flächen  V^  F,  W  proportional  der  Zeit  sind,  also 
die  Gleichungen  4)  gelten ,  so  bestehen  auch  die  von  ihnen  nicht 
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verschiedenen  Gleichungen  2),  nnd  ans  diesen  erhält  man  dnrcli 
Differentiation  die  Gleichungen  I),  welche  ausdrücken,  dass  die 
fragliche  Bewegung  von  einer  Centralkraft  herrührt. 

Die  hiermit  bewiesenen  zwei  S&tze  bilden  zusammen  das  so- 
genannte Princip  der  Flächen  für  einen  ireien  materielleD 
Punkt. 

Wenn  sich  der  materielle  Punkt  unter  dem  Einflüsse  zweier 
Kräfte  bewegt,  deren  jede  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet 
ist ,  so  bestehen  die  drei  in  Nr.  ] )  verzeichneten  Gleichungen  nicht 
mehr  zusammen,  doch  bleibt  die  erste  von  ihnen  immer  noch  rich- 
tig, sobald  man  die  Verbindungslinie  beider  Centra  zur  z- Achse 
nimmt.  Die  Resultante  beider  Kräfte  schneidet  nämlich  jederzeit 
die  2 -Achse  und  daher  müssen  die  zu  den  Achsen  der  x  und  y 
parallelen  Componenten  proportional  den  gleichnamigen  Coordi* 
naten  sein,  woraus  folgt: 

Das  Princip  der  Flächen  gilt  daher  für  alle  auf 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Centra  senkrechten 
Ebenen. 

Dasselbe  würde  auch  weiter  in  dem  Falle  stattfinden,  wo 
mehrere  in  gerader  Linie  liegende  Centra  vorhanden  wären. 

42.  Bewegung  durch  eine  auf  dem  Radiusvector 
senkrechte  Kraft.  Die  genannte  Bewegung  kann  man  da- 
durch zur  Anschauung  bringen,  dass  man  eine  Gerade  sich  uin 
einen  ihrer  Punkte  nach  einem  beliebigen  Gesetze  drehen  and  auf 
ihr  einen  beweglichen  Punkt  fortrücken  lässt,  der  keiner  anderen 
Kraft  als  einem  normal  gegen  die  Gerade  wirkenden  Drucke  un- 
terworfen ist.  Die  Bedingungsgleichnng  für  diese  Annahme  lautet: 

d*x   ,        d*y  d^z 

Bezeichnen  wir  den  Radiusvector  mit  r,  so  ist 

^*  +  y*  +  ^*  ^=  '^ 
und  hieraus  folgt  durch  Differentiation : 

dx    ,       dy    ,       dz  dr 

ine  zweite  Differentiation  führt  zu  der  Gleichung 
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d*x        d*y 


d*z 


dt' 


+y:j7f  +  *:nr  + 


dt 


dt' 


iuh  ©'+ m' 


d^r    .    /rfrV 


dl' 


welche  sich  zufolge  der  Gleichung  1)  auf 

redncirt.  Andererseits  hat  man^  wenn  so  den  Winkel  bezeichnet, 
welchen  der  Radiusvector  im  Räume  beschreibt , 

ds*  =  dr*  +  r*d<ü\ 

mithin  durch  Substitution  dieses  Werthes  yon  ds*  in  die  vorige 
Gleichung 

'^  dt^^'y-dT)- 

Diese  Beziehung  gilt  für  jede  Kegelfläche,  welche  der  Radius- 
yector  beschreiben  kann  und  deren  Individualität  sich  bestimmen 
lässt,  wenn  man  das  Bewegungsgesetz  des  Radiusvector  durch  eine 
zweite  Gleichung  zwischen  co  und  t  näher  charakterisirt.  Aus  der 
Verbindung  beider  Gleichungen  erhält  man  die  einem  beliebigen  t 
entsprechenden  od  und  r.  Da  übrigens  die  Grösse  des  Radiusvector 
unabhängig  von  der  Natur  der  beschriebenen  Kegelfläche  ist,  so 
kann  man  letztere  auch  zu  einer  Ebene  degeneriren  lassen  und  es 
bleibt  die  Gleichung  zwischen  r  und  &  dieselbe,  vorausgesetzt, 
dass  die  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  m  und  / 
aasgedrückt ,  nicht  geändert  worden  ist. 


Bowogimg  schwerer  Frojectile. 

43.  Bewegung  im  leeren  Räume.  Ein  materieller  Punkt, 
dessen  Masse  =1  sein  möge ,  gehe  von  dem  Punkte  A  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  a  Fig.  22. 

in  der  Richtung  der  Gera- 
den AB  aus  und  sei  wäh- 
rend seiner  Bewegung  kei- 
ner anderen  Kraft  als  der 
Schwere  unterworfen;  der 
bewegliche  Punkt  bleibt 
dann,  wie  leicht  zu  sehen 
ist,  immer  in  der  Ebene ,  welche  die  Gerade  AB  und  die  durch  A 
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gelegte  Vertikale  enthält.  Nehmen  wir  A  zum  Anfangspaukte 
eines  rechtwinkligen  CoordlDatensystemoS;  die  Achse  der  y  im 
entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere  und  die  Achse  der  x  nach 
derjenigen  Seite  zu,  nach  welcher  hin  die  Bewegung  geht,  so 
haben  wir  folgende  Differentialgleichungen 

d*x  _  d*y 

Die  ersten  Integrale  derselben  sind 

dx  dy 

wobei  c  und  c^  die  Integrationsconstanten  bedeaten.  Wir  bestim- 
men sie  durch  die  Bemerkung;  dass  die  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  sind  uud 
daher  für  /=0  in  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  a 
abergehen  müssen.    Es  ist  folglich  für  ^  =  0  und  L  BAX  =  a 

a  cos  a^=  Cf     a  5fh  o  =  Cj , 
mithin 

dx  dy 

J)  -r7-  =  aco5«,     T7  =  —  gt  +  asina. 

'  di  'dl 

Durch  eine  zweite  Integration  ergeben  sich  hieraus  die  Coordinateu 

2)  x=zaicos  a,     y  =  —  ^gt* -{•  aisin  a^ 

wobei  keine  Integrationsconstanten  hinzugefügt  wurden,  weil  .r 
und  y  gleichzeitig  mit  t  verschwinden  müssen. 

Die  Elimination  von  t  aus  den  beiden  Gleichungen  2)  führt 
zur  Gleichung  der  Bahn ,  nämlich 

g 

3)  y^=:zxiana — -—= r— a:"; 

diese  Gleichung  entspricht  einer  Parabel,  deren  Achse  vertikal 
liegt  und  deren  Scheitel  durch  die  Coordinateu 

a*  sin  (t  cos  a         ,        a^  sin^  a 


4)  A  = ,      A  = 


9        '  ig 

bestimmt  ist.   Die  Directrix  unserer  Parabel  hat  zur  Gleichung 


a* 


und  liegt  also  parallel  zur  o;- Achse  in  derjenigen  Höhe,  bis  zu 
welcher  der  Körper  steigen  würde,  wenn  er  mit  derselben  An- 
fangsgeschwindigkeit   vertikal    in    die   Höhe  geworfen   worden 
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wäre.   Für  ^  =  0  giebt  die  Oleichong  der  Trajectorie  die  beiden 

Werthe 

^        ,            ^a*sinacosa 
5)  a;  ==  0  und  x  = , 

9 
TOD  denen  die  zweite  die  sogenannte  Wurfweite  AC  darstellt; 

letztere  erreicht  ihr  Maximum  für  a  =  4o^ 

Lässt  man  den  Körper  unter  verschiedenen  Winkeln  aber  im- 
mer mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  a  von  A  ausgehen ,  so 
erhält  man  verschiedene  Parabeln  von  gemeinschaftlicher  Direc- 
trix.  Den  geometrischen  Ort  aller  Parabelscheitel  findet  man 
darch  Elimination  von  a  ans  den  Gleichungen  4);  die  resultirende 
Gleichung  ist 

9 
und  gehört  zu  einer  Ellipse ,  deren  kleine  Achse  =  —  ist  und  vom 

Coordinatenanfange  aus  sich  längs  der  Achse  der  y  erstreckt;  die 

grosse  Achse  ist  das  Doppelte  der  kleinen  nämlich  — . 

9 

Man  erhält  die  umhüllende  Curve  für  alle  den  verschie- 
denen Werthen  von  a  entsprechende  Parabeln,  wenn  man  o  aus 
dej^ allgemeinen  Gleichung  dieser  Linien  und  ihrem  ersten  nach  a 
genommenen  Differentialqnottenten  eliminirt;  es  ergiebt  sich  für 
die  Umhüllungscurve 

a*       gx* 

^~^~"  3a*' 
oder,  wenn  man  mit  h  die  der  Geschwindigkeit  a  entsprechende 
Höhe  bezeichnet , 

a:*=4Ä(Ä— y). 
Die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  Parabel ,  welche  die  Achse  der  y 
zar  Achse  hat,  und  deren  Scheitel  auf  der  Seite  der  positiven  y  in 
einer  Entfernung  h  vom  Anfange  li^gt.  Sie  schneidet  die  Achse 
der  X  in  zwei  Punkten ,  welche  von  dem  Anfange  um  eine  gleiche 
Grösse  2A  abstehen. 

44.  Wenn  man  die  Neigung  er  so  bestimmen  will ,  dass  der 
geworfene  Punkt,  der  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  besitzt;  durch 
einen  gegebenen  Punkt  x'y  gehen  soll ,  so  hat  man  die  Gleichung 

y  =x  tang  et  —  --\ r- 
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nach  a  aufzulösen,  und  erhält: 


tang  a  =  — =^ — ; . 

gx 

Es  giebt  also  zwei  Winkel,  welche  der  Gleichung  genügen,  sobald 


eine  einzige,  wenn 
und  keine,  wenn 


Die  Gleichung 


a^<2a^gy  +g^x'K 


a*=z  2a*gy'  +  g*x'* 

drückt  nun  aus,  dass  der  gegebene  Punkt  auf  der  oben  bestimm- 
ten umhüllenden  Parabel  liegt;  folglich  ist  das  Problem  unmöglich, 
wenn  der  gegebene  Funkt  sich  ausserhalb  dieser  Parabel  befindet, 
wie  es  leicht  vorher  zu  sehen  war;  es  giebt  dagegen  zwei  Losun- 
gen, wenn  der  Punkt  im  Innern,  und  eine,  wenn  er  auf  der  Um- 
hüllung liegt.  Im  letzten  Falle  ist  es  ersichtlich ,  dass  der  Punkt 
so  geworfen  werden  muss,  dass  er  eine  Parabel  beschreibt,  welche 
die  einhüllende  in  diesem  Punkte  berührt,  und  dies  erkennt  man 


a* 


leicht  aus  dem  Werthe  von  tang  a ,  "welcher  sich  auf  — ?  reducirt. 

gx  ^ 

45.     Bewegung   in  der  Luft.     Die  Bahn  des  in  einem 

widerstehenden  Mittel  geworfenen  schweren  Punktes  muss  immer 

in  der  Yertikalebene  enthalten  sein ,  die  durch  die  Richtung  der 

Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt  ist.     Die  Kräfte,   welche  den 

Punkt  in  jedem  Augenblicke  angreifen ,  sind  die  Schwere  und  der 

Widerstand  des  Mittels ,  den  wir  durch  ^-^  darstellen  wollen,  und 

K 

welcher  längs  der  Tangente  im  entgegengesetzten  Sinne  mit  der 
Richtung  der  Bewegung  thätig  ist.  Die  horizontale  Componente 
dieser  Kraft  wirkt  immer  in  dem  Sinne  der  negativen  x^  ihre  ver- 
tikale Componente  dagegen  im  Sinne  der  Schwere  oder  der  nega- 
tiven y  so  lange  der  Punkt  steigt,  und  im  entgegengesetzten,  wenn 
er  f^Ut. 

Wir  haben  gesehen ,  dass  die  Beschleunigung  der  Bewegung 
der  Projection  eines  Punktes  auf  irgend  eine  Gerade  von  der  Kraft 
herrührt,  die  parallel  mit  dieser  Geraden  gerichtet  ist.  Gewöhn- 
lich bezieht  man  die  Projectionen  dieses  Punktes  auf  rechtwinklige 
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Gerade ;  man  kann  jedoch  eben  so  gut  schiefe  Achsen  daau  wäh- 
len, sobald  es  einen  Vortheil  gewährt,  da  die  Bewegung  des 
Punktes  Tollkommen  bestimmt  ist ,  wenn  man  die  seiner  orthogo- 
nalen Projectionen  anf  drei  einen  beliebigen  körperlichen  Winkel 
bildende  Gerade  kennt,  oder  noch  einfacher  flif  zwei  Gerade, 
wenn  die  Bahncurve  eine  ebene  ist. 

In  der  gegenwärtigen  Aufgabe  wollen  wir  mit  Corio]is  an- 
nehmen,  dass  in  irgend  einem  Zeitpunkte  die  Kraft  snccessive 
nach  einer  zur  Achse  der  x  Parallelen  und  nach  der  Normalen  der 
Trajectorie  zerlegt  werde.     Diese  beiden  Kräfte  sind  allerdings 
nicht  die   ursprunglichen  Componenten  im  gewöhnlichen  Sinne; 
sie  geben  aber  die  Beschleunigung  nach  der  Richtung  der  Normia- 
len  und  der  Achse  der  a:,  und  es  lassen  sich  daraus  zwei  Beweg- 
nngsgleichungen  bilden.     Durch  sie  kann  man  diejenigen  beiden 
Gleichungen  ersetzen,  welche  durch  die  Frojection  der  Kesultante 
auf  die  beiden  Achsen  erhalten  werden  und  die  beiden  Componen- 
ten dieser  Kraft  im  gewöhnlichen  Sinne  darstellen ;  jene  sind  aber 
in  so  fem  einfacher,  als  in  ihnen  Widerstand  und  die  Schwere 
nicht  in  derselben  Gleichung  yorkommen,  weil  die  beiden  von  uns 
gewählten  Richtungen  senkrecht  zu  den  Richtungen  dieser  beiden 
Kräfte  sind. 

Wenn  man  mit  v  die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  und  mit  a 
den  Winkel;  welchen  ihre  Richtung  mit  der  Achse  der  x  bildet, 
nnd  femer  beachtet ,  dass 

d}x d{v  cos  a) 

JF~        dt        ' 

so  giebt  die  parallel  zur  x  -  Achse  genommene  Kraft : 

4  V  d(v  cos  a)  Q     • 

Die  auf  die  Normale  projicirte  Kraft,  welche  von  dem  betrachteten 
Punkte  aus  nach  dem  Krümmung^mittelpunkte  hin  wirksam  anzu- 
nehmen ist,  reducirt  sich  auf  gcos  a,  und  die  Componente  in  die- 

der  Richtung  hat  zum  allgemeinen  Ausdruck  —  ,    wenn   q    den 

Krümmungshalbmesser  bezeichnet.  Wegen  des  negativen  da 
hat  man 

ds 
—  da 
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mithin  entsteht  folgende  zweite  Gleichung : 

2)  gcosa  =  —  t'*  -r- 1 

ds 

oder 

S)  9C0Sa=:=z  —  V—j 


d.  i. 


ds  da 
9Cosa  =  -j^ 


Die  Gleichungen  I)  und  3)  hat  Cauchy  angewendet.  Er  gelangt 
jedoch  zu  der  zweiten  durch  eine  Elimination  aus  den  Gleichun- 
gen ,  welche  von  den  parallel  zu  den  beiden  Achsen  geschätzten 
Kräften  herrühren.  Die  von  uns  befolgte  Methode  ist  von  Co- 
riolis;  sie  ist  directer  und  einfacher,  und  auf  das  oft  nützliche 
Verfahren  gegründet ,  die  Kräfte  nach  variabel^n  Richtungen  zn 
zerlegen,  wobei  man  diejenigen  Richtungen  wählt,  welche  die  ein- 
fachsten Rechnungen  bedingen. 

Die  Gleichung  1)  lässt  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

d  (v  cos  o)  ff       ,  ff    , 

V  cos  a  Ä'  Ar' 

und  giebt  durch  Integration 

l{vcosa)  =  — |/  +  a 

Sind  nun  a  und  ^  die  gegebenen  Anfangswerthe  von  v  und  a,  so 
erhält  man: 

/  (a  cos  ^)  =  C, 
und  folglich 

V  cos  a  gs 

acos^  k*  ' 

oder 

V  COS  a  =  acos  ^  ,e        = -r-. 

dt 

Nehmen  wir  den  Werth  von  v  aus  dieser  Gleichung  und  setzen 
denselben  in  die  Gleichung  2),  so  giebt  letztere 

4)  rf«    ^  g       ^k* 

'  cos^ a  a*  cos^ ^ 
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Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  a  und  s  und  ist  also  eine  Diffe- 
rentialgleichung für  die  Bahncnrve.  Setzt  man ,  um  sie  zu  inte- 
griren , 

ianga=p, 
so  wird  sie  zu 


5)  dp^,+pt==_^_e*    d,, 


lind  man  erhält  hieraus: 


A»        '^ 


wo  y  eine  willkürliche  Constante  ist,  die  man  dadurch  bestimmen 
kann,  dass  für  s  =  0,  p  =  (ang  ^  wird.    Dies  giebt: 

^t 

y  =  lang  ^  j^l  +  tatuf  &  +  /  {tang  ^  +  }/l  +  lang*  dj  +  -^ — -y- ; 

der  Einfachheit  wegen  wollep  wir  jedoch  die  Bezeichnung  y  bei- 
behalten. 

Man  findet  jetzt  s,  wenn  p  gegeben  ist;  die  hierzu  dienende 
Gloicimng  ist  aber  zur  Construction  der  Curve  wenig  bequem ;  wir 
wollen  daher  x  und  y  statt  s  einführen.    Nun  hat  man  bekanntlich 

ds 
dx  = 


und  die  Gleichung  5)  giebt  mithin 

da:  = e         dp . 

9 

Eliminirt  man  hieraus  die  Exponent! algrösse  mittelst  der  Gleich- 
ung 6),  so  kommt 

7,  .  k*  dp 

9    pyi  +  p*  +  l{p  +  j/l+p')-y' 
und  da  dy^=p  dx ,  so  entsteht : 

ßx  ,         Ar»  pdp 


Durch  näherungsweise  Integration  dieser  beiden  Gleichungen  er- 
täh  man  x  und  y  für  jeden  Werth  von  p,  und  damit  so  viele 
Pankte  der  Trajectorie  als  man  eben  will. 

Wünscht  man  tzu  erfahren,  in  welchem  Augenblicke  der  Kör- 
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per  durch  irgend  einen  dieser  Punkte  geht,  so  mass  man  /  als 
Function  yon  p  kennen.    Nun  giebt  die  Gleichung  3) 


-V- 


,,         -.         ds  da 
dl 


g  cos  a 

oder,  wenn  man  den  Werth  für  ds  aus  der  Gleichung  4)  herbei- 
zieht und  beachtet,  dass  dt  und  da  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 

gt  __  g* 

a  cos  ^       j^    da  a  cos  €•      Ji  , 

at  =  —  e        — T—  = e        dp, 

g  cos^  a  g 

Eliminiren  wir  endlich  noch  die  Exponentialgrösse  mit  Hilfe  der 
Gleichung  6) ,  so  kommt 

9)  d/=-i  ''" 


Das  Problem  ist  jetzt  darauf  zurückgeführt ,  gegebene  Functionen 
einer  einzigen  Variabelen  näherungs weise  zu  integriren. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  lässt  sich  genau  als  Func- 
tion von  p  ausdrücken.  Wenn  man  nämlich  die  Werthe  von  dx* 
und  rfy*  addirt  und  diese  Summe  durch  den  Werth  von  di^  divi- 
dirt,  so  erhält  man 

10)  fc^O+P') 

Y—pj/l+p'  —  lip  +  V^+p') 

Den  Scheitel  der  Curve  erhält  man  durch  Substitution  vonp  =  0; 
die  Curve  wird  aber  nicht  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  durch 
diesen  Punkt  gelegte  Verticale.  Die  Wurfweite  ergiebt  sich  aus 
der  Annahme  y  :=  0 ;  sie  ist  geringer  als  in  dem  früheren  Falle, 
und  ihr  Maximum  in  Beziehung  auf  &  entspricht  einem  Winkel 
unter  45®. 

46.  Der  niedersteigende  Zweig  der  Bahncurve  ist  unendlich 
und  hat  eine  verticale  Asymptote ,  wie  wir  gleich  zeigen  wollen. 

Erstens  kann  man  aus  der  Gleichung  9)  schliessen,  dass  p 
unendlich  wächst.  Denn  der  Nenner  ihres  zweiten  Theiles  ist  aus 
positiven  Gliedern  zusammengesetzt,  sobald  p  negativ  ist;  er  wird 
also  für  keinen  Werth  von  p  zu  Null ,  und  das  Integral  könnte 
nicht  unendlich  wachsen,  wenn  p  begrenzt  wäre;  daraus  würde 
nämlich  hervorgehen,  dass  die  Zeit  eine  Grenze  hätte,  was  absurd 
ist.  Also  nähert  sich  die  Tangente  unendlich  der  vertikalen 
Richtung. 
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Wenn  man  jetzt  p  =  —  q  setzt,  um  das  Zeichen  klarer  her- 
anszustellen ,  und  annimmt,  dass  q  schon  sehr  gross  geworden  sei 

so  lässt  sich  f/i  +  ^  durch  q  ersetzen ,  und  man  kann  y  nebst  Ip 
gegen  q  yemachl Assigen.    Dies  giebt : 

k*     dq        ^  k*     dq 

9      q*  9       9 

mtegriren  wir  von  einem  Punkte  x^  y^  an ,  so  kommt 

kUl  \\  k\q 

9  ^9i        9/  9      9x 

wo  9i  dem  Werthe  von  q  im  Punkte  or,  y^  entspricht. 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  der  negative  Werth 
von  y  ohne  Grenzen  w&chst   und  folglich   der  Punkt  beständig 

föUt     Die  erste  lehrt,  dass  x  eine  Grenze  x,  -1 und    folglich 

99i 

die  Curve  diejenige  Vertikale  zur  Asymptote  hat;  welche  diesem 
Werthe  von  x  entspricht.  Da  jedoch  gewisse  Gliede.r  vernach- 
lässigt wurden ,  so  ist  diese  Grenze  nicht  genau  die  Abscisse  der 
Aspaptote,  und  um  dieselbe  zu  erhalten,  müsste  man  den  Werth 
von  dx  bis  p  ==  00  integriren. 

Was  den  End werth  der  Geschwindigkeit  betrifft,  so  giebt  die 
Gleichung  10),  in  welcher  nichts  vernachlässigt  ist,  Ar'  zur  Grenze 
des  zweiten  Theils,  wenn  p  wächst.  Die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  nähert  sich  also  unendlich  derjenigen,  welche  den  Wider- 
stand gleich  seinem  Gewichte  machen  wtirde,  ^nd  die  Bewegung 
nähert  sich  mehr  und  mehr  der  Gleichförmigkeit. 

47.  Wenn  der  Wurfwinkel  ^  sehr  klein  ist ,  so  erhebt  sich 
der  Körper  nur  zu  einer  sehr  geringen  Höhe  über  die  Achse  der  x^ 
und  da  die  Tangente  dann  sehr  geneigt  gegen  diese  Achse  sein 
wird,  so  kann  man  p'  vernachlässigen;  dies  giebt  näherungsweis 

ds  =  dx  und  *  =  a:. 

Die  Gleichung  5)  reducirt  sich  jetzt  auf 

^  =  _        ^       gA* 
dx  a*  cosF  d'       ' 

woraus 

k*        ^ 
^  2a'coÄ*0  ' 

AnlytUche  Mech&ulk.  33 
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und  da  man  gleichzeitig  x  =  0  nnd  p  =r  fang  ^  hat ,  so  folgt 

mithin 

lutegrirt  man  und  beachtet,  dass  zugleich  ic=0,  y=0,  so  kommt 

Die  Gleichung 

—  =  ö  cos  &  e 
dl 

giebt,  wenn  man  x  für  s  setzt, 

ffX 

c**  dx  /f* 

dl  =  --    —  ,  woraus  /  = 

acos&  gncos^ 

Könnt  man  Pnnkto,  durch  welche  der  geworfene  Körper  geht, 
so  hat  man  auch  Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  der  Constiinton 
dienen  können. 

Die  Gleichang  der  lebendigen  Kraft. 

48.  Bezeichnen  X^  Y^  Z  die  rechtwinkligen  Componenten 
der  beschleunigenden  Kraft,  welche  auf  einen  mit  der  Masse  I 
versehenen  materiellen  Punkt  wirkt,  so  sind  die  allgemeinen 
Gleichungen  der  Bewegung 

Wir  multiplicircn  dieselben  der  Keihe  nach  mit  2-—,  2—-,  2-r 
^  dt'     dt  ^      dt 

und  addiren  die  Produkte;  in  der  entstehenden  Gleichung 
dx  d\r.    ,       dy  d^y    .       dz  d^z  f ,rdx    ,    ^,dy        „dz\ 

ist  die  linke  Seite  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

dt  dt    ' 
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nnd  man  hat  daher 

^  ~dr~^  Tt         ^• 

Es  kann  sich  nun  treffen,  dass  die  Componenten  X^  Y,  Z  die  par- 
tiellen Differontialqnotionten  einer  Funktion  F  {nr,  y,  z) ,  der  soge- 
nannten KrUftefuilktion,  sind,  nämlich 


_dFXx^y^-  dF{x,yyZ) 

^ 5-- ,         X  ^= ^- ,         A  = 


dF{x,y,z) 


.  —  • 


dx        '  ^y  dz        ' 

dann  hildet  anch  der  Ansdrack 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

_dF{x,y,z)^^      dF{x,y,z)  dF{x,y,z)  ^^^ 

dx  dy  dz 

ein  Tollstandiges  Differential 

—  dF(x,y,z), 

welches  so  genommen  ist,  als  wenn  x^  y,  z  drei  von  einander  un- 
abhängige Variabele  wären.  Die  Gleichung  1)  wird  jetzt  einfacher 

und  gestattet  unmittelbar  die  Integration ,  woraus  folgt 

ü*  =  2jP(.r,  y,  z)  +  consi. 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Voraussetzung,  dass  der 

bewegliche  Punkt  zu  der  Zeit,  wo   er   sich  an  einer  bekannten 

Stelle  abc  befand,  eine  bekannte  Geschwindigkeit  k  besass;  man 

hat  daher 

Ar  •  =  2  /^(«,  ft,  c)  +  consL 

nnd  durch  Elimination  der  Constanten 

2)  »•  — Ä«  =  2^(x,y,z)  — 2F(a,  ft,c). 

Diese  Relation  wird  (aus  später  anzugebenden  Gründen)  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  einen  freien  materiellen  Punkt 
genannt;  sie  enthält  einen  merkwürdigen  Satz,  den  man  auf  fol- 
gende Weise  aussprechen  kann. 

Wenn  die  Componenten -T,  F,  Z  der  beschleunigen- 
den Kraft  der  Art  sind,  dass  die  Summe  Xdx  +  Ydy 
i-Zdz  das  vollständige  Differential  einer  Funktion 
von  .r,  y,  z  ausmacht,  so  ist  die  Zunahme,  welche  das 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  bei  dem  Uebergange 
des  Punktes  von  irgend  einer  Stelle  zur  anderen  er- 

23* 
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leidet,  einzig  und  allein  von  den  Coordinaten  beider 
Orte  abhängig,  und  es  ist  daber  gleichgültig,  auf 
welchem  Wege  und  in  welcher  Zeit  der  Punkt  von  der 
einen  zur  anderen  Stelle  gelangt. 

Hieran  knüpft  sich  noch  eine  bemerkens^crthe  Consequenz, 
sobald  der  erste  Punkt  abc  als  Punkt  einer  Fläche  angesehen 
wird,  deren  Gleichung  F{x^y^z)  =C  ist,  ebenso  der  zweite  Punkt 
vyz  als  zur  Fläche  F{x,  y,  z)  =  C^  gehörig  betrachtet  wird.  Man 
hat  dann  folgenden  Satz :  „Wenn  der  bewegliche  Punkt  von  einer 
gegebenen  Steile  der  Fläche  F(xy  y^z)  =  C  mit  einer  gegebenen 
Geschwindigkeit  k  in  beliebiger  Richtung  ausgeht,  so  lässt  sich 
die  Geschwindigkeit  v,  womit  er  eine  Stelle  der  Fläche  F(x,  y,  z) 
=  Ci  erreicht,  aus  den  gegebenen  Daten  allein,  unabhängig  von 
der  Zeit  und  von  dem  beschriebenen  Wege,  bestimmen;  auch 
kommt  dabei  nichts  darauf  an,  ob  der  bewegliche  Punkt  die  zweite 
Fläche  ein-  oder  mehrmal  durchdringt."  Aus  der  Gleichung  die< 
ser  Flächen  F  (x,  y,z)z=:C  folgt  die  Differentialgleichung 

Ädx  +  rdy  +  Zdz  =  0 
und  diese  zeigt,  dass  die  Bichtung  der  Kraft,  deren  Componenten 
J^,  7,  Z  sind,  senkrecht  auf  der  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Fläche  steht;  daher  würde,  wenn  man  eine  solche  Fläche  als  wi- 
derstandsfähig betrachtete,  jeder  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf 
dieselbe  versetzte  bewegliche  Punkt  in  Ruhe  bleiben.  Aus  diesem 
Grunde  hat  man  jene  Flächen  Niveau  flächen  genannt. 

Wenn  die  Funktion  F(x,  y,  z)  sich  für  keine  reellen  und  end- 
lichen Werthe  von  .r,  y,  z  auf  ^  reduciren  kann ,  so  haben  zwei 
Niveauflächen  offenbar  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt.  Im  ent- 
gegengesetzten Falle  wird,  wie  man  aus  einer  Abhandlung  von 
Bertrand  ersehen  kann,  der  materielle  Punkt  nicht  immer  die- 
selbe Geschwindigkeit  haben,  wenn  er  auf  eine  und  dieselbe  Ni- 
veaufläche zurückkehrt;  es  ist  vielmehr  dazu  erforderlich,  dass  er 
eine  gerade  Anzahl  Mal  jede  der  passirten  Niveauflächen  durch- 
dringt, bevor  er  auf  die  zurückkehrt,  von  welcher  er  ausgegan- 
gen ist. 

49.  Wenn  die  Resultante  der  den  Punkt  angreifenden  Kräfte 
beständig  normal  gegen  die  Trajectorie  ist,  so  hat  man 

Ä'dx+  Tdy+  Zdz  —  0. 
Die  Funktion  F  reducirt  sich  dann  auf  eine  Constante  und  es  wird 

»•  —  *»==  0. 
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Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist  also,  constant,  wenn  die  auf 
ihn  wirkende  Kraft  in  jedem  Augenblicke  normal  zur  Richtung 
seiner  Bewegung  steht.  Daraus  -folgt ,  dass  ein  Punkt ,  welcher 
sich  ohne  Reibung  auf  einer  festen  Curve  oder  Oberfläche  bewegt 
and  von  keiner  äusseren  Kraft  angegriffen  wird,  beständig  9ieselbe 
Geschwindigkeit  beibehält. 

Im  Fall  die  resultirende  Kraft  nur  an  einigen  Stellen  der 
Bahn  senkrecht  zur  letzteren  ist,  so  gilt  für  diese  Punkte  die  Glei- 
chung 

Xdx+  Ydy  +Zdz  =  0  oder  (f(t;*)  =  0; 

die  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  erreicht  also  an  je- 
der solchen  Stelle  entweder  einen  Minimal  -  oder  einen  Maximal- 
*  werth. 

50.  Wenn  ausser  den  auf  der  Bahncurve  normal  stehenden 
Kräften  noch  andere  nach  irgend  welchen  Richtungen  wirken,  so 
werden  die  ersten  immer  aus  dein  zweiten  Theile  der  Gleichung  1) 
verschwinden',  und  wenn  die  anderen  so  beschaffen  sind,  dass  ihre 
totalen  Componenten  Xy  Y,  Z  die  partiellen  Differentialqurftienten 
einer  Funktion  der  als  unabhängig  betrachteten  Variabelen'o:,  y,  z 
ausmachen,  so  bleibt  die  Gleichung  2)  ungestört.  Das  Princip  der 
lebendigen  Kraft  gilt  demnach  für  einen  Punkt ,  welcher  gezwun- 
gen ist,  sich  auf  einer  festen  Curve  oder  Oberfläche  zu  bewegen, 
and  ausserdem  durch  solche  Kräfte  angegriffen  wird,  dass  Xdx 
+  Ydy  +  Zdz  ein  exactes  Differential  in  Beziehung  auf  a:,  y,  z 
bildet.  Das  Letztere  kann  niemals  stattfinden,  wenn  Reibung  oder 
der  Widerstand  eines  Mittels  vorhanden  ist,  weil  diese  Kräfte 
keine  gegebenen  Funktionen  von  .r,  y,  z  sind. 

51.  Der  Ausdruck  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ist  immer  ein  totales 
Differential,  wenn  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  gegen 
feste  Mittelpunkte  gerichtet  sind ,  und  ihre  Intensitäten  nur  durch 
seinen  Abstand  von  diesen  verschiedenen  festen  Punkten  bedingt 
werden. 

Bezeichnen  nämlich  a,  ft,  c  die  constanten  Coordinaten  irgend 
eines  dieser  Mittelpunkte,  a:,  y,  z  die  variabelen  Coordinaten  des 
beweglichen  Punktes ,  r  ihren  gegenseitigen  Abstand ,  und  R  eine 
Funktion  von  r,  welche  das  Gesetz  der  Kraft  ausdrückt,  die 
auf  den  gegebenen  Punkt  in  derjenigen  Geraden  wirkt,  welche 
ihn  mit  dem  betrachteten  Centrum  verbindet,  so  sind  die  Compo- 
nenten dieser  Kraft ; 
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*  —  r  "^  r  r 

wobei  die  oberen  oder  unteren  VorzeicUen  zu  nehmeu  sind,  je 
nachdem  die  Kraft  anziehend  oder  ab^tossend  wirkt.  Die. Glieder, 
welchfltin  dem  Ausdrucke  JCdx  +  Ydy  +  Zdz  von  diespr  Kraft 
herrühren,  sind 

^    _  (a  —  x)  djc  +  (b—y)  dy  +  {c  —  z)  dz 

'  r 

Nun  hat  man 

{a  —  xy  +  (b  —  yy  +  {c  —  2)'  =  r«, 

woraus 

(a  —  x)  dx  +  (^  —  y)dy  +  (c  —  z)  dz  ==  —  rdr^ 

was  den  vorhergehenden  Ausdruck  auf  f  Rdr  rcducirt.  Vollführt 
man  dieselbe  Rechnung  in  Beziehung  auf  die  Kräfte  R\  R"  etc., 
welche  den  andern  festen  Mittelpunkten  entsprechen,  so  ergiebt 
sich: 

Xd^x+  Ydy  +  Zdz  =  +  Rdr  +  R'dr'  +  R"dr"  +  -  .., 

was  in  Beziehung  auf  die  unabhängigen  Variabelen  x^  y^  z  ein 

exactes  Differential  ausmacht,  weil  R  eine  Funktion  von  r,  R'  von 

r'  etc.  ist.    Man  erhält  also: 

r  r 


I 


{v*—k^)=+lRdr+JR'dr'+    etc., 


WO  Tg,  r'o  etc.  die  der  Anfangslage  entsprechenden  Werthe  von 
r,  r  etc.  sind.  Daraus  geht  hervor,  dass  der  Zuwachs  an  leben- 
diger Kraft,  oder  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit,  gleich  der 
8umme  derjenigen  Zunahmen  ist,  die  stattfinden  würden,  wenn 
jede  der  Kräfte  allein  auf  den  bewegten  Punkt  wirkte,  während 
er  von  der  einen  Lage  zu  der  andern  übergeht. 

52.  Wenn  der  Punkt  von  einer  Kraft  getrieben  wird,  die 
beständig  senkrecht  auf  einer  festen  Ebene  i^nd  blos  von  dqm  Ab- 
stände von  dieser  Ebene  abhängig  ist,  so  njitis^en  dieselben  Fol- 
gerungen stattfinden,  weil  dies,  genau  betrachtet,  i^chts  Anderes 
ist ,  als  der  besondere  Fall ,  wo  einer  der  Jilittelpunk,te  in  eine  an- 
endliche  ^ntfcrpung  von  bestimmter  Richtung  hinaue^rüokt.  Es 
dürfte  jedoch  gut  sein,  die  betreffende  Rechnung  auch  direct  an- 
zustellen. 
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Die  Gleichung  irgeud  einer  Ebene  sei 

X  cos  «  +  y  cos  ß  +  z  cos  y  —  p  =  o ,       • 

io  welcher  a,  ß,y  die  Winkel  bezeichnen,  welche  das  durch  den 
Anfang  gelegte  auf  die  Ebene  gefällte  Perpendikel  mit  den  Ach- 
sen bildet,  undp  die  Länge  dieses  Perpendikels  darstellt.  Ist  nun 
u  die  von  dem  Punkte  (x,  y,  z)  auf  dieselbe  Ebene  herabgelassene 
Senkrechte ,  so  hat  man 

u  =  x  cos  a  +  y  cos  /S  +  z  cos  y  —  p. 

Die  Componenten  der  Kraft  27,  welche  auf  diesen  Punkt  wirkt, 
sind  +  ücosMj  +  ücos  ß,  +  U cos  y.  Die  Glieder,  welche  von 
der  Kraft  U  in  den  Ausdruck  Ädx  +  Ydy  +  Zdz  eingeführt  wer- 
den ,  sind  daher : 

+  U  {dx  cos  a  +  dy  cos  ß  +  dz  cos  y)  =  +  üdu 

und  bilden  immer  ein  exactes  Differential  einer  Funktion  von  .r, 
y,  z,  weil  ü  eine  Funktion  von  u  allein  ist. 

Wäre  die  Kraft  immer  gegen  die  Ebene  gerichtet,  so  würde 
sie  ihren  Sinn  ändern ,  wenn  der  Punkt  auf  die  andere  Seite  die- 
ser Ebene  gelangt;  die  Cosinus  von  a,  /3,  y  wechseln  dann  ihre 
Zeichen,  und  man  müsste  in  der  Rechnung  hierauf  Rücksicht  neh- 
men. Noch  ist  zu  beachten;  dass  der  Werth  von  u  positiv  ist, 
sobald  der  Punkt  nicht  auf  derselben  Seite  mit  dem  Coordinaten- 
anfange  liegt,  negativ  im  entgegengesetzten  Falle,  so  dass  die  Zu- 
nahmen vou  u  in  demselben  Sinne  immer  positiv  gezählt  werden. 

Wenn  es  sich  um  die  Schwerkraft  handelt  und  die  durchlau- 
fenen Räunae  sehr  klein  im  Vergleich  mit  dem  Erdhalbmesser  sind, 
so  kann  diese  Kraft  als  senkrecht  auf  der  Horizontalebene  ange- 
sehen werden;  sie  ist  aber  der  Grösse  und  Richtung  nach  constant, 
auf  welcher  Seite  dieser  Ebene  der  Punkt  auch  liegen  mag. 
Nimmt  man  nun  die  Horizontalebeno  zur  Ebene  der  x  und  y,  und 
die  Achse  der  z  im  entgegengesetzten  Sinne  mit  der  Schwere ,  so 
hat  man    • 

z=o,    r=o,    Z=—g. 

Die  Gleichung  1)  wird  dann 

d(v^)  ^    dz 

woraus 

v*  —  k*  =  mh  —  z), 
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wenn  h  die  Höhe  der  z  bezeiclinet ,  welche  der  Geschwindigkeit  k 
entspricht.' Die  Oberflächen,  deren  allgemeine  Gleichnng  F{Xyy^z) 
=  0  sein  soll ,  sind  hier  horizontale  Ebenen ,  nnd  man  sieht  also^ 
dass  ein  materieller  Punkt,  welcher  frei  ist  oder  gezwungen  wird, 
sich  auf  einer  festen  Curve  oder  Oberfläche  zu  bewegen,  und 
welcher  von  irgend  einem  Punkte  einer  gegebenen  Horizontal- 
ebene mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  ausgeht,  zu  irgend 
einer  anderen  Horizontalebene  mit  einer  Geschwindigkeit  gelan- 
gen wird,  welche  durchaus  nicht  von  der  Natur  der  Gurre  ab- 
hängt, worauf  er  dorthin  gekommen  ist,  sondern  einzig  und  allein 
Yon  der  Entfernung  seines  Ausgangspunktes  von  dieser  Ebene. 


Viertes  CapiteL 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  festen  Curve, 


AUgemeine  Sätze. 

53.  Wir  wollen  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  festen 
Curve  betrachten ,  deren  Gleichungen 

F{^}  y,  ^)  =  0,  F,  (ar,  y, «)  =  0 
sind,  fi  bezeichne  die  unbekannte  Normalkraft;  welche  durch 
den  Widerstand  der  Carve  auf  die  Einheit  der  Masse  ausgeübt 
wird,  und  A,  fi>  v  seien  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  Achsen 
bildet.  Da  die  Curve  keine  andere  Wirkung  auf  den  bewegten 
Punkt  hat,  als  die  genannte  Normalkraft  hervorzubringen,  so  kann 
man  von  ihr  absehen,  wenn  man  diese  Kraft  in  die  Rechnung  ein- 
fährt. Vereinigt  man  letztere  mit  den  gegebenen  Kräften ,  so  darf 
der  Punkt  als  frei  betrachtet  werden,  und  die  allgemeinen  Qleich- 
Qngen  seiner  Bewegung  sind;  wenn  man  mit  AT,  F,  Z  die  Compo- 
nenten  der  beschleunigenden  Kraft  bezeichnet : 

d^x  d*v  d*z 

j^^X+Nco8k,     -^  =  Y+NcosyL,      jj^  =  Z+Ncosv. 

Die  durch  die  Winkel  A ,  fi ,  v  bestimmte  Eichtung  ist  senk- 
recht auf  der  Tangente ,  mithin 

dx  cosk  +  dy  cos  ft  +  (/«  co5  v  =  0, 
nnd  femer 

cos*A  +  cos*  fi  +  cos*  V  =  1. 
Man  erhält  also  sieben  Gleichungen  zwischen  den  acht  Orössen 
^>  y»  *>  A,  ^,  V,  iV,  ^,  und  es  wird  immer  möglich  sein,  die  sieben 
ersten  als  Funktionen  von  i  darzustellen,  womit  die  Aufgabe  ge- 
löst^ist. 
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Gilt  die  Gleichung 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  d<p  (o:,  y,  z) 

so  erhält  man  aus  den  vorhergehenden 

dx  d^x  +  dud'y+  dzd'z        ,    , 
^    ^^/^ =  dq>{x,y,z) 

und  durch  Integration 

/^^-  =  2g)  (X,  y,  z)  +  C=v\ 

Die  CoQstante  C  bestimmt  sich  hierbei  durch  den  Anfangs werth 
der  fiesch windigkeit  v.  Die  Gleichungen  der  Curve  nach  x  und  y 
aufgelöst  geben 

Hiermit  wird  die  vorhergehende  Gleichung  zu : 

dz 
dl 

und  hieraus : 

di=dz'il;(z)j 

wo  t/;  (z)  eine  bekannte  Function  von  z  bezeichnet.  Man  erhält 
dann : 


Y  [l  +  [r  iz)V  +  Ifi  (^)V]  =  29>  lfi^)Ji  (^),  ^]  +  C 


jt==Jdzfif{z)  +  C\ 


wo  C'  durch  den  Anfangswerth  von  z  bestimmt  ist.  Mau  lernt  auf 
diese  Weise  z  als  Function  von  i,  und  folglich  auch  x  und  y  aus 
den  Gleichungen  der  Curve  kennen.  In  dem  Falle,  wo  Xdx 
+  Ydy  +  Zdz  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  also  das 
Problem  immer  auf  eine  ^Juadratur  zurückgeführt  werden. 

54.  Druck  auf  die  Curve.  Da  der  bewegliche  Punkt 
als  frei  gelten  kann,  wenn  ausser  der  beschleunigenden  Kraft  noch 
der  Widerstand  N  in  Eechnung  gebracht  wird ,  so  haben  wir  es 
nur  mit  zwei  Kräften  zu  thun,  wobei  wir  die  beschleunigende 
Kraft  in  ihre  tangentiale  Componente  und  in  ihre  normale  Com- 

ponente  Q  zerlegen  wollen.  Die  Centripetalkraft  —  muss  in  die- 
sem Falle  die  Resultante  von  Q  und  N  sein,  d.  i. ,  weil  die  Kräfte 
Q  und  N  längs  derselben  Geraden  wirken. 


v^ 


r 


—    3$3    — 
Daraus  folgt 

r 
hier  ist  —  "N  das  Entgegengesetzte  des  von  der  Curve  ausgeübten 

Widerstandes,  d.h.  der  Druck,  den  die  Curve  erleidet; 

T 

das  Entgegengesetzte  der  Centripetalkraft ,  d.  h.  die  Centrifugal- 
kraft;  der  Druck  auf  die  Curve  ist  demnach  die  Resultante  aus 
der  Centrifagalkraft  und  der  normalen  Componente  der  auf  den 
beweglichen  Punkt  wirkenden  Kraft.  Für  iß  =  0  wird  der  Druck 
gleich  der  Centrifugalkraft. 

Die  vorige  Erörterung  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  den  Fall, 
wo  der  bewegliche  Punkt  die  Masse  1  besitzt,  kann  aber  auf  jeden 
anderen  Fall  ausgedehnt  werden,  wenn  man  beide  Seiton  der  obi- 
gen Gleichungen  mit  der  Masse  m  multiplicirt. 


Gezwungene  Bewegung  eines  schweren  Punktes. 

55.  Als  specielle  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  des 
vorigen  Abschnittes  möge  die  Bewegung  eines  Punktes  dienen,  der 
nur  der  Einwirkung  der  Schwere  unterworfen  und  gezwungen  ist 
anf  einer  durch  die  Gleichungen 

x^F{z),    y  =  f{z) 

bestimmten  festen  Curve  zu  bleiben ;  die  Achse  der  z  sei  verticat 
im  entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere.  Unter  Beibehaltung  de^r 
vorigen  Bezeichpipg  haben  wir  jetzt  ^ie  Gleichungen 

d*x  d^y  d}  z 

—  =NcosX,    —  =  NcoSfi,   j^  =  —  g+Ncosv. 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  üdx^  die  zweite  mit  2(/y,  die  dritte 
mit  %dz^  und  addirt,  so  kommt: 

d(o«)  =  —  2gdz^  woraus  w*  =  2gr«  +  C. 

Sei  k  die  der  Höhe  h  entsprechende  Geschwindigkeit  des  Punktes, 
so  erhält  man  hieraus : 

v*  —  k*  =  2g(h  —  z). 

Dies  ist  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte ,  welche  wir  schon 
bewiesen  haben  und  unmittelbar  hätten  aufstellen  können, 


—    364     — 

Wenn  man  für  v*  seinen  Werth 

dx^  +  dy*  +  dz* 
dt* 
oder 

dz 


^U  +  [r{z)V  +  if'(z)v\ 


dl' 

setzt ,  150  ergiebt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  nacb  /  nni 

dz 
unter  der  Annahme,  dass  der  Punkt  fällt,  mithin  y  negativ  ist,! 

^f-^     dzyT+[r(z)Y  +  [riz)r\ 

j/k*  +  2g  h  —  2gz 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  i  als  Function  von  z  bestimmen 
kann  man  sie  nach  z  auflösen ,  so  erhält  man  fiir  jedes  /  den  zi| 
gehörigen  Werth  von  z ,  sowie  nachher  x  und  y.  Das  Problem  ii 
dann  vollständig  gelöst.  Aber  selbst  in  dem  Falle.,  wo  man  dti 
vorstehenden  Ausdruck  nicht  integriren  kann ,  kennt  man  die  G 
schwindigkeit  in  jedem  Punkte ,  folglich  die  Centrifugaikraft  n 
damit  den  auf  die  Curve  ausgeübten  Druck,  welcher  die  Resul 
taute  aus  der  Centrifugaikraft  und  der  normalen  Componeute  d( 
Schwere  ist. 

56.  Wir  wollen  diese  Rechnungen  in  dem  Falle  durchfahre 
wo  die  gegebene  Curve  ein  verticaler  Kreis  ist.  Legen  wir  dj 
Achse  der  x  in  dieser  Ebene  so,  dass  sie  den  Kreis  in  seinem  tie 
sten  Punkte  berührt,  so  sind  die  Gleichungen  dieser  Carve: 

y  =  0,     o:*  +  2*  —  2az  =  0t 
wo  a  der  Radius  ist.    Man  leitet  hieraus  ab  : 

ds*_dx*+dz*_        g«  dz* 

dt*~       Ji*       ~2az  —  z*  *  dl*' 
und  die  Gleichung 

v*  —  k*  =  2g{h^z) 
wird  zu: 


2az  —  z*    dt 
woraus  folgt 

+  adz 


di  = 


]/2az  —  z*  j/ä*  +  2g h  —  2g z 
Man  nimmt  das  negative  Zeichen,  sobald  der  Punkt  fEIlt,  das  p 
sitive ,  wenn  er  steigt. 
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Das  Qaadrat  dtsr  Geschwindigkeit  ist 

für  z  =  0 ,  d.  b.  im  tiefsten  Punkte  des  Kreises  erhält*  es  seinen 
Ifaximalwertb 

Die  Geschwindigkeit  wird  Null,  wenn 

k^  +  2gh  —  2gz  =  0j    oder 2  =  ä  +  — , 


vorausgesetzt,  dass 


*  +  ^<2«, 


da  die  Grösse  von  z  den  Kreisdurchmesser  nicht  übersteigen  kann. 
Bei  dieser  Voraussetzung  wird  der  Punkt,  sobald  er  diese  Höbe 
erreicht  bat,  zurückfallen.  Seine  Geschwindigkeit  muss  auf  der 
andern  Seite  für  denselben  Werth  von  z  verschwinden ,  und  diese 
schwingende  Bewegung  wird  unaufhörlich  fortdauern.  Wenn  an- 
dererseits 

Ä  +  — >aa 

ist,  so  hat  die  Geschwindigkeit  im  höcb?jten  Punkte  des  Kreises 
ibrMinimnin;  sie  wird  niemals  zu  Null  und  die  Bewegung  geht 
beständig  in  derselben  Richtung  fort. 
Ist  endlich 

*  +  2l  =  ^''' 

SO  wird  die  Geschwindigkeit  im  höchsten  Punkte  zu  Null;  und  der 
Punkt  würde  dort  im  Gleichgewicht  bleiben,  wenn  er  dahin  ge- 
Wen  könnte;  wir  werden  aber  sehen,  dass  dies  eine  Grenzlage 
w,  welcher  er  sich  zu  naiiern  sucht,  ohne  sie  je  erreichen  zu  kön- 
ii'-n.  Dieser  Fall  ist  übrigens  der  einzige,  wo  die  Integration  sich 
Iq  endlicher  Form  ausführen  lässt;  man  hat  dann: 

a  dz 

y'2g    {^a^z)yz 

bnrch  Anwendung  der  Zerlegung 

1       ^       !_/  1       _^    I  t  \ 

2a  — 2        2j/2a\j/2ä  +  j/z        /äö  — /z  / 

I  ^rUlt  man  für  die  niedersteigende  Bewegung 
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dz  dz 


woraus 


.  7 A  /  /?^Ii±J^\ 


Die  Constantc  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass  gleich- 
zeitig /=  0  und  2  =  Ä  ist;  es  wird  daher 


Bei  der  Ankunft  des  Körpers  im  tiefsten  Funkte  hat  man 

'.      dz       ..    . 
Da  beim  Ausgange  von  diesem  Augenblick  —  positiv  ist,  so  mnss 

man  das  Zeichen  des  ersten  Werthes  für  t  ändern ,  was  giebt 

Wenn  /  zunimmt,  wächst  auch  z  nothwendig,  aber  es  ist  immer  klei- 
ner als  2a j  und  man  würde  /=  oo  finden,  wenn  man  z-=^%a  neL- 1 
men  wollte.    Der  Punkt  gelangt  also  niemals  an  die  höchste  Stelle 
des  Kreises ,  nähert  sich  ihr  aber  ins  Unendliche. 

57.  Wenn  der  Punkt  von  der  einen  Seite  der  tiefsten  Stelle 
des  Kreises  zur  andern  hin  und  her  schwingt,  so  können  wir  die 
Anfangsgeschwindigkeit  =0  setzen,  denn  dies  kommt  darauf  zu- 
rück, als  Ausgangspunkt  der  Bewegung  einen  hoher  liegenden 
Punkt  des  Kreises  zu  nehmen.  Man  hat  dann  während  der  nieder- 
gehenden Bewegung: 


-1 


dt 


und  da  —   kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  den  letzten 
2« 


Factor  folgend ermassen  entwickeln: 


—    367    — 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  Integralrechnnng  ist  weiter 

/z^dz 2"-'/Az— z*       (2w— |)A   r  z»-^dz 
/^^?~  2  2^       J  j/ä^ZI? 

und  folglich  kann  man  zwischen  irgend  welchen  Grenzen  beliebig 
viele  Glieder  der  Reihe  für  dl  integriren. 

Wir  wollen  uns  darauf  beschranken,  die  Zeit  zu  berechnen, 
welche  der  Körper  zur  Erreichung  des  tiefsten  Punktes  gebraucht, 
nnd  welche  dieselbe  ist,  deren  er  bedarf,  um  wieder  zu  der  Höhe 
A  emporzusteigen ,  wo  die  Schwingung  endet;  denn  diese  Inter- 
Talle  werden  durch  dasselbe  Integral  zwischen  denselben  Gren- 
zen 0  und  h  ausgedrückt. 

Die  erw-ähnte  Reductionsformel  giebt  zwischen  den  Grenzen 
:  =  0  und  z  =  h 

h  h 

y*    z'^dz     _(2n—\)h   /*  t'—^rfz 
^     }/hz—z*~       2/1       J  j/h^ZTzi' 

h 

/z^^—^dz 
—-r-  —    mit  An  bezeichnet,  so  ist 

{2n-l)h 
""         2«  '^'' 

Beachtet  man,  dass  j4o  =  7t,  so  führt  die  vorige  Formel  zur  fol- 
genden : 

1.3.6...  (2/1  —  1)  ^^ 

An  =  — ^  ^  ^       /^  ^      Ä»/r. 
2.4.6.,.(2/i) 

Für  die  absteigende  lialbschwingung  sind  die  Integrationsgrenzen 
zu  vertauschen ,  man  muss  also  das  Zeichen  des  zweiten  Gliedes 
ändern ,  wenn  man  von  der  Formel  Gebrauch  machen  will.  Be- 
zeichnet T  die  Dauer  der  ganzen  Schwingung,  so  ist  vorläufig 

oder 


/ 
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,/7(-(T)n+(^:)'(fj— 

{     ^\     i.A. ...in     )  Kitt)   ■*"••• 

Diese  Beibe  convergirt  gut  bei  sebr  kleinem  —  nnd  man  kann  den 

Febler  leicbt  berecbueo;  welcber  durch  das  Abbrechen  bei  irgend 
einem  Gliede  entsteht.    Enthält  der  Centriwinkel  2a,  der  die  Am- 

•  r 

plitnde  der  Schwingungen  misst,  nur  eine  kleine  Zahl  von  Gra- 
den ^  so  darf  man  sich  meistens  auf  das  erste  Glied  beschränken 
und  hat 

diese  Dauer  ist  unabhängig  von  der  Höhe  h.  Nimmt  man  die  bei- 
den ersten  Glieder,  so  wird  die  Dauer  von  h  abhängig  und  zwar 


^=-/^('n^> 


Das  Verhältniss  —  ist  der  sinus  versus  des  Winkels  a,  also  hat  man 

a 

h  .  a 

—  =  l  —  cos  a  =  2  sirr  — • 
a  2 

Dieser  letzte  Werth  von  T  ist  nur  um  eine  Grösse  4ter  Ordnung 
in  Bezug  auf  den  Winkel  a  fehlerhaft,  der  vorhergehende  um  eine 
Grösse  zweiter  Ordnung. 

58.  Das  Mittel,  um  diese  Bewegung  zu  realisiren,  besteht 
darin,  dass  man  ein  Gewicht  an  einem  sehr  feinen  Faden  von  un- 
veränderlicher Länge  aufhängt,  von  dem  das  eine  Ende  fest  ist. 
Wenn  dieser  unansdehnbare  Faden  jeder  Masse  beraubt  und  der 
schwingende  Körper  auf  einen  Punkt  reducirt  wäre,  so  würde  man 
ein  sogenanntes  einfaches  Pendel  haben.  Es  ist  aber  vortheil- 
liafter ,  einen  körperlichen  Apparat  statt  eines  Fadens  anzuwen- 
den; die  Bewegung  dieses  zusammengesetzten  Pendels 
kann  aber  nicht  mehr  nach  der  vorhergehenden  Theorie  berech- 
net werden.  Im  letzten  Falle  nennt  man  Pendellänge  die 
Länge  des  einfachen  Pendels ,  dessen  Schwingungsdauer  mit  der 
des  betreffenden  zusammengesetzten  Pendels  übereinstimmen 
würde. 
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Mittebt  einer  Formel,  welche  wir  später  beweisen  werden, 
kann  man  diese  Länge  ans  der  Gestalt  des  schwingenden  Körpers 
bestimmen,  nnd  die  Schwingungsdauer  wird  somit  durch  die  Formel 

gegeben;  in  welcher  a  die  bekannte  Länge  dieses  Pendels  bezeich- 
net. Heisst  n  die  Anzahl  der  Schwingungen,  welche  in  einer  Zeit 
9  ausgeftihrt  werden ,  so  ist 

^  =  n  r,   woraus  ^=znn  1/  —  und  g  =     ^,   , 

r    g  ^ 

eine  Gleichung,  welche  den  Werth  der  Schwere  erkennen  lässt. 
Nach  den  auf  dem  Observatorium  zu  Paris  gemachten  Beobacht- 
ungen hat  man  gefunden 

g  =  9,80896. 
Aehnliche  Versuche,  an  verschiedenen  Orten  der  Erde  an- 
gestellt, lehren  das  Gesetz  kennen;  nach  welchem  die  Schwere 
Yariirt. 

59.  Man  kann  die  Bewegung  des  Pendels  auch  mittelst  der 
Formel  bestimmen,  welche  den  Ausdruck  der  Tangentialkraft  giebt. 

Sei  OB  (Fig.  23)  der  verticale  Radius  p.     ^3 

des  Kreises,  auf  welchem  sich  der  schwere 
Punkt  bewegt,  A  die  Lage ,  von  welcher  er 
mit  der  Geschwindigkeit  k  ausgeht,  M  seine 
Lage  nach  der  Zeit  /,  und 

OB  —  Ly  BOA=za,  BOM=^,  AM=s. 
Die  Tangentialcomponente  der  beschleuni- 
genden Kraft  wird  der  Grösse  und  dem  Zei- 

chen  nach  durch  -r-z   ausgedrückt,    wobei 

das  positive  Zeichen  im  Sinne  der  wachsenden  s ,  das  negative  im 
Sinne  der  abnehmenden  s  gebraucht  wird.  Betrachtet  man  d'  als 
negativ,  wenn  der  Radius  OM  auf  die  andere  Seite  der  Verticalen 
übergeht ,  so  ist  allgemein : 

Die  Tangentialcomponente  der  Schwere  ist  g  sin  ^\  dem  vorigen 
Ausdrucke  gleich  gesetzt  ^  giebt  sie 

AnalfUftche  Mechanik.  34 
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tnnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2(f^  und  integrirt;  so  kommt 


( 


l?)  =  i.„.  +  c. 


Die  Constante  C  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass  gleich- 

zeitig  #=«  und  —  L~  =  k  ist,  woraus  folgt 

**       Q 

-,  =  -co««  +  C, 

mithin 

^)  (,-d7J  =  i»  +  X  ^^*'*  ^  - '*"  •^- 

Man  schliesst  hieraus,  weil  d^  von  entgegengesetztem  Zeichen  mit 
dl  ist,  so  lange  die  Bewegung  in  demselben  Sinne  verharrt, 

yk*  +  2gL  (cosO^  —  cosa) 

Man  würde  auf  die  vorige  Rechnung  zurückkommen ,  wenn  man 
^  durch  die  Ordinate  des  Kreises,  vom  Punkte  B  an  gerechnet, 
ausdrücken  wollte. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  d"  hinlänglich  klein  sind, 
um  ihre  viert'fen  Potenzen  vernachlässigen  zu  können,  und  dass 
die  Anfangsgeschwindigkeit  =Oist,  vereinfacht  ßich  die  vorige 
Formel  und  wird  zur  folgenden 


woraus 


=rT 


arc  cos  —  • 


Eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  gleichzeitig  /=r=0  nnd 
0"  =^  tt  sein  muss. 

Die  Geschwindigkeit  wird  Null  für  ^  =  —  er;  daraus  folgt 


=-/! 


i 

g 

und  dies  ist  die  Schwingungsdauer.  Nach  dieser  Zeit  beginnt  die 
Bewegung  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  identische  Weise ,  der 
Punkt  kommt  nach  J  mit  der  Geschwindigkeit  Null  zurück  in  der- 
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selben  Zeit  »  1/  — ,  dann  befindet  er  sich  in  denselben  Verhält- 


'"¥-,- 


nissea  wie  im  Anfange  der  Bewegung,  nnd  diese  doppelte  Schwing- 
nng* wiederholt  sich  unaufhörlich,  wenn  man  von  allen  äusseren 
Widerstanden  absieht. 

60.  Will  man  das  Problem  der  Pendelbewegung  genauer  be- 
handeln, so  hat  man  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  zu 
Hilfe  zu  nehmen ,  wie  wir  im  Folgenden  zeigen  werden. 

Aus  der  Gleichung  2)  ziehen  wir  durch  Integration  zwischen 
den  Grenzen  ^  =  a  und  ^  =  ^ 

Lde 


l 


-/; 


*/    yi^+  igL  {cosd^  —  cosa) 

wo  nun  i  die  Zeit  bedeutet,  innerlialb  deren  sich  der  ursprüngliche 
Ausschlagwinkel  o  bis  auf  d'  verringert.  Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  betrachten  wir  die  mit  ihr  identische  - 

Ld'» 


t 


^  Y fc"  +  ^g L  sin" \a  —  ^gL Single 

nnd  unterscheiden  in  letzterer  die  beiden  Fälle,  ob  A:*  +  ^gL  sin*\a 
mehr  oder  weniger  als  ^gL  beträgt,  d.  h.  ob  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit k  grösser  oder  kleiner  als  IJ^gL  cos  \a  ist. 
Im  ersten  Falle  setzen  wir  den  ächten  Bruch 


4^^ , 

— =  x' 


und  erhalten 


l^  +  ^gLsin^^n 
a 


oder  einfacher  mittelst  der  Substitution  9  =  i<p 

-      i« 
l 


r      g  J  yi  —  oi^sin^q) 


Nach  der  Legendre'schen  Bezeichnung  für  die  elliptischen  Inte- 
grale erster  Art,  nämlich 

.9 

dtp  


/ 


F(x,9) 


erhält  man  jetzt 

24* 
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Für  die  Zeit,  welche  vom  Anfange  bis  zum  Durchgänge  durch  den 
tiefsten  Punkt  verstreicht,  ist  ^  =  0  und 

it  =  xj/-F{'K,la)  mithin  ii  —  t=9tj/-F{»,^^ 

Nach  den  in  Nr.  56  befindlichen  Auseinandersetzungen  erhellt 
übrigens  sehr  leicht,  dass  im  vorliegenden  Falle  keine  Schwing- 
ungen im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  sondern  vollständige 
Umläufe  um  den  festen  Punkt  des  Pendels  ausgeführt  werden; 
die  Zeit  eines  solchen  Umlaufs  ergiebt  sich,  wenn  man  a  —  ^ 
von  0  bis  27C  oder  ^  von  a  bis  a  < —  2»  ausdehnt.  Ma^  hat  daher 
zunächst 

i« 


oder  wenn  man  —  qp  an  die  Stelle  von  (p  treten  lässt 

n — ja 


f^     9  J  }/T—%^sin^q> 


das  hier  vorkommende  Integral  kann  in  drei  Theiie  zerlegt  wer- 
den, in  ein  Integral  von  —  ^^  bis  0,  in  ein  zweites  von  0  bis  a, 
und  in  ein  drittes  von  n  —  \ahid  7t^  welches  letztere  aber  von  der 
Summe  der  beiden  ersten  abzuziehen  ist;  man  findet  nun  leicht 
(z.  B.  mittelst  der  Substitution  q>=sn  —  tf;) ,  dass  das  letzte  In- 
tegral dem  ersten  gleichkommt  und  es  aufhebt ,  sodass  nur  das 
zweite  Integral  übrig  bleibt,  dessen  Werth  =  -F  (x,  w)  =  2  ^  (»,  \  n) 
ist;  man  hat  so 


r=2K^^/'(x,i«). 


g 

Will  man  umgekehrt  den  Winkel  ^  und  die  Winkelgeschwin- 

digkeit—   durch  t  ausdrücken,  so  hat  man  sich  der  Jacobi'schen 

Zeichen  zu  bedienen,  indem  man  die  Gleichung  qp  =  am  (u,  r)  als 
die  Umkehrung  von  m  =  ^(x,  9)  ansieht.  Aus  dem  für  t^  —  /  an- 
gegebenen Werthe  folgt  auf  diese  Weise 
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\^  = 


«mr-^'^|,  xjund«>ii^=*mam/^^^|,x') 


womit  der  Winkel  bestimmt  ist.   Vermöge  der  Formel 

damu  =  yi  —  yf  sin* am  u  duz=z  J amu  du 
erhält  man  sogleich  weiter 


d^ 
dl 


=-f/i-(^yi..) 


Im  zweiten  der  erwähnten  Fälle  setzen  wir  den  ächten  Bruch 


4srZ  —* 


und  bekommen  so 

a 


V     gJ   l/%*—sin^l^ 


Führen  wir  statt  ^  und  a  zwei  neue  Winkel  tp  und  ß  der  Art  ein, 

dass 

sin  ^^  =ic  sin  (f,  sin  ^a  =  n  sin  j3, 
so  wird 

ß 


r      gJ  j/i — x^sin^tp 


9 
und  in  elliptischen  Integralen  ausgedrückt : 


=  //'j{^(x.|S)-J^(«,9')| 


Die  Zeit  des  ersten  Niederganges  vom  Anfangspunkte  bis  zum  tief- 
sten Punkte  ist 

Dehnt  man  -^  von  a  bis  zu  demjenigen  Werthe  von  ^  aus,  für  wel- 
chen zum  ersten  Mal 


=  —  ^j/j  /x*-Äm*i^  =  Ö 


d& 

Tt 

wird,  so  erhält  man  die  Zeit,  in  der  das  Pendel  von  seiner  ur- 
sprünglichen Stellung  aus  zur  nächsten  Ruhelage  gelangt;  der 
betreffende   Werth   von   ^  bestimmt   sich   durch   die    Gleichung 
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sin  ^-^  =  =  X,  es  folgt  daraus  sing>  =  —  1>  9>  =  —  i»»  ^^^  niit- 
liin  ist  die  entsprechende  Zeit 

=  j/j[F(.*,ß)-F{K,-in)^ 


=/'l  {^'- 


ft  +  ^(« 


.  4«)} 


Vermindert  man  diese  Zeit  um  f, ,  so  bleibt  die  Zeit  übrig,  welche 
das  Pendel  braucht,  um  vom  tiefsten  Punkte  bis  zur  Ruhelage  zu 
gelangen;  diese  Zeit  ist 


i^  =  yjF{%,^n). 


Von  jetzt  ab  macht  das  Pendel  Schwingungen,  bei  welchen  die 
Zeit  eines  Nieder-  und  Aufganges  (Pendelschlages)  durch  2/t  aud 
folglich  die  Zeit  einer  vollständigen  Schwingung  durch  4/,  oder 

ausgedrückt  wird.  Am  einfachsten  gestalten  sich  diese  Formeln 
in  dem  Falle,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit  A:  =  0  ist;  es  er- 
giebt  sich  nämlich  x  =  sin  ^  a,  |3  ==  90^,  /,  =  /j ,  die  Zeit  eines  Pen- 
delschlages 

und  die  einer  vollen  Schwingung 

Die  Werthe  von  F{sinl^a^  ^k)  oder  kurz  F  sind  von  a==0  bis 
a  =  40^^  von  2  zu  2  Grad  folgende 


a 

F 

a 

F 

u 

F 

0 

1,57080 

14 

1,57667 

28 

1,59456 

2 

i. 57091 

16 

1,57848 

30 

1,59814 

4 

1.57127 

18 

1,58054 

32 

1,60197 

6 

1,57187 

20 

1,58284 

34 

1,60608 

8 

1,57271 

22 

1,58539 

36 

1,61045 

10 

1,57379 

24 

1,58819 

38 

1,61509 

12 

1,57511 

26 

1.59125 

40 

1 ,62002 

u.  s.  w. 
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Um  O'  und  -r-  durch  /  auszudrücken ,   hat  man   nur  die  für 


h  —  /gefundene  Gleichung  umzukehren;  man  erhält 

und  wegen  ^th  ^  d  =  »  sin  ip 

sin 


m^^  =  xsinam  j  (r,  —  t)  1/  y^  ^\ 

Mit  Hilfe  der  Differentialformel 

d  Aresin  (x  m  am  u)  =  »  cos  amudu 
zieht  man  daraus 

womit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

61.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  von  dem  Widerstände 
der  Luft  abstrahiren  können.  Diese  Einwirkung  modificirt  indes- 
sen die  Resultate  nur  wenig  und  erfordert  geringe  Correctionen 
der  Formeln.  Wir  wollen  hier  auf  die  Einzelheiten  dieses  Gegen- 
standes nicht  weiter  eingehen  und  nur  zeigen,  inwiefern  irgend 
ein  Uinderniss  die  allgemeinen  Formeln  der  Bewegung  eines  Punk- 
tes auf  einer  Curve  ändern  würde. 

Sei  F{v)  irgend  eine  gegebene  Function  der  Geschwindigkeit 
des  bewegten  Punktes,  welche  den  Widerstand  ausdrückt,  der 
durch  irgend  ein  Medium  oder  durch  die  Keibung  erzeugt  wird ; 
die  Gleichungen  der  Bewegung  des  schweren  materiellen  Punktes 
sind  dann 

d*x  dx 

dt*  ^  '  ds 

woraus  man  leicht  erhält 

d(v^)  ~  —  2gdz  —  2F{v)  ds. 
Nun  kann  man  mittelst  der  Gleichungen  der  Curve  ds  durch  z 
and  dz  ausdrücken,  v  lässt  sich  ebenfalls  als  Function  von  z,  dz 
und  dl  darstellen,  und  man  gelangt  so  zu  einer  Differentialgleich- 


376    — 


ung  zwischen  z  and  t  allein.  Kann  man  sie  integriren ,  so  finden 
sich  o;,  y,  z  als  Fnnctionen  von  ty  und  die  Bewegung  ist  ToUkom- 
men  bestimmt. 

Die  Yorhcrgebende  Gleichung  giebt  durch  Integration 


z 


r*  —  Ä«  =  2^ {h—z)—^J  F{v)  ds\ 


hieraus  ersieht  man,  dass  das  Integral  2  f  F{v)ds  den  Verlust  ans- 


fn< 


drückt,  welchen  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  von  dem  durch 
F{v)  dargestellten  Widerstand  erleidet. 

62.  Bewegung  auf  der  Cjcloide.  Wählt  man  zur 
Achse  der  x  die  Tangente  des  Scheitels  und  zur  Achse  der  z  das 
auf  die  Basis  gefällte  Perpendikel,  so  ist  die  Di£FerentialgleichaDg 
der  Cycloide 

dz ^-|  /     z 

dx  f  2a — z' 
wo  a  den  Radius  des  erzeugenden  Kreises  bedeutet ;  zugleich  neh- 
men wir  an,  dass  die  Ebene  dieser  Curve  vertical  stehe  und  dass 
die  Achse  der  z  die  der  Schwere  entgegengesetzte  Richtung  habe. 
Die  oben  gefundene  Gleichung  für  den  Fall  einer  beliebigen 
Curve  war 

1^  -^k*  =  ^g{h—z) 

oder 

ds^ 

—  =  k*+ügh  —  igz. 

Man  darf  A:  =  0  nehmen,  wenn  man  den  Ausgangspunkt  auf  der 
Cjcloide  auf  passende  Weise  erhöht,  vorausgesetzt,  dass  nicht 
k^  +  ügh'^4ga  ist.  Einerseits  hat  man  nun  die  allgemeine 
Gleichung 

^,  =  2ö'(Ä— z), 

andererseits  vermöge  der  Gleichung  der  Cycloide 

d^_lad£^ 

dt^~  z  dt*' 
mithin 
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in  welcher  Gleichimg  das  negative  Zeieben  für  die  niedersteigende 
mid  das  positive  Zeichen  für  die  aufsteigende  Bewegung  gilt. 
Im  Falle  der  niedersteigenden  Bewegung  giebt  die  Integration 

2z  — h 


-Vi 


i^=z  1/  —  arc  cos 

Die  Constante  ist  Null,  weil  gleichzeitig  /  =  0  nnd  z=h  sein 
mass;  für  2  =  0  findet  sich 


;=./!, 


i 

9 

Yon  welchem  Punkte  also  der  bewegte  Körper  auch  ausgehen 
möge,  so  gelangt  er  zu  dem  tiefsten  Punkte  der  Cycloide  doch  im- 
mer in  einer  nnd  derselben  Zeit;  man  hat  deshalb  der  Cjcloide 
den  Namen  Tautochrone  gegeben.  Integrirt  man  den  Werth 
(^  dt  von  dem  tiefsten  Punkte  an  in  dem  einen  oder  dem  andern 
Sinne,  so  erhält  man  immer  gleiche  Elemente,  woraus  hervorgeht, 
dass  von  diesem  Punkte  an  gerechnet ,  die  Lage  des  Körpers  in 
gleichen  Zeitintervallen  gleichen  Werthen  von  z  entspricht.  Er 
steigt  also  bis  zur  Höhe  h ,  wo  seine  Geschwindigkeit  Null  wird, 
und  geht  in  derselben  Zeit  zurück ,  die  er  zum  Hinabsteigen  ge- 
brauchte ;  die  Schwingungsdauer  ist  immer 


2;r  7/  —  oder  nj/  — • 
r     9  r      9 


Nun  ist  4a  der  Krümmungsradius  der  Cycloide  im  tiefsten  Punkte, 
mithin  die  Schwingnngsdauer  auf  der  Cycloide  für  jede  Ampli- 
tude dieselbe,  wie  sie  auf  dem  Krüramungskreise  des  tiefsten  Punk- 
tes, freilich  nur  für  unendlich  kleine  Amplituden,  eintreten  würde. 
Schwingt  ein  Körper  in  einer  verticalen  ebenen  Curve,  so 
darf  man  die  letztere  in  einer  unendlich  kleinen  Ausdehnung  zu 
beiden  Seiten  ihres  tiefsten  Punktes  als  mit  dem  Krümmungs- 
kreise zusammenfallend  betrachten,  und  die  Schwingungsdauer 

auf  dieser  Curve  iBi  nj/  —  ,  wenn  a  den  Krümmungshalbmesser 

bezeichnet  und  die  Amplitude  unendlich  klein  genommen  wird. 

Bildet  die  Schwingungsebene  mit  der  Verticalen  einen  Win- 
kel a,  so  kann  die  Schwere  in  zwei  Kräfte  zerlegt  werden;  die 
eine  auf  der  Ebene  senkrechte  wird  durch  den  Widerstand  der 
letzteren  aufgehoben,  die  andere  liegt  in  der  Ebene  und  parallel 
mit  der  Projection  einer  Verticalen  auf  dieselbe.    Letztere  Com- 
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ponente   ist  =  g  cos  a  und   folglich    die  Schwingongsdauer  = 

also  dieselbe,  wie  auf  einer  Curve,  deren  Ebene  ver- 


7/  " 

f     gcosa 


9 

tical  und  deren  Krtimmungsradius  = wäre:  sie  ist  endlich 

gcos  a 

die  nämliche  wie  auf  derjenigen  Curve ,  welche  in  einer  Vertical- 

ebene  durch  die  Tangente  im  tiefsten  Punkte  der  gegebenen  Curve 

liegt  und  die  Projection  jener  Curve  auf  diese  Verticalebene  bildet. 

63.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  die  Cjcloide  die  einzige 
Tautochrone  ist,  wenn  man  von  jedem  Widerstände  absieht. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  die  allgemeinere  Frage  nach 
der  Gleichung  derjenigen  Curve,  bei  welcher  die  Fallzeit  eine  ge- 
gebene Function  der  Fallhöhe  sein  würde. 

Den  Coordinatenanfang  legen  wir  auf  die  gesuchte  Curve 
und  haben  nach  der  bisherigen  Bezeichnung,  wenn  keine  Anfangs- 
geschwindigkeit vorhanden  ist, 

h 
^*  ,/;: — TT ^        «,  \       r    ds 

wo  T  die  Zeit  bedeutet,  welche  der  Punkt  braucht,  um  den  Coor- 
dinatenanfang zu  erreichen.  Dabei  ist  s  eine  Function  von  z,  etwa 
s  =  g)  (z) ,  und  die  vorstehende  Gleichung  liefert  T  als  Function 
von  Ä,  etwa  r=tf;(Ä);  umgekehrt  haben  wir  nun  $=zq)(z)  zu 
bestimmen,  wenn  r=i(;(Ä)  gegeben  ist.    Hierzu  dient  folgende 

aus  der  Theorie  der  Doppelintegrale  bekannte  Formel*): 

h 

dk  /*©'  (2)    dz  r       /    V  *    VT 

jy^—hJ  j/h—z 

multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung 

*)  Mittelst  der  Substitution  z  =  h  —  y<  verwandelt  sich  das  obige  Dop- 
pelintegral in 


A 


und  daraus  wird  durch  Einführung  von  a;«  =  f*  —  h  oder  h=z(k  —  ««, 


0  Q 
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1)  T:=.'f^ 


mit  and  integrirt  zwischen  den  Grenzen  A  =  0  und  A  ^^  fi, 

/^— A 

so  kommt  man  rechts  auf  das  erwähnte  Doppelintegral  und  er- 
hält daher 

/^-=^b(^)-<p(0)], 

d.  i.  wenn  ^(A)  für  T,  z  für  ft  gesetzt  nnd  beachtet  wird,  dass  im 
vorliegenden  Falle  q)(0)  ^=0  ist, 

2)  vW ^J    y—j^ 

Aus  der  hiermit  gefundenen  Bogengleichung  «  =?  g)  (2)  ergiebt  sich 
die  Gleichnng  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

0 
und  damit  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst. 

Die  Annahme  i^(A)  =  Const,  bildet  den  einfachsten  Fall;  die 
Formel  2)  liefert  dann 

2 

WO  .^  eine  neue  Constanto  bezeichnet.  Durch  diese  Gleichnng 
wird  bekanntlich  eine  Cycloide  charakterisirt ,  deren  Scheitel  der 
Coordinaten  an  fang  und  deren  Pfeil  die  2 -Achse  ist.  Es  giebt 
daher  im  leeren  Räume  nur  diese  eine  Tautochrone. 


Setzt  man  ferner 

x  =  QC08^y    y=(f8in^  folglich  dx  dyz=zi(  dq  d9^ 
so  gestaltet  sich  das  vorstehende  Integral  zu 

4  r  Ty  (^-^)^rf^flf^-=*/9>— ^«)2^(/^=:«[9Ö»)  — 9(0)], 

0       0  0 

wie  im  Texte  angegeben  wurde. 
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4.— 


Als  zweites  Beispiel  diene  die  Specialisirung  ^(A)  =  Cj'h; 
es  wird  in  diesem  Falle 

z 

«      ^    j/z-h 

oder  durch  Einführung  der  neuen  Variabelen  u  mittelst  der  Sub- 
stitution Ä  =  zw,  dh=zz  du, 

1 

»  •((    y\—u 

Das  noch  übrige  Integral  ist  eine  numerische  Constante,  die  sich 
entweder  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  darstellen  oder  aus 
der  Theorie  der  Euler^schen  Integrale  bestimmen  lässt;  in  jedem 
in  jedem  Falle  hat  q>{z)  d.  h.  s  die  Form 

s=B  ^?.  I 

Hieraus  zieht  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

x=/d.7/i5'-^-l=/d,7/Z_,, 

and  es  hat  hier  keine  Schwierigkeit  die  noch  ttbrige  Integration 
mit  Hilfe  der  Substitution 


Vz  (I + n' 

auszuführen,  wodurch  man  auf  eine  transscendente  Curve  kommt. 
Aehnliche  Beispiele  lassen  sich  leicht  in  beliebiger  Menge 
angeben;  in  vielen  Fällen  findet  man  für  x  einen  imaginären 
Werth,  welcher  beweist,  dass  das  entsprechende  Fallgesetz  un- 
möglich ist. 


Ftknftes  CapiteL 

Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  festen 

Oberfläche. 


AUgemeine  Sätze. 

64.  Es  sei  F(x^  y,  2)  =  0  die  Gleichung  der  festen  Ober- 
lache, N  die  Intensität  des  normalen  Widerstandes,  welchen  sie 
[arbietet,  1,  ^,  v  mögen  die  Winkel  zwischen  der  Richtung  von  N 
md  den  Achsen,  endlich  F,  Y,  Z  die  totalen  Componenten  der 
usseren  beschleunigenden  Kräfte  sein ,  so  hat  man  folgendes  Sy- 
tem  von   Gleichungen: 

d*x  d*f/  d^z 

—^=X+NcosX,     ^=Y+Ncos(i,     —  =  Z+Ncosv, 

^^dF  BF  ^dF 

dx  ^  dy  oz 


V=  + 


m'^  ©'+ m' 


)as  doppelte  Zeichen  von  V  entspricht  den  beiden  Richtungen 
er  Normale,  und  die  Rechnung  wird  in  jedem  Punkte  das  pas- 
ende Zeichen  erkennen  lassen.  « 

Sabstitnirt  man  in  die  ersten  Gleichungen  die  Werthe  von 
Qs  ü,  COS  fi,  COS  Vj  so  wird 
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Durch  Elimination  von  N  ans  diesen  drei  Gleichungen  ergeben 
sich  zwei  Gleichungen,  welche,  mit  F  (or,  y,  2)  =  0  verbunden,  die 
Coordinaten  xc,  y,  z  als  Functionen  von  i  und  somit  alle  Umstände 
der  Bewegung  bestimmen.  Diese  im  Allgemeinen  unausfflhrharcn 
Rechnungen  vereinfachen  sich,  wenn  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ein  voll- 
ständiges Differential  bildet,  also 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  dtpix^y,  2), 
and  folglich 

v*  =  29(a:,y, «)  +  C 
ist;  wo  die  willkürliche  Constante  C  durch  den  Anfangszustand  be- 
stimmt wird. 

In  der  That  liefern  die  Gleichungen  1)  unmittelbar  die  bei- 
den folgenden : 

^H      d^z  d^x  -       ^dF  dF     \ 

W^,  — rfr— j  =Zdx  —  Xdz  +  NVr^dx  —  ^dz), 
dr  dr  \dz  dx     J 

Differentiirt  man  nun  nach  irgend  einer  Variabeln  die  identischei 
Gleichung 

dy 
dy        dl 


dx        dx  ' 
Jl 


so  findet  sich 


"(£)= 


</*!/  d^x 

dt^         ^  di^ 


woraus 


^    d*y       ^    d*x       (dx\^  Jdy\         ^{dxV,{dy\ 


und  ebenso 


,    d^z       ^    d*x        .(dxY^fdz 

dx-r-z  —  dz --—  =»'(—-)  d[-— 

dt*  dt*  \ds/      \dx 


\ 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  3),  ersetzt  r* 
durch  3^  (^»y,  ^)  +  ^  ^nd  eliminirt  iVF,  so  entsteht  eine  Differen- 
tialgleichung zwischen  x,  y,  2,  welche  /  nicht  enthält,  und  die  in 
Verbindung  mit  F  (x,  y^  z)  =  0  die  Trajectorie  bestimmt.    Kennt 
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ds 

man  y  nnd  z  als  Function  von  Xy  nnd  —  als  Function  von  x,  y,  z^ 

so  wird  man  leicbt  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

dt^=^{x)dx 

gelangen ,  woraus  sich  x  als  Function  von  i  und  somit  alle  Um- 
stände der  Bewegung  ableiten  lassen. 

65.  Druck  auf  die  Fläche.  Die  Resultante  aller  an  dem 
Punkte  thätigen  Kräfte ,  mit  Einschluss  der  von  der  Fläche  her- 

rührenden  Kraft ,  ist  der  Grösse  nach  =  —  und  in  der  osculiren- 

r 

den  Ebene  der  Bahn  enthalten.    Der  Ausdruck  —  stellt  daher  auch 

r 

die  Resultante  zweier  andern  Kräfte  dar,  nämlich  der  von  der 
Fläche  erzeugten  Normalkraft  und  der  normalen  Componente  der 
äusseren  auf  den  Punkt  wirdenden  Kraft.  Bezeichnet  Q  die  letz- 
tere Componente,  O  den  Winkel  zwischen  der  osculirenden  Ebene 
und  der  Normale,  endlich  tf;  den  Winkel,  welchen  die  Kraft  Q  mit 
derselben  Normalen  einschliesst,  so  hat  man 

—  :  Q  z=ssin  ij; :  sin  ^. 
r 

Diese  Relation  bestimmt  die  Lage  der  osculirenden  Ebene,  sobald 
Vj  r,  Q  und  ^  bekannt  sind.  In  dem  speciellen  Falle  0  =  0  wird 
^  =  0,  d.  h.  die  osculirende  Ebene  ist  dann  normal  zur  Fläche. 
Die  äussere  Kraft  reducirt  sich  in  diesem  Falle  entweder  auf  Null 
oder  auf  eine  blosse  Tangentialkraft,  wie  z.B.  bei  der  Reibung 
oder  dem  Widerstände  eines  Mittels.  Da  unter  diesen  Voraus- 
setzungen die  osculirende  Ebene  der  Bahn  immer  senkrecht  auf 
der  Fläche  steht,  so  ist  die  Bahn  die  kürzeste,  welche  auf  der 
Fläche  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  gezogen  werden  kann. 

Uebrigens  ersieht  man  auch  unmittelbar  leicht,  dass  in  dem 
Falle,  wo  die  äussere  Kraft  entweder  nicht  vorhanden  oder  tan- 
gential gerichtet  ist,  die  osculirende  Ebene  der  Trajectorie  nor- 
mal zur  Fläche  sein  muss.  Die  genannte  Ebene  muss  nämlich  die 
Tangente  an  der  Bahn  und  ausserdem  die  gesammte  Resultante, 
d.h.  eine  der  Componenten  und  die  Resultante  enthalten;  sie  ent- 
hält daher  auch  die  andere  Componente,  welchenormal  zur  Fläche 
ist,  und  steht  daher  selbst  auf  der  Fläche  senkrecht. 


—    384    — 

Bowogmig  einei  soliworeiL  Pimktei  auf  einer  KngeL 

66.   Die  Gleichung  der  Kugel  »ei 

1)  Ä^  +  y* +  «•==«•; 

60  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 

^     rf^_       iV^ar  d^y_       Ny  d^_  Nz 

wo  die  z-Achse  die  Richtung  der  Schwere  hat.   Aus  diesen  Gleich- 
ungen folgt  für  die  Geschwindigkeit 

3)  e«  =  (l?J=c  +  2irr, 

WO  die  Gonstante  durch  die  anfängliche  Höhe  und  Geschwindig- 
keit des  bewegten  Punktes  bestimmt  wird. 

Das  Princip  der  Flächen  gilt  zwar  nicht  für  alle  Ebenen,  weil 
aber  die  Resultante  der  Kräfte,  welche  auf  den  Punkt  wirken,  im- 
mer die  Achse  der  z  schneidet ,  so  muss  es  für  die  Ebene  der  x 
und  y  stattfinden,  wie  wir  früher  gezeigt  haben.  Demnach  ist, 
wenn  c  eine  neue  willkürliche  Gonstante  bezeichnet 

4)  xdy  —  ydx  =  c  di] 
bringt  man  die  Gleichung  3)  auf  die  Form 

dx^  +  dy^  +  dz* 

5)  '        J.     =  c  +  ^gz, 

so  genügen  die  Gleichungen  1),  4),  5),  um  x,  y,  z  als  Functionen 
von  t  zu  bestimmen. 

Die  Differentiation  der  Kugelgleichung  giebt 

6)  xdx  +  ydy:=-^zdz] 

durch  Addition  der  Quadrate  der  Gleichungen  4)  und  6)  folgt 
weiter 

und  bestimmen  wir  x*  +  ^  und  dx^  +  dt^  aus  den  Gleichungen 
1)  und  ö),  so  erhalten  wir  zwischen  z  und  /  die  Gleichung 
(«•—  2«)  [(c  +  2gz)  dt*  —  dz*]  =  z*dz*  +  c*dl*', 
daraus  geht  schliesslich  folgende  Gleichung  hervor : 

+  adz 

7)  di=   ^  ^-^^  • 

y{a*—z*){c+2gz)—c* 

wobei  das  negative  Zeichen  dem  Steigen,  das  positive  dem  Fallen 
des  Punktes  entspricht.  Durch  Ausführung  der  Integration  würde 
man  hieraus  herleiten 
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i  =  F{z)  oder  a;  =  i?\  (/) , 
und  es  bliebe  nocb  die  horizontale  Projection  des  bewegten  Punk- 
tes zu  bestimmen ,  was  entweder  durch  die  Coordinaten  x  and  y 
oder  durch  Polarcoordinaten  geschehen  kann;  wir  wählen  das 
Letztere. 

Die  Gleichung  xdy  —  ydx  sss  cdl  wird,  wenn  man  mit  r  den 
Radius vector  der  Projection  und  mit  if;  den  Winkel  bezeichnet, 
welchen  er  mit  der  Achse  der  x  einschliesst, 

8)  r*d^lf  =  cdt  und  f^  =  a*  —  «•; 

and,  indem  man  sich  auf  das  obere  Zeichen  beschränkt, 

nv        ,  c'dt  acdz 

9)  rftji=-5— -,= 


«*— «•       (a«  —  ««)  j/(o«— ««)(c  +  2^z)  — c* 

Sabstituirt  man  für  dt  seinen  Werth  durch  z  und  dz  ausgedrückt, 
oder  denkt  man  sich  z  mittelst  der  vorigen  Integration  durch  c 
bestimmt,  so  giebt  eine  neue  Quadratur  i\f  als  Function  von  z  oder 
von  /;  da  endlich 

r*  =  a*  — z*  =  ^,(0, 
80  sind  nunmehr  alle  Coordinaten  des  bewegten  Punktes  als  Func- 
tionen von  /  bekannt.    Die  angedeuteten  Integrationen  können 
aber  nur  annäherungsweise  ausgeführt  werden. 

Will  man  den  Winkel  ^  kennen  lernen ,  welchen  der  Badius- 
vector  vom  Centrum  der  Kugel  an  den  bewegten  Punkt  mit  der 
Yerticalen  bildet,  so  hat  man  sich  nur  zu  erinnern,  dass 

z 
cos  &=  — , 
a 

ist,  also  mit  z  gleichzeitig  bekannt  wird. 

67.  Um  noch  die  Constante  c  zu  bestimmen,  zerlegen  wir  die 
Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes  in  zwei  andere  Geschwindig- 
keiten ,  deren  eine  senkrecht  auf  der  Yerticalebene  steht,  welche 
durch  diesen  Punkt  und  das  Centrum  der  Kugel  geht,  und  deren 
andere  in  dieser  Ebene  liegt.  Die  erste  ist  die  Componente  der 
Geschwindigkeit  der  horizontalen  Projection  des  Punktes  nach  der 
Senkrechten  auf  den  Radiusvector  r  der  durch  diese  Projection 
beschriebenen  Curve;  denn  diese  Senkrechte  ist  normal  auf  der 
Verticalebene ,  in  welcher  sich  die  zweite  totale  Componente  der. 
absoluten  Geschwindigkeit  des  Punktes  befindet,  und  folglich  giebt 
diese  Componente  die  Projection  Null  auf  das  Perpendikel  des 
Kadiosvector  der  Horizontalprojection. 

Analytitehe  Mechanik.  '  25 
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In  der  anfänglicben  Lage  des  Punktes  sei  d  der  Wertb  von 
Zy  k  die  Geschwindigkeit  tangential  an  der  Knge),  und  «  der  Win- 
kel, welchen  ihre  Richtang  mit  dem  Perpendikel  anf  die  Vertical- 
ebene  macht,  die  durch  den  Punkt  und  das  Centrnni  der  Kngel 
geht,  so  erhält  man  nach  dem  soeben  Gesagten: 

r  ~-  =  A:  cos  o, 
dt  ' 

und  indem  man  ^r—    seinen    aus    der   Gleichung  8)    gezogonen 

Werth  substituirt, 

—  =  Ä:  cos  a ; 
r 

^  im  Anfangspunkte  der  Bewegung 
ist,  so  wird  der  Werth  von  c 


10)  c=kj/a^  —  d^cosa. 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null,  so  wird  c  =  0,  und  man  tin- 
det  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  einfachen  Pendels  in  einer 
Verticalebene  wieder. 

68.  Es  bleibt  noch  Übrig ,  die  Grösse  und  Richtung  des  'Wi- 
derstandes N  zu  berechnen.  Um  seinen  Werth  auf  die  einfaclistp 
Weise  zu  erhalten,  multipliciren^wir  von  den  Gleichungen  3)  di»' 
erste  mit  x,  die  zweite  mit  y,  die  dritte  mit  2:,.und  addiren  die  ent- 
standenen Producte;  wir  finden  so 

11)  ^^ =  +  Na  +  gz. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung 

xdx  +  ydy  +  zdz  =  0 
ist  andererseits 

xd^x  +  yd^y  +  zd«;?=  —  da:'  — dy*  —  rfz«  =  — rf^; 

und  hiernach  geht  die  Gleichung  II)  in  die  folgende  über 

woraus 

12)  +N t±i^^ 

—  a 

und  da  N  wesentlich  positiv  ist,  so  wird  man  aus  den  Werthefl 
von  V  und  z  in  jedem  Augenblicke  sehen,  welches  von  beiden  Zei- 


—    387    — 

chen  des  ersten  Thcils  genommen  werden  mnss,  damit  die  Gleich- 
ung nicht  unmöglich  sei,  man  kennt  folglich  den  Sinn  des  von  der 
Oberfläche  ansgetibten  Widerstandes.'  Bei  positivem  z  ist  der 
zweite  Theil  der  Gleichung  12)  negativ,  und  man  muss  in  dem  er- 
sten Theile  das  untere  Zeichen  nehmen ;  daraus  geht  hervor,  dass 
die  Oberfläche  auf  den  Punkt  eine  Kraft  ausübt,  welche  von  der 
Oberfläche  gegen  das  Centrum  gerichtet  ist,  so  lange  der  Punkt 
unter  der  durch  das  Centrum  der  Kugel  gelegten  Horizontal  ebene 
liegt.  Bei  negativem  z,  d.  h.  wenn  der  Punkt  sich  über  jener  llo- 
rizontalebene  befindet;  haben  die  beiden  Glieder  d^s  zweiten  Theils 
der  Gleichung  12)  verschiedene  Zeichen,  und  das  Resultat  kann 
negativ,  Null  oder  positiv  sein.  Man  wird  das  untere  Zeichen  von 
iV  nehmen^  wenn 

die  Kraft  JV  verschwindet  für 

—  gz  =  v^, 
endlich  gilt  das  obere  Zeichen ,  wenn 

—  9Z>r^\ 

in  dem  letzten  Falle  übt  die  Oberfläche  auf  den  Punkt  einen  Druck 
ans ,  der  geg^n  das  Aeussere  der  Kugel  gerichtet  ist,  und  folglich 
sncht  sich  der  Punkt  dem  Centrum  zu  nähern. 

Man  kann  diese  verschiedenen  für  die  Eichtnng  von  'N  gel- 
tenden Bedingungen  unmittelbar  aus  der  Bemerkung  ableiten,  dass 
der  Widerstand  der  Fläche,  auf  der  ein  Punkt  sich  bewegt,  jede 
normale  Kraft  aufhebt ,  gleichviel  ob  sie  von  den  an  den  Punkt 
angebrachten  Kräften  oder  von  der  Centrifugalkraft  herrührt. 

Dies  angenommen,  sei  B,  der  Radius  des  Kreises,  in  welchem 
die  oscnlirende  Ebene  irgend  eines  Punktes  der  Trajectorie  die 
Kugel  schneidet,  mithin  Ä  der  Krümmungskreis  dieser  Curve,  so 

ist  --  die  Centrifugalkraft  und  man  muss  sie  mit  —    multipliciren, 

um  ihre  Componente  nach  demjenigen  Radius  der  Kugel  zu  er- 

halten,  welcher  durch  diesen  Punkt  geht :  man  hat  also  —  und  diese 

Kraft  ist  nach  dem  äusseren  Theile  der  Normalen  auf  der  Kugel 
gerichtet.  .Was  die  normale  Componente  der  Schwere  betrifft,  so 
ist  sie  nach  dem  äusseren  Theile  der  Normalen  gerichtet,  wenn 
der  Punkt  sich  in  der  unteren  Halbkugel,  und  gegen  das  Centrum, 
wenn  der  Punkt  in  der  oberen  Halbkugel  liegt.    Betrachtet  man 

26* 


1 


—    388    — 
also  die  Richtung  nach  aussen  als  positiv  und  die  entgegengesetzte 
als  negativ ,  so  ist  —  diese  Coroponente ,  femer der  durch 

die  Oberfläche  aufgehobene  Druck ,  und  das  Zeichen  dieses  Ans- 
drucks  bestimmt  in  der  angedeuteten  Weise  den  Sinn  dieser  Kraft. 
Es  folgt  daraus^  dass  die  Oberfläche  eine  gleiche  und  entgegen- 
gerichtete Kraft  ersetzt,  oder   einen   Widerstand  = 

darbietet,  wo  das  Zeichen  in  derselben  Weise  verstanden  sein 
soll.  In  der  unteren  Halbkugel  ist  dieser  Ausdruck  negativ,  mit- 
hin die  durch  die  Oberfläche  hervorgerufene  Kraft  nach  dem  Cen- 
tram gerichtet;  auf  der  oberen  Halbkugel  bleibt  sie  gegen  das 
Centrum  gerichtet,  wenn 

sie  erhält  aber  die  entgegengesetzte  Richtung ,  wenn 

v^+gz<0 
ist.   Man  kommt  hiermit  auf  die  erhaltenen  Resultate  zurück. 

69.  Bewegung  eines  Pendels,  das  sich  sehr  we- 
nig von  der  Verticalen  entfernt.  Die  Bewegung  eines 
Punktes  auf  der  Kugel  kann  dadurch  verwirklicht  werden ,  dass 
man  diesen  Punkt  mit  dem  Centrum  durch  einen  massenlosen  un- 
biegsamen  Faden  verbindet;  das  vorhin  behandelte.  Problem  ist 
folglich  das  des  einfachen  Pendels  in  etwas  allgemeinerer  Auf- 
fassung. Die  Rechnungen  können  vollständig  ausgeführt  werden, 
wenn  das  Pendel  einen  sehr  kleinen  Winkel  mit  der  durch  den 
Aufhängepunkt  gehenden  Verticalen  bildet. 

Wir  nennen  d  den  variablen  Winkel ,  welchen  die  Richtung 
des  Pendels  mit  jener  der  Schwere  einschliesst,  o  seinen  Anfangs- 
werth ,  der  Coordinate  z^^d  entsprechend ,  und  setzen  die  An- 
fangsgeschwindigkeit k  in  horizontaler  Richtung  voraus ,  in  wel- 
chem Falle 

c^k  }/a*  —  d« 

wird,  endlich  vernachlässigen  wir  die  sehr  kleinen  Grössen  der 
dritten  und  höheren  Ordnungen  gegen  die  der  zweiten  Ordnung, 
und  erhalten  so 

aV  atf 

=Ar»  — 2^«  +  gaa\     c*^k*a*  $in*a  =  k^a^a\ 
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Die  Formel  7)  wird  dann 


r  \9a  J  ag 


<gq  j  ag 

setzt  man  zur  Abktirznng  —  =  jS'i    so    erhält  die   vorstehende 

ga 

Gleicfanng  die  einfachere  Gestalt 


13)  dt=  +  j/^ 


add' 


woraus  man  schon  sieht ,  dass  ^  beständig  zwischen  a  und  ß  liegt. 
Man  erkennt  femer,  dass  für  a  =  ß  auch  d  beständig  gleich  a  ist; 
das  Pendel  beschreibt  also  einen  Rotationskegel  um  die  Verticale, 
und  der  materielle  Punkt  einen  horizontalen  Kreis.  Was  den  Win- 
kel ^  betrifft ,  so  giebt  die  allgemeine  Formel 

ka 
r»drf>=:c'dl,     äil>=:-^d(, 

und  da  d  =  a  =  |9,  so  reducirt  sie  sich  auf 

woraus  man,  wenn  tf;  gleichzeitig  mit  /  anfängt,  tifz=stl/  —  ablei- 
tet. In  diesem  Falle  bewegt  sich  das  Pendel  gleichförmig  und  be- 

/a 
— • 

Gehen  wir  auf  die  offenbar  integrabele  Gleichung  13)  zurück, 
bringen  sie  auf  die  Form  . 


dt 


=±/f 


/-(•■- =^7+'-=^ 


und  setzen 


Bo  erhalten  wir 


r     9    i/i  —  «• 


woraus 


'  +  ^.=±1/7 


arceotui 
9 
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für  /  =  0  wird  ^  =  a  folglich  m  =  1 5  die  Coustante  C|  ißt  mithin 
=  0  und 


=  ±i/T- 


/  =  +  i  1^  —  •  arc  cos  m, 


oder 


u  =  cos\Jlty  —\ 
woraus  «lan  für  -&*  folgenden  Werth  erhält : 

14)  ^*=  o*  cos"  (  t  J^)  +  ß*sin'(tj/i^\ 

Man  erkennt  sofort ,  dass  d*  periodisch  und  dass  die  Dauer  der 
Periode  =  ./^  ist.    Für /  =  0  hat  man 

n  7/  ö 
für  /  =  —  ^  —  ,  d.  h.  in  der  Mitte  der  Periode,  wird 

und  wenn  t^^ny   — ,  so  findet  man  wieder 

^     9 

Demnach  würde  ein  Beobachter,  welcher  sich  mit  der  das  Pendel 
enthaltenden  Verticalebene  bewegte,  das  Pendel  zwischen  denjeni- 
gen zwei  Richtungen  schwingen  sehen,  die  mit  der  Verticalen  auf 
einer  und  derselben  Seite  die  Winkel  a  und  ß  einschliossen.  Die 
Zeit,  innerhalb  deren  das  Pendel  von  der  einen  zur  andern  Kich- 

tung  gelangt,  ist  ^nj/  ^,  jedoch  würde  es  in  der  Mitte  dieser 

Zeit  nicht  in  gleicher  Entfernung  von  beiden  Geraden  sein,  denn 
es  ist  in  diesem  Momente 

was  für  d'  einen  grössern  Werth  als  das  Mittel  ^(a  +  ß)  giebt. 

Um  noch  ^  als  Function  von  /  zu  bestimmen,  wenden  wir  uns 
an  die  Gleichung 

r^dii)z=cdi  oder  rfti;  = -= 


r 
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Bestituiren  wir  für  d*  seinen  durch  /  ausgedrückten  Werth,  so 
kommt 

15)     d^  =  «^/^.  ^* 


"     «•  cos»  ( /  /  j)  +  ^'  m«  ( t  y^\ 

Die  Integration  dieser  Gleicbung  geschieht  durch  die  gewöhnliche 
Substitution  iang  i  / 1^  —  j  =  »*;  sie  giebt 

aßdv 

woraus  folgt 

^  =  arc  tang  ^-^• 

o 

Kino  Constanic  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  ^;  mit  v  gleichzeitig 
verschwinden  muss.    Umgekehrt  ist 

16)  laNgrp=  ^  v  =z  ^  tangfij/^y' 

Man  erkcniit  hieraus,  dass  der  Winkel  i/;  nicht  gleichförmig  wächst; 
er  nimmt  nach  einander  die  Wcrthe  tt,  2«,  Stt,  ...  nn  für  die  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  /  an ,  welche  den  zweiten  Theil 
der  Gleichung   16)  zum  Verschwinden  bringen;  letztere  Werthe 

sind  ny   —......  nny  —'    In  den  Mitten  dieser  verschiedenen 

Zeitintervallo  wird  das  zweite  Glied  unendlich ,  ebenso  das  erste, 
und  die  Werthe  von  ^  sind  dann  ^  ;r,  »  -|-  ^», ....,  so  dass  die 
Verticalebene ,  welche  das  Pendel  enthält,  jedesmal  senkrecht  auf 
ihrer  Anfangslage  steht.    Demnach  werden  die  vier  Viertel  der 

Drehung  dieser  Ebene  in  gleichen  Zeitintervallen,  —  Y  — -.,  durch- 
laufen, und  während  eines  jeden  von  ihnen  vollendet  das  Pendel 
in  seiner  Verticalebene  eine  Schwingung,  welche  es  von  der  einen 
jener  durch  die  Winkel  cl  und  ß  bestimmten  äussersten  Richtungen 
ZQ  der  andern  überführt.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Ver- 
ticalebene des  Pendel!  immer  dieselbe  Zeit  gebraucht,  um  zwei 
rechte  Winkel  zu  durchlaufen ,  wenn  man  von  irgend  einer  ihrer 
Lagen  ausgeht. 
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70.  Will  man  die  Bewegung  der  Projection  des  Punktes  a&f 
die  Horizontalebene  kennen  lernen ,  so  muss  man  entweder  r  nnd 
^  oder  X  and  y  als  Function  von  t  darstellen. 

Zuerst  liefert  die  Gleichung  16)  tf;,  um  r  zu  erhalten,  braucht 
man  nur  auf  die  Formel 

r*  rf  ij;  =  c'cf  <  =  A:  a  «  rff 

zurückzugehen  und  fttr  --  seinen  aus  der  Gleichung  15)  gezogenen 

Werth  zu  substituiren ;  man  findet  so 

17)  r«  =  a«r«»co«*  (^  ?^)+ 1^  **"**(<  rf)]  5 

die  Formeln  16)  und  17)  beantworten  die  Frage.  Die  Gleichung 
der  Projection. der  Trajectorie  auf  die  Horizontalebene  ergiebt 
sich  dadurch ,  dass  man  t  zwischen  diesen  Gleichungen  eliminirt, 
was  auf  folgende  Gleichung  führt : 

man  erkennt  in  ihr  die  Gleichung  einer  Ellipse  und  kann  sie  mit- 
telst der  Substitutionen  x^=r  cos  if;  und  ^  =  r  sin  ^  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  ausdrücken;  sie  lautet  dann 

Die  Halbachsen  aa  und  aß  dieser  Ellipse  sind  von  zwei  recht- 
winkligen Yerticalebenen  eingeschlossen,  von  denen  die  eine  durch 
den  Anfangspunkt  der  Bewegung  geht. 

Will  man  endlich  x  und  y  als  Functionen  von  i  darstellen ,  so 
genügt  es  9  den  durch  die  Gleichung  17)  gegebenen  Werth  von  r 
und  die  Werthe  von  cos  ^  und  sin  ^  aus  der  Formel  16)  in  die 
Gleichungen  x  =  rcos^  nnd  y  =  rsiniif  einzuführen;  man  findet 

Daran  knüpft  sich  eine  Bemerkung,  die  mit  einem  später  vorkom- 
menden allgemeinen  Principe  zusammenhängt.  Da  nämlich  der 
Werth  für  x  nicht  von  /3,  und  der  für  y  nicht  von  a  abhängt,  so 
geschieht  die  auf  die  Achse  der  x  projicirte  Bewegung  ebenso, 
als  wenn  ß  Null  wäre  nnd  das  Pendel,  von*dör  Verticalen  um  den 
Winkel  o  entfernt,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  der  Einwirkung 
der  Schwere  überlassen  bliebe;  ebenso  ist  die  auf  die  Achse  der  y 
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projicirte  Bewegung  dieselbe,  als  giuge  das  Pendel  von  der  Ver- 
ticalen  mit  der  gegebenen  gegen  die  Acbse  der  y  gerichteten  An- 
fangsgeschwindigkeit aus.  Demnach  bringen  die  beiden  Ursachen 
der  Bewegung,  nämlich  die  Entfernung  aus  der  Verticalcn  und 
die  Anfangsgeschwindigkeit,  getrennt  ihre  Wirkungen  hervor,  und 
man  erhält  in  irgend  einem  Augenblicke  immer  die  genaue  Lage 
des  bewegten  Punktes  ^  wenn  man  die  diesem  Augenblicke  ent- 
sprechenden Verrtickungen  in  jenen  beiden  Bewegungen  zusam- 
mensetzt, welche  durch  jede  der  beiden  wirkenden  Ursachen  isolirt 
hervorgebracht  werden  würden. 


Sechstes  Capitel. 
Die  Arbeit  einer  Kraft.     Die  lebendige  Ki-aft- 


Die  Arbeit  einer  Elraft. 

7J .  Auf  den  Begrifif  der  Arbeit  einer  Kraft  ist  man  durch  die 
praktischen  Fälle  gekommen,  bei  denen  es  sich  um  eine  nützliche 
Verwendung  von  Menschen-  oder   Thierkräften  handelt.     Lässt 
man  z.  B.  durch  einen  Menschen  irgend  einen  schweren  Körper 
in  geradliniger  und  gleichförmiger  Bewegung  aus  der  Tiefe  eines 
Schachtes  zu  Tage  fördern,  so  wird  der  Arbeiter  eine  Zeit  lang 
constant  angestrengt,  und  zwar  ist  diese  Anstrengung  sowohl  dem 
Gewichte  des  zu  hebenden  Körpers  als  auch  der  Höhe  proportio- 
nal ,  auf  welche  der  Körper  gehoben  werden  mnss.    Man  schätzt 
daher  die  mechanische  Leistung  eines  Menschen  nach  dem  Pro- 
dukte aus  dem  bewältigten  Gewichte  in  die  Höhe,  auf  welche  letz- 
teres gehoben  wurde;  dem  entsprechend  versteht  m&n  überhaupt 
unter  der  Arbeit  oder  Leistung  einer  Kraft  das  Produkt 
aus  der  Kraft  in  den  Weg,  welchen  ihr  Angriffspunkt  zurücklegt, 
wenn  er  im  Sinne  der  Kraft  verschoben  wird.    Diese  Definition  ist 
aber  noch  für  den  Fall  zu  verallgemeinern ,  wo  sich  der  Angriffs- 
punkt der  Kraft  in  einer  andern  Richtung  als  jener  der  Kraft  be- 
wegt.   Wie  sich  später  zeigen  wird;  ibt  dann  die  aufgewendete 
Arbeit  gleich  dem  Produkte  aus  der  Kraft  in  die  Projection  des 
Weges  auf  die  Kraftrichtung,  und  hierin  besteht  die  allgemeinere 
Definition  der  Arbeit  einer  Kraft. 

Dieser  Erklärung  zufolge  wird  die  Arbeit  einer  Kraft  durch 
die  Zahl  1  dargestellt,  wenn  die  Kraft  gleich  der  Einheit  ist  und 
ihr  Angriffspunkt  um  eine  Längeneinheit  im  Sinne  der  Kraft  ver- 
schoben wird.    Mit  anderen  Worten,  die  Einheit  der  Leistung  einer 
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Kraft  ist  diejenige  Arbeit ,  womit  1  Kilogramm  um  1  Meter  verti- 
cal  gehoben  wird,  d.  h.  kurz  ein  Kilogranjmmeter.  (In  den 
Fällen,  wo  auf  die  Zeit  Rücksicht  genommen  werden  muss,  setzt 
man  voraus,  dass  die  zu  vergleichenden  Arbeiten  in  einer  und  der- 
selben Zeit,  gewöhnlich  in  einer  Secunde,  verrichtet  werden.) 

Aus  der  obigen  Definition  geht  ferner  hervor,  dass  die  Arbeit 
einer  Kraft  als  positiv  oder  negativ  in  Rechnung  zu  bringen  ist, 
jenachdem  der  Weg  des  Angriffspunktes  der  Kraft  einen  spitzen 
oder -stumpfen  Winkel  mit  der  Kraftrichtung  einschliesst;  ist  die- 
ser Winkel  ein  rechter ,  so  findet  weder  in  dem  einen  noch  im  an- 
deren Sinne  eine  Bewegung  nach  der  Kraftrichtung  statt,  und  die 
xirbeit  der  Kraft  ist  dann  gleich  Null. 

Im  Vorigen  wurde  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Kraft  wäh- 
rend der  Bewegung  tsonstant  bleibe;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so 
theilt  man  die  Bewegung  in  eine  unendlich  grosse  Anzahl  unend- 
lich kleiner  Intervalle,  so  dass  während  jedes  einzelnen  Intervalles 
die  Kraft  als  constant  gelten  kann.  Die  Leistung  der  Kraft  bildet 
dann  die  Summe  aller  ihrer  elementaren  Leistungen  und  wird 
durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedrückt.  Bezeichnet  nämlich 
f*  die  veränderliche  Kraft,  ds  ein  Element  der  von  ihrem  Angriffs- 
punkte beschriebenen  Curve,  und  q)  den  Winkel  zwischen  ds  und 
der  Kraftrichtung,  so  ist  Pds  cos  (p  die  elementare  Arbeit,  folglich 


/ 


P  cos  (p  ds 


die  gesammte  Arbeit.  Integrationsgrenzen  sind  hier  nicht  ange- 
geben worden,  weil  sie  davon  abhängen,  ob  man  eine  der  Grössen 
Py  qp,  s  oder  die  Zeit  als  unabhängige  Variabele  betrachtet. 

72.  DasPriAcip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 
Das  virtuelle  Moment  einer  Kraft  ist,  dem  Vorigen  zufolge ,  iden- 
tisch mit  der  elementaren  Arbeit  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf  die 
virtuelle  Verrückung  ihres  Angriffspunktes ;  man  kann  daher  das 
Princip  der  virtuelleü  Geschwindigkeiten  in  folgender  Form  aus- 
sprechen : 

Wenn  ein  System  von  materiellen  Punkten  im 
Gleichgewichte  ist,  so  verschwindet  die  algebrai- 
sche Summe  der  elementaren  Arbeiten  aller  Kräfte 
beijeder  unter. den  Bedingungen  des  Systemes  zu- 
lässigen virtuellen  Verrückung  der  Punkte. 
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Auch  findet  umgekehrt  das  Gleichgewicht  statt,  sohald  die  er- 
wähnte  Summe  verjphwindet. ' 
*  73.  Arbeit  der  Kesultante  mehrerer  Kräfte.  Wenn 
die  auf  ein  starres  System  wirkenden  Kräfte  eine  Kesultante  haben^ 
so  können  sie  durch  Einführung  einer  der  Resultante  gleichen  and 
entgegengesetzten  Kraft  ins  Gleichgewicht  gesetzt  werden;  dann 
verschwindet  aber  die  Summe  der  elementaren  Arbeiten  aller  vor- 
handenen Kräfte ,  und  es  ist  daher  die  Elementararbeit  der  neu 
eingeführten  Kraft  gleich  und  entgegengesetzt  der  algebraischen 
Summe  der  Elementararbeiten  aller  gegebenen  Kräfte.  Da  femer 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Arbeiten  entsprechen,  so  hat  man  auch  die  Arbeit  der 
^Resultante,  nämlich: 

Die  elementare  Arbeit  der  Resultante  mehrerer 
an  einem  starren  Systeme  wirkender  Kräfte  ist  bei 
jeder  virtuellen  Verrückung  der  Punkte  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Elementararbeiten  der 
Componenten. 

Denkt  man  sich  eine  Kraft  P,  deren  virtuelles  Moment  oder 
deren  Elementararbeit  =  P dp  ist,  in  ihre  rechtwinkligen  Com- 
ponenten zerlegt,  so  hat  man  wie  in  Nr.  95  S.  92  die  Gleichung 

Pdp  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz-, 
der  Ausdruck 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 
stellt  demnach  die  elementare  Arbeit  einer  Kraft  dar,  deren  Com- 
ponenten F,  X^  Z  sind  und  deren  Angriffspunkt  um  die  aus  den 
Strecken  dx^  dy^  dz  zusammengesetzte  Strecke  verschoben  wird. 

Dio  lebendige  Kraft 

74.  Für  die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes,  dessen  Masse  ^ 
==  m  ist  und  auf  welchen  die  bewegende  Kraft  F  wirkt,  gilt  die 
Gleichung 

d^x 

dem  Wege  dx  entspricht  die  elementare  Arbeit  Fdx^  und  zufolge 

der  vorigen  Gleichung  ist 

d*x 
1)  Fdx  =  m  —  dx  =  ^  rf  {mv^), 
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dcc  * 

wobei  V  die  Geschwindigkeit  —  bezeichnet.  Die  erhaltene  Gleich- 
ung lehrt ,  dass  die  elementare  Arbeit,  oder  das  anendliche  kleine 
Increment  der  von  F  überhaupt  verrichteten  Arbeit,  gleich  ist 
dem  halben  Zuwachs  des  Produktes  mv^.  Letzteres  nennt  man 
die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Masse,  und  spricht  daher 
die  obige  Gleichung  in  folgendem  Satze  aus:  Bei  der  gerad- 
linigen Bewegung  eines  freien  Punktos  ist  die  ele- 
mentare Arbeit  der  bewegenden  Kraft  gleich  dem 
halben  Incremente  der  lebendigen  Kraft  der  beweg- 
ten Masse. 

Dieses  Theorem  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  die  Kraft 
Fm\i  der  Lage  des  Punktes  oder  mit  der  Zeit  varriirt;  man  kann 
nämlich  den  durchlaufenen  Weg  oder  die  hierzu  gebrauchte  Zeit 
in  unendlich  kleine  Theile  zerlegen ;  den  obigen  Satz  auf  jedes 
einzelne  Intervall  anwenden  und  somit  vom  Anfange  bis  zum  Ende 
einer  beliebigen  endlichen  Strecke  oder  Zeit  fortschreiten,  d.h. 
die  Gleichung  1)  integriren.    Man  erhält 

X 

2)  Jmt;«  — imvo*==  f  Fdx, 

Xq 

WO  »0  und  V  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  und  Ende  einer 
bestimmten  Strecke ,  Xq  und  x  die  entsprechenden  Werthe  von  x 
bedeuten.  Die  rechter  Hand  angedeutete  Integration  kann  un- 
mittelbar in  dem  Falle  ausgeführt  werden,  wo  F  nur  von  x  ab- 
hängt, und  fuhrt  zu  einem  Resultate  von  der  Foriu 

^ wr*  —  \7nv^  z=.cp{x)  —  tp  {Xq). 

In  jedem  Falle  aber  bedeutet  das  Integral  von  Fdx  die  Summe 
aller  der  positiven  oder  negativen  Elementararbeiten ,  welche  in 
den  einzelnen  unendlich  kleinen  Intervallen  verrichtet  wurden, 
d.  h.  die  gesammte  innerhalb  der  ganzen  Zeit  producirte  Arbeit 
der  Kraft  F.    Man  hat  daher  den  Satz : 

Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  freien  ma- 
teriellen Punktes  ist  die  von  der  bewegenden  Kraft 
innerhalb  irgend  einer  Zeit  verrichtete  Arbeit 
gleich  dem  halben  Zuwachs  an  lebendiger  Kraft, 
welchen  die  bewegte  Masse  während  dieser  Zeit  er- 
halten hat. 
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75.  Um  das  entsprechende  Theorem  für  die  beliebig  veränder- 
liche krammlinige  Bewegung  eines  freien  Punktes  zu  entwickeln, 
denken  wir  uns  eine  die  Masse  m  bewegende  Kraft  F  in  ihre  recht- 
winkligen Componenten  Xy  F,  Z  zerlegt,  und  bilden  die  allgemei- 
nen drei  Gleichungen  , 

4x  d*x  d^y  d^z 

^  di*  '  dt*  '  d(* 

Nach  dem  Früheren  ist  nun  Xdx  '\-  Ydy  +  Zdz  die  elementare 
Arbeit  der  Kraft  Fund  nach  dem  Obigen 

Xdx+rdy  +  Zdz  =  mi^—dx  +  ^dy  +  ^dzj 

d.  i. 

2)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  ^d  (mp*) ; 

dies  giebt  folgendes  Theorem: 

Bei  der  Bewegung  jedes  freien  Punktes  ist  die 
elementare  Arbeit  der  bewegenden  Kraft,  oder  die 
Summe  der  elementaren  Arbeiten  ihrer  Componen- 
ten, gleich  dem  halben  Increment  der  lebendigen 
Kraft  der  bewegten  Masse. 

Durch  Addition  derEIementararbciten,  sowie  der  entsprechen- 
den Incremonte,  d.  i.  durch  Integration  der  Gleichung  2)  gelangt 
man  zu  dem  weiteren  Satze: 

Bei  der  Bewegung  jedes  freien  Punktes  ist  die 
während  irgend  einer  Zeit  verrichtete  Arbeit  der 
bewegenden  Kraft  gleich  dem  halben  Zuwachs  an 
lebendiger  Kraft,  welchen  die  bewegte  Masse  wäh- 
rend derselben  Zeit  erhalten  hat. 

Im  Fall  Ä\  F,  Z  die,  partiell  nach  x,  y,  z  genommenen  Diffe- 
rential quo  tienten  einer  Function  von  o:,  y,  z  sind,  bildet  der  Aus- 
druck Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ein  vollständiges  Differential,  etwa 
dtp  (a:,  y,  2);  die  Gleichung  2)  giebt  in  diesem  Falle 

3)  im»*  — 4mV  =  g>(a:,y,  2)  —  9  (^o,yo>  2^0). 

wo  Vq  und  V  die  Geschwindigkeiten  am  Anfange  und  Ende  des  be- 
trachteten Zeitintervalles,  ^0  >  ^o  >  ^0  ^^^  ^>  ^9  ^  ^^^  entsprechenden 
Coordinaten  bedeuten. 

76.  Wir  untersuchen  endlich  noch,  wie  sich  die  obigen  Besultatc 
in  dem  Falle  gestalten,  wo  der  bewegliche  Punkt  auf  einer  festen 
Gorve  oder  Fläche  zu  bleiben  gezwungen  ist,  setzen  aber  dabei 
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voraus,  dass  die  Bewegnog  auf  der  Curve  oder  Fläche  ohne  Rei- 
buDg  geschieht.  Die  Curve  oder  Fläche  erzeugt  dann  nur  eine 
normale  Kraft,  deren  Componenten  zu  den  Componenten  X^  Y,  Z 
hinzugefügt  werden  müssen,  wenn  man  den  Funkt  als  frei  betrach- 
ten will.    Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  jetzt 

fn—-T-  =:Z+Ncosvi 
dr  ' 

mnltiplicirt  man  sie  .der  Reihe  nach  mit  (/.t,  dy,  dz  und  addirt  die 

die  Produkte,  so  kommt 

^d{mv^)  =  Xdx+  Ydy  +  Zdz    ' 

+  N  (dx  cos  X  +  dy  cos  (a  +  dz  cos  v). 

Wegen  der  normalen  Richtung  von  N  gegen  die  Trajectorie  ist 

dx        ^     t    dy    ^        ,    dz 

■r-  cosX  +  -^  cös  u  +  —-  cosv  =  Oj 

ds  ds         ^       ds 

und  es  verschwindet  daher  der  Coefficient  iV,  wie  auch  unmittel- 
bar aus  der  Bemerkung  hervorgeht,  dass  die  Arbeit  einer  zur  Tra- 
jectorie normalen  Kraft  iV  verschwindet ,  weil  die  Projection  von 
ds  auf  die  Kraftrichtung  gleich  Null  ist.  Die  vorigen  Sätze 
bleiben  daher  ungeändert,  wenn  sich  ein  Punkt  auf 
einer  festen  Curve  oder  Fläche  ohne  Reibung  bewegt. 
Für  den  Fall,  wo  die  Schwere  die  einzige  äussere  Kraft  ist, 
hat  man 

X=0,      7=0,     Z=z  —  gm, 
folglich 

Im V*  —  i wvo*  =  fng  (zq  —  z) , 
wie  schon  früher  in  Nr.  55  gefunden  wurde. 


Siebentes  Capitel. 
Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung, 


Allgemeines  Tbeorem.- 

77.  Wenn  ein  Punkt ,  mag  er  frei  oder  gezwnngen  sein ,  sich 
auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bewegen,  der  Wirkung  solcher 
Kräfte  unterworfen  ist,  dass  die  Relation 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  d^)  (a:,  y,  z) 
besteht;  folglich 

v*  =  2q>{x,y,z)  +  C 
ist,  so  besitzt  die  Cnrve,  welche  er  beschreibt,  eine  merkwürdige 

Eigenschaft  in  Beziehung  auf  das  Integral  /  vds;  nach  Substitu- 
tion des  Werthes  »=^29  (x,  y,  2)  +  ^  ist  nämlich  der  Werth  des 
obigen  zwischen  zwei  Curvenpunkten  A  und  B  genommenen  In- 
tegrales kleiner  als  für  jede  andere  von  den  zwei  Punkten  A  und 
B  begrenzte  Curve ,  welche  auf  der  nämlichen  festen  Oberfläche, 
worauf  sich  der  Punkt  bewegt,  gezogen  wäre.     Es  handelt  sich 

also  darum,  nachzuweisen,  dass  das  Integral  1  ds  ^29(x,y,z)  +  C 

zu  einem  Minimum  wird ,  wenn  a:,  y,  z  den  Gleichungen  der  Tra- 
joctorie  genügen,  und  man  muss  zu  diesem  Zwecke  zeigen,  dass 

die  Variation  J  1  vds   verschwindet.     Fixirt  man    die   beliebige 

Ourve  zwischen  A  und  B^  auf  welcher  der  materielle  Punkt  blei- 
ben muss ,  so  wird  übrigens  seine  Geschwindigkeit  immer  durch 
dieselbe  Formel 

^  v*  =  ^(p{x,y,z)  +  C 

ausgedrückt.    Nun  liefert  die  Variationsrechnung 
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d  I  vds=  I  d{vds)  =  /  (ßv  ds  +  v  öds)^ 

wo  alle  diese  Integrale  zwischen  den  Grenzen  A  und  B  genommen 
sind.   Weiter  hat  man 

iv  .d9  =  vövdt=±z\6  (v*)dly 

und  die  Gleichung 

t;«  =  29(a:,  y,  t)  +  C 
giebt 

\8{v*)  =  Xdx+  Yöy  +  Zöz', 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  den  Ausdrücken  ^,  F,  Z  die  Werthe 
von  X,  y,  z  sich  auf  die  Punkte  der  Trajectorie  beziehen,  und  dass 
x  +  dx,y  +  Jy,  z  -\-  Sz  die  entsprechenden  Coordinaten  der  un- 
endlichen nahen  Curve  bedeuten. 

Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  blei- 
ben, so  hat  man  in  jedem  Augenblicke: 

d*x  d*y  d*z 

bei  einem  freien  Punkte  ist  iV  ==  0  zu  setzen ,  mithin  können  die 
vorstehenden  Formeln  für  beide  Fälle  dienen.  Man  leitet  aus 
ihnen  folgende  Gleichung  her  : 

—  N  (öx  cos  k  +  dy  cosfi  +  öz  cos  v). 

Das  letzte  Glied  des  zweiten  Theils  verschwindet,  wenn  der  Punkt 
frei  ist,  weil  dann  iV=rO;  es  annullirt  sich  gleichfalls,  wenn  ausser- 
dem, dass  der  Punkt  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bleiben  ge- 
nöthlgt  ist,  die  unendlich  nahe  Curve  auch  auf  ihr  liegt,  weil  die 
Gerade,  welche  zwei  entsprechende  Punkte  verbindet,  senkrecht 
auf  der  Normalen  steht,  welche  mit  den  Achsen  die  Winkel  X,  fi,  v 
bildet,  und  weil  ebendesswegen 

8x  cos  X  +  Sy  cos  ^i  -{-  dz  cos  v  =  0 

sein  muss.    In  diesen  beiden  Fällen  ist  also 

d^x  ,      ,   d*y  ^      .   d*z  , 
Xdx  +Ydy  +  Zdz  =  jj^dx  +  -^8y+-^öz, 

folglich 

Sv.ds  =  dl[^^6x  +  ^dy  +  j^6z)^ 

Analytische  Mech«uik.  26 
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Aus  der  Gleichung 

'  erhält  man  weiter 

ds8ds  =  dxddx  +  dyidy  +  dzödz, 
welche  durch  Division  mit  dt  und  Vertauschung  der  ZeicheD  d 
mit  d  zur  folgenden  wird 

vids^'^dix  +  ^dSy  +  ^dSz. 
dt  dt  at 

Die  Vereinigung  der  beiden  Theile  der  Variation  von  1  vds  giebt 

dx  ^      ,  du  ^      ,  dz  ^ 

=  57*^  +  57*^+^7''' 

und  dieser  letzte  Ausdruck  muss  zwischen  den  beiden  Grenzen 
des  Integrals  genommen  werden.  Er  verschwindet  aber  an  den 
Grenzen,  weil  für  die  festen  Endpunkte  öx,  iy,  8z  der  Null  gleich 
sind;  es  genügt  sogar,  dass  die  Verrückung  dieser  beiden  Punkte 
nach  einer  zur  Trajectorie  senkrechten  Richtung  geschieht,  nm 
in  beiden  Fällen  die  Gleichung 

d^  ^      .  dy  ^      ,  dz  ^ 

5r*-^  +  d7*^+d7*'  =  « 

erhalten.    Da  die  Variation  i  j  vds  verschwindet,  so  wird  das 

Integral  j  vds  im  Allgemeinen  zu  einem  Maximum  oder  Mini- 
mum; man  sieht  jedoch,  dass  ein  Maximum  nicht  eintreten  kann. 

78.  Wird  der  Punkt  gezwungen ,  sich  auf  einer  festen  Ober- 
fläche zu  bewegen ,  und  durch  keine  äussere  Kraft  getrieben ,  so 

bleibt  seine  Geschwindigkeit  constant,  und  f  vds=vs]  mithinist 

der  durchlaufene  Bogen  ein  Minimum  zwischen  irgend  zweien  sei- 
ner Punkte,  und  folglich  ist  auch  die  zum  Durchlaufen  gebrauchte 
Zeit  ein  Minimum. 

Anwendiäigen  des  ▼origen  Theoremea. 

79.  Da  die  von  einem  freien  Punkte  beschriebene  Trajectorie, 
oder  auch  die  Curve,  welche  ein  Punkt  durchläuft,  der  sich  auf 


zu 


»"• 


—    403     - 

einer  Oberfläche  bewegen  mass,  der  Bedingung  des  Minimums 

von  I  vds  genügt,  sobald  die  Bedingung 

Jiidx  +  Ydy  +  ^dz  =  d(p  {x,  y,  z) 
erfüllt  ist,  so  kann  \nan  dadurch,  dass  man  diese  Relation  aus- 
drückt,  zu  den  Gleichungen  jener  Curve  gelangen.    Betrachten 
wir  zuerst  einen  freien  Punkt.     Setzt  man  für  v  seinen  aus  der 
Gleichung 

v*  =  2(p{x,y,z)  +  C 
gezogenen  Werth,  so  ist  das  Integral 


f>^' 


dx^  +  dt^  +  dz^  y2q>{x,y,z)  +  C 

zu  einem  Minimum  zu  machen.  Die  Regeln  der  Variationsrech- 
nung liefern  dann  folgende  Gleichungen : 

V  \   dsj        V  K   dsj         V  \   dsj 

Diese  drei  Gleichungen  reduciren  sich  auf  zwei  und  sind  die  der 
Trajectorie,  wenn  man  v  durch  Xy  y,  z  ausdrückt.  Die  Ausführung 
der  Differentiationen  giebt,  indem  man  v  als  unabhängige  Variable 
ansieht, 

d^       ds  \    ds  ds  ds/ 

ds*    ^  ds  \    ds  ds  dsj' 

di*   ^  ds\    ds  ds  ds/ 

Multiplicirt  man  die  erste  mit -~,  die  zweite  mit —,   und  subtra- 

dz      T  1.    -1  .         .  ^**^ 
hirt  sie,  multiplicirt  man  dann  die  erste  mit -—und  die  dritte  mit  — 

and  subtrahirt  sie  ebenfalls ,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden 
Beziehungen,  welche  als  Gleichungen  der  Trajectorie  gelten 
können : 


ds  ds  \ds/      ds 

„dx        ,.dz        .(dx\      \dx) 
ds  ds  \ds/       ds 


26  "'■ 
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Betrachtet  man  x  als  unabhängige  Variable  nnd  multiplicirt  die 

ds 
beiden  Theile  dieser  Gleichungen  mit  — - ,  so  wird 

dx 


--'§="•(»■& 


dx  \ 


dxyd^z 
T$)  d^ 


Diese  Gleichungen  verwandeln  sich  in  die  früheren  für  die  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Oberfläche ,  sobald  man  die  von 
der  Oberfläche  herrührende  Kraft  gleich  Null  setzt.  Die  Integra- 
tion geschieht,  nachdem  man  fär  t^  seinen  Werth  2  g)  {Xy  ^,  2)  +  ^ 
und  für  -T,  F,  Z  ihre  als  Functionen  von  a?,  y,  2  gegebenen  Werthe 
substituirt  hat. 

Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  würde  ebenfalls  die 
Gleichungen  der  Trajectorie  geben,  wenn  der  Punkt  gezwungen 
ist ,  sich  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bewegen. 

80.  Bewegt  sich  ein  freier  Punkt  vermöge  einer  nur  von  der 
EntfernuAg  abhängigen  Centralkraft,  so  ist  die  Curve  eine  ebene, 
und  es  bedarf  nur  zweier  Coordinaten  x  und  y;  ferner  ist  Xdx 
4-  Tdy  ein  exactes  Differential,  so  dass  das  Princip  der  kleinsten 
Wirkung  stattfindet  und  zur  Bestimmung  der  Trajectorie  angewen- 
det werden  darf.  Doch  ist  es  in  diesem  Falle  einfacher,  Polar- 
coordinaten  r  und  ^  zu  gebrauchen,  indem  man  zum  Pole  das 
Centrum  der  Wirkung  nimmt. 

Nennt  man  q>  die  gegen  das  Centrum  gerichtete  Kraft  und 
rechnet  die  Constante  in  das  unbestimmte  Integral  ein^-so  hat  man 

f^z=z—2  I  q>dr,      ds  =  ydr^  +  r^dd^, 
und  das  Integral;  welches  zu  einem  Minimum  werden  soll,  ist 


/' 


Die  Variationsrechnung  fahrt  zu  der  Gleichung 

j/dr^  +r*dd*  ' 

oder 


f^d^y—2jq>dr  _ 


c, 


wo  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet. 
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Daraas  leitet  man  ab 


oder 

Kennt  man  die  Kraft  tp  als  Function  von  r,  so  bildet  1  (pdr  eine 

bekannte  Function  von  r,  und  man  kann  so  die  Polargleicbung 
der  Trajectorie  erhalten,  welche  wir  später  auf  einem  andern 
Wege  wiederfinden  werden. 


Achtes  Capitel. 

Bestimmung  der  Kräfte  bei  der  relativen 
Bewegung  eines  Punktes. 


Belative  Bewegung  eines  freien  Punktes. 

81.  Die  relative  beschleunigende  Kraft.  Das  all- 
gemeine Problem^  mit  dessen  Lösung  wir  uns  beschäftigen  wollen, 
ist  folgendes :  ,,man  kennt  einerseits  die  l^räfte  und  sonstigen  Be- 
dinguugen,  wodurch  die  absolute  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  bestimmt  wird ,  andererseits  die  absolute  Bewegung  eines 
starren  Punktesystemes,  und  will  nun  neue  Kräfte  und  Bedingun- 
gen so  bestimmen,  dass  die  hieraus  resultirende  absolute  Beweg- 
ung jenes  Punktes  dieselbe  ist  wie  seine  relative  Bewegung  ge- 
gen das  erwähnte  System".  Mit  anderen  Worten,  wir  suchen  die 
relative  Bewegung  eines  Punktes  auf  eine  absolute  Bewegung 
zurückzuführen,  und  stellen  deshalb  die  Frage,  wie  die  Bestim- 
mungsdata der  zwei  gegebenen  absoluten  Bewegungen  modificirt 
oder  mit  einander  combinirt  werden  müssen^  um  die  Data  einer 
mit  der  relativen  Bewegung  identischen  absoluten  Bewegung  zu 
erhalten. 

Wie  früher  denken  wir  uns  zwei  rechtwinklige  Coordinaten- 
systeme  AX,  AY,  AZ  und  A'X\  A'Y\  A* Z\  von  denen  das  erste 
im  Kaume  unbeweglich  und  das  zweite  mit  dem  Punktesysteme 
fost  verbunden,  also  mit  diesem  beweglich  ist;  die  absolute  Lage 
des  beweglichen  Punktes  bestimmt  sich  dann  jederzeit  durch  die 
Coordin.aten  a:,  y,  «,  seine  relative  Lage  gegen  das  System  durch 
die  Coordiuaten  x\  y\  z\  Die  AnfangszuBtände  der  gegebenen 
Bewegungen  kennt  man,  mithin  auch  den  Anfangszustand  der  ab- 
soluten Bewegung,  welche  mit  der  relativen  Bewegung  des  Punk- 
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tes  gegen  das  System  identisch  ist,  man  hat  daher  nur  noch  die 
beschleanigende  Kraft  zu  ermitteln,  welche  für  sich  allein  die 
letztere  Bewegung  hervorbringen  würde. 

Dem  Früheren  zufolge  wird  bei  jeder  absoluten  Bewegung 
die  beschleunigende  Kraft,  sowohl  der  Grösse  als  der  Richtung 
nach;  durch  die  Deviation  gemessen.  Wenden  wir  dieses  Gesetz 
auf  die  relative  Deviation  des  Punktes  an ,  die  mit  der  Deviation 
in  der  gesuchten  absoluten  Bewegung  identisch  ist,  so  erhalten  wir 
die  beschleunigende  Kraft,  um  die  es  sich  gerade  handelt,  die  so- 
genannte relative  beschleunigende  Kraft.  Wir  haben  daher  auf 
die  in  Nr.  54  der  Phoronomie  entwickelte  Zerlegung  der  Deviation 
zurückzugehen.  Diese  Zerlegung  geschieht  analog  der  Zerlegung 
von  Kräften  und  ist  dabei  nur  zu  berücksichtigen,  dass  die  be- 
schleunigende Kraft  erhalten  wird,  wenn  man  die  Deviation  durch 
\^*  dividirt,  wobei  &  das  unendlich  kleine  der  Deviation  entspre- 
chende Zeitintervall  bezeichnet.  Die  Componenten  der  relativen 
Deviation;  dividirt  durch  -j'^'i  geben  demnach  die  Componenten 
der  relativen  beschleunigenden  Kraft ;  Überhaupt  gelangt  man  zu 
folgendem  Satze : 

Die  relative  beschleunigende  Kraft  bildet  die 
Resultante  von  drei  anderen  beschleunigenden  Kräf- 
ten. Von  diesen  ist  die  erste  die  beschleunigende 
Kraft  in  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes,  d.h. 
die  gegebene  Kraft  selber;  die  zweite  Componente 
ist  die  im  entgegengesetzten  Sinne  genommene  be- 
schleunigende Kraft  in  der  absoluten  Bewegung  des 
mitdem  beweglichen  Punkte  zusammenfallenden  Sy- 
stempunktes (die  Reaction  dieses  Punktes).  Die  dritte 
Componente  wird  durch  2oot;  sin  i  ausgedrückt,  und 
zwar  bezeichnet  hier  Vr  die  relative  Geschwindig- 
keit des  beweglichen  Punktes,  cd  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, womit  das  System  um  seine  momentane  Dre- 
hungsachse rotirt;  und  8  den  Winkel  zwischen  der 
Richtung  von  f^  and  der  augenblicklichen  Drehungs- 
achse. Die  letztere  Componente  steht  senkrecht  auf 
der  £bene,  welche  Vr  und  die  momentane  Drehungs- 
achse enthält,  und  der  Sinn  ihrer  Richtung  ist  ent- 
gegengesetzt dem  Sinne  der  augenblicklichen  Dre- 
hung des  .Systemes;   sie  kann  daher  als^Achse  einer 
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Drehung  betrachtet  werden,  welche  die  Richtung 
der  relativen  Geschwindigkeit  anf  dem  kürzesten 
Wege  in  die  Richtung  der  augenblicklichen  Dre- 
hungsachse überführt.  1 

Diese  Zerlegung  wurde  zuerst  von  Coriolis  gefunden,  welcher 
der  zweiten  Componente,  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen, 
den  Namen  ^.force  {fentrainement^^  und  der  dritten  den  Namen  „zu- 
sammengesetzte Centrifugalkraft"  gegeben  hat.  Specielle  Fälle 
dieses  Satzes,  wie  wir  sie  nachher  anführen  werden ,  waren  schon 
vorher  von  Newton  und  Clairaut  behandelt  worden.  j 

Man  darf  übrigens  nicht  vergessen,  dass  die  drei  Componen- 
ten  der  relativen  beschleunigenden  Kraft  nicht  unmittelbar  ge- 
geben sind ,  und  sogar  von  der  relativen  Bewegung  selber  abbän- 
gen ,  weil  Vy  und  6  erst  dann  bekannt  sind,  wenn  die  relative  Be- 
wegung völlig  bestimmt  ist.  Die  angegebene  Zerlegung  wird  da- 
her selten  von  praktischem  Nutzen  sein,  vielmehr  hat  sie  nur  einen 
theoretischen  Werth  als  anschauliche  Interpretation  der  Differen- 
tialgleichungen für  die  relative  Bewegung.  In  der  That  ist  anch 
Coriolis  von  diesen  Gleichungen  ausgegangen  und  durch  Analyse 
ihrer  einzelnen  Bestandtheile  zu  jener  Zerlegung  gelangt,  wie  es 
auf  ähnliche  Weise  in  Nr.  56  der  Phoronomie  geschehen  ist. 

Wenn  sich  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  aus  den  vor-  ' 
handenen  Daten  unmittelbar  bestimmen  lässt,  so  bedarf  es  keiner 
Untersuchung  der  relativen  beschleunigenden  Kraft;  vielmehr  hat 
man  es  dann  nur  mit  der  Combination  zweier  bekannten  absoluten 
Bewegungen,  d.h.  mit  einer  phoronomischen  Aufgabe  zu  thun. 
Meistentheils  besteht  aber  das  zu  behandelnde  Gleichungensystem 
aus  den  drei  Gleichungen  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes 
und  einer  oder  zwei  Bedingungsgleichungen,  worin  sowohl  dr,  y,  t 
als  x\  y\  z  und  auch  noch  andere  von  der  Bewegung  des  starren 
Systemes  abhängige  Grössen  vorkommen  können,  ausserdem  gel- 
ten immer  die  Gleichungen,  welche  a:,  y,  z  mit  x\y\  z  verbinden 
und  deren  Coefficienten  gegebene  Functionen  der  Zeit  sind.  Bei 
einem  freien  Punkte,  sowie  in  dem  Falle,  wo  die  Bedinganes- 
gleichungen  nur  x^  y,  z  enthalten,  lässt  sich  die  absolute  Bewegung 
des  Punktes  für  sich  bestimmen;  dies  kann  aber  nicht  mehr  ge- 
schehen, sobald  jene  Gleichungen  auch  von  der  Bewegung  des 
starren  Systeijies  abhängen ,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist« 
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82.  Progressive  Bewegung  des  Systemes.  Wenn 
das  System  der  x\  y\  z  nur  eine  fortschreitende  Bewegung  hat, 
bei  welcher  alle  Punkte  desselben  mit  einer« gemeinschaftlichen, 
wenn  auch  nicht  constanten  Geschwindigkeit  parallele  und  gleiche 
Carven  beschreiben,  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  »  =0  und 
mithin  verschwindet  die  dritte  Componente  der  relativen  beschleu- 
nigenden Kr^ft.  Das  allgemeine  Theorem  kommt  dann  auf  fol- 
gendes speciellere  zurück: 

Bei  der  progressiven  Bewegung  des  starren  Sy- 
stemes  besteht  die  relative  beschleunigende  Kraft 
aus  zwei  Componenten,  deren  erste  gleich  der  ge- 
gebenen beschleunigenden  Kraft  des  Punktes,  und 
deren  zweite  gleich  und  entgegengesetzt  der  be- 
schleunigenden Kraft  ist,  welche  die  Bewegung  ir- 
gend eines  «Sjstempunktes  bestimmt. 

Dieser  specielle  Fall,  auf  den  man  sich  in  den  meisten  Lehr- 
büchern beschränkt,  genügt  z.  B.  für  die  relative  Bewegung  der 
Planeten  und  kann  leicht  unmittelbar  abgeleitet  werden. 

Ist  die  progressive  Bewegung  des  Sjstemes  geradlinig  und 
gleichförmig,  so  verschwindet  auch  die  zweite  Componente,  und 
die  relative  beschleunigende  Kraft  wird  dann  identisch  mit  der 
gegebenen  Kraft. 

83.  Drehende  Bewegung  des  Sjstemes.  Wenn  das 
starre  System  nur  eine  Kotationsbewegnng  hat,  welche  wir  als 
gleichförmig  voraussetzen  wollen ,  so  ist  die  zweite  Componente 
der  relativen  beschleunigenden  Ktaft  identisch  mit  der  Centri- 
fugalkraft  des  coincidirenden  Systempunktes;  die  dritte  Compo- 
nente behält  ihren  *Werth  ^aVrSinS.,  Was  dieser  Ausdruck  be- 
deatet,  wollen  wir  an  dem  Falle  zeigen,  wo  das  rotirende  System 
die  Erde  ist. 

Die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  wird  von  der  Anzie- 
hung der  letzteren ,  d.h.  von  einer  Kraft  herbeigeführt,  die  bei 
jeder  Lage  der  Erde  auf  gleiche  Massen  nahezu  gleich  wirkt; 
ebendesswegen  ändert  sie  die  relativen  Bewegungen  auf  der  Erde 
in  einem  so  unmerklichen  Grade,  das3  von  ihr  abgesehen  werden 
kann.  Wir  dürfen  daher  die  Erdachse  als  unbeweglich  im  Räume 
ansehen ;  um  dieselbe  dreht  sich  die  Erde  einmal  in  einem  Stern- 
tage r=  86164  Secunden  und  es  folgt  daraus  für  (o  der  sehr  kleine 
Werth 
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2» 

CO  =  -— —  =  0,000073. 
86164         ' 

Der  Winkel  8  ist  im  vorliegenden  Falle  der  Winkel  zwischen  der 

Richtung  der  relativen  Geschwindigkeit  and  der  Erdachse  oder 

das  •Complement  des  Winkels  zwischen  der  Hichtnng  von  Vr  unu 

dem  Aeqoator,  Vr  sin  ö  bedeutet  daher  die  Projection  der  relatives 

Geschwindigkeit  auf  den  Aequator. 

Bei  einer  nicht  sehr  beträchtlichen  relativen  Geschwindigkeit 
wird  die  Componente  2o)Vr  sin  8  sehr  klein  im  Vergleich  zu  den 
beiden  ersten  Componenten  und  kann  deshalb  ftir  eine  erste  An- 
näherung vernachlässigt  werden.    Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Die  scheinbare  Bewegung  eines  Punktes  an  der 
Erdoberfläche  kann  bei  geringen  Geschwindigkei- 
ten näherungsweise  so  berechnet  werden,  dass  man 
die  Erde  als  unbeweglich  ansieht  und  zu  den  gege- 
benen auf  den  Punkt  wirkenden  Kräften  die  Centri- 
fugalkraft  hinzufügt. 

Ist  die  Anziehung  der  Erde  die  einzige  auf  den  Punkt  wir- 
kende Kraft ,  so  kommt  man  auf  das  in  Nr.  38  entwickelte  Resul- 
tat zurück. 

Die  im  vorigen  Theoreme  vernachlässigte  Componente  Scorr 
sin  8  bewirkt  gewisse  Modificationen,  die  wir  nicht  näher  unter- 
suchen wollen.  Li  ihr  liegt  z.  B.  die  Ursache  der  langst  bekann- 
ten Erscheinung,  dass  frei  fallende  Körper  bei  grossen  Fallhöhen 
merklich  nach  Osten  abweichen ;  sie  bewirkt  ferner  auch  die  Dre- 
hung der  Schwingungsebene  eines  Pendels,  welche  Poisson  wegen 
der  Kleinheit  der  Kraft  für  unbeobachtbar  hielt,  die  aber  durch 
den  Foucault^schen  Versuch  deutlich  erkannt*  worden  ist. 

Nach  dem  Früheren  stimmt  die  relative  Bewegung  überein 
mit  einer  absoluten  Bewegung,  welche  von  demselben  Anfangs- 
zustande ausgeht  und  worin  die  beschleunigende  Kraft  durclf  die 
relative  beschleunigende  Kraft  ersetzt  ist;  hieraus  folgt,  dass  alle 
für  die  absolute  Bewegung  eines  freien  Punktes  bewiesenen  Sätze 
auch  für  die  relative  Bewegung  giltig  bleiben ,  wenn  man  die  re- 
lative beschleunigende  Krs^ft  als  die  einzige  auf  den  Punkt  wir- 
kende Kraft  betrachtet.  Diese  Uebertragung  früherer  Theoreme 
wollen  wir  an  einigen  Beispielen  zeigen. 

84.  Princip  der  Flächen  für  die  relative  Beweg- 
ung. Die  vorige  Bemerkung  führt  unmittelbar  zu  folgendem  Satze: 
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Wenn  die  relative  beschleunigende  Kraft  immer 
durch  einen  und  denselben  Punkt  des  bewegten  S7- 
Btemes  geht,  so  ist  die  r^elative  Trajectorie  des  be- 
weglichen Punktes  eine  ebene  Curve,  zugleich  be- 
schreibt der  vom  Kraftcentrum  nach  dem  beweg- 
lichen Paukte  gezogene  Radiusvector  Flächen,  wel- 
che der  Zeit  proportional  wachsen. 
Die  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet: 

Wenn  der  von  einem  bestimmten,  im  Systeme 
unveränderlichen  Punkte  nach  dem  beweglichen 
Punkte  gezogene  Radiusvector  Flächen  beschreibt, 
deren  Projectionen  auf  die  mit  dem  Systeme  ver- 
bundenen Coordinatenebenen  proportional  der  Zeit 
wachsen,  wenn  also  die  relative  Trajectorie  des 
Punktes  eine  Plancurve  ist,  worin  der  Radiusvector 
gleichfalls  den  Zeiten  proportionale  .  Flächen  be- 
schreibt, 80  geht  die  relative  beschleunigende  Kraft 
immer  durch  jenen  relativ  festen  Punkt. 

,    85.    Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  die   re- 
lative Bewegung.    Bei  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes, 
die  mit  seiner  relativen  Bewegung  gegen  das  System  identisch  isty 
beträgt  das  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  entstehende  halbe  In- 
crcmcut  der  lebendigen  Kraft  ebensoviel,  als  die  während  dersel- 
ben Zeit  verrichtete  Arbeit  der  beschleunigenden  Kraft;  auf  die 
relative  Bewegung  angewendet,  gilt  dieser  Satz  gleichfalls,  wenn 
man  die  beschleunigende  Kraft  durch  die  relative  beschleunigende 
Kraft  ersetzt.   Die  letztere  besteht  aus  drei  Componenten,  mithin 
ist  ihre  elementare  Arbeit  gleich  der  Summe  von  den  elementaren 
Arbeiten  ihrer  Componenten.  Da  aber  die  dritte  Componente  senk- 
recht auf  der  relativen  Geschwindigkeit  steht,  so  jst  ihre  Arbeit 
^^0,  und  es  setzt  sich  daher  die  Arbeit  der  relativen  beschleuni- 
genden Kraft  nur  aus  den  Arbeiten  der  beiden  ersten  Componen- 
ten zusammen.    Wir  gelangen  damit  zu  folgendem  Theoreme: 

Bei  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  ist 
uas  innerhalb  eines  unendlich  kleinen  Zeitinter- 
valles  entstandene  halbe  Increment  der  lebendigen 
Kraft  gleich  der  Summe  zweier  innerhalb  derselben 
Zeit  verrichteten  Arbeiten,  nämlich  der  Arbeit  der 
gegebenen  beschleunigenden  Kraft  des  beweglichen 
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Punktes  und  der  Arbeit  einer  Kraft,  welche  der  be^ 
schlennigenden  Kraft  des  in  jenem  Augenblicke  mil 
(lern  beweglichen  Punkte  coincidirenden  System- 
pnnktes  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

« 

i 

Relative  Bewegung  eines  nicht  völlig  freien  Punktes,      j 

86.  Einem  nicht  ganz  freien  Punkte  steht  entweder  einei 
Fläche  oder  eine  Curve ,  d.  h.  der  Durchschnitt  zweier  Flächen, 
als  Spielraum  frei;  seine  Bewegung  bleibt  also  entweder  angine« 
oder^an  zwei  Bedingungsgleichungen  gebunden,  welche  letzt'^re 
sowohl  die  Zeit,  als  die  absoluten  oder  relativen  Coordinaten  des 
Punktes  enthalten-  können.  Da  sich  die  einen  Coordinaten  mitteUt 
bekannter  Transformationsgleichungen  durch  die  anderen  ans- 
•  drücken  lasse  i,  so  kann  man  immer  annehmen,  dass  in  jenen  Be- 
dingungsgleichnngen,  ausser  der  Zeit,  nur  die  einen  Coordinaten, 
z.  B.  dha  relativen  vorkommen.  Vermöge  einer  solchen  GleichuDg 
ist  nun  der  Punkt  zum  Verbleiben  auf  einer  Fläche  gezwungen, 
die  sich  mit  der  Zeit  ändert,  aber  in  jedem  Augenblicke  nach  (^e- 
stalt  und  Lage  gegen  das  bewegliche  Coordinatensystem  bestimmt 
ist.  Diese  Fläche  bietet  immer  einen  normalen  Widerstand  dar 
und  wenn  man  diese  Normalkraft  mit  den  schon  vorhandenen  am 
Punkte  wirkenden  Kräften  vereinigt,  so  darf  man  von  der  Fläche 
abstrahiren ,  d.  h.  den  Punkt  als  vollkommen  frei  betrachten.  Ist 
ferner  dem  Punkte  eine  bestimmte  Curve  angewiesen,  so  kann 
man  letztere  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  ansehen  und  von 
letzteren  abstrahiren  ^  indem  man  gleichzeitig  zwei  neue  Normal- 
kräfte einführt,  die  sich  wieder  zu  einer  einzigen  in  die  Normal- 
ebene der  Curve  fallende  Kraft  zusammensetzen  lassen.  Dem- 
nach gilt  agch  für  die  relative  Bewegung  eines  nicht 
ganz  freien  Punktes  die  Regel;  dass  man  ihn  als  völ- 
lig freie.n  Punkt  betrachten  kann,  wenn  man  zu  der 
relativen  beschleunigenden  Kraft  noch  die  aus  dem 
Widerstände  der  Fläche  oder  Curve  entspringende 
Normalkraft  hinzunimmt. 

Ist  nur  eine  Bedingungsgleichung  vorhanden,  so  kommt  hier- 
nach eine  neue  Unbekannte  in  Rechnung^  zugleich  aber  auch  eine 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes;  bei  zwei  Be- 
dingungsgleichnngen  vermehrt  sich  sowohl  die  Anzahl  der  Unbe- 
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annten ,  als  die  der  Gleichungen  um  zwei  Einheiten ;   man  hat 
aber  immer  ebensoviel  Unbekannte  als  Gleichungen. 

Nach  dem  in  Nr.  86  Gesagten  bedarf  es  kaum  der  Bemer- 
xiDgj  dass  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  auch  für  eine  rela- 
Ive  Bewegung  gilt,  bei  welcher  der  Punkt  auf  einer  Fläche  oder 
/urve  bleibt,  die  von  unveränderlicher  Form  und  mit  dem  beweg- 
icben  Systeme  fest  verbunden  ist.  Da  nämlich  in  diesem  Falle 
lie  Normalkraft  senkrecht  auf  der  relativen  Trajectorie  steht,  so 
erschwindet  die  von  ihr  verrichtete  Arbeit  und  kommt  nicht  wei- 
er  in  Rechnung. 


Anhang. 

lieber  einige  Formeln  der  anal}i;ischen  Geometrie 

des  Raumes. 


L  Senkrechte  zu  zwei  Geraden. 

Seien  a,  /5,  y  und  a',  ß',  y  die  Winkel,  welche  die  gegebenen 
Geraden  mit  den  positiven  Achsen  der  x^  y^  z  bilden,  A,  ^,  v  die 
Richtungswinkel  des  auf  jenen  beiden  Geraden  errichteten  Per- 
pendikels ,  so  hat  man  folgende  zwei  Bedingungen : 

cos  a  cos  A  +  cos  ß  cos  (i  +  cos  y  cos  v  =  0, 
cos  a  cos  k  +  cosß'  cos  fi  +  cos  y  cos  v  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  die  Verhältnisse  der  drei 
nnbekannten  Cosinus  und  liefern : 

CCS  k  :  cos  fi :  cos  v  =  {cos  ß'  cos  y  —  cos  y  cos  ß) 

:  (cos  y   cos  a  —  cos  a  cos  y) 
:  (cos  et  cos  ß  —  cos  ß '  cos  a) ; 

da  die  Summe  der  drei  Quadrate  der  Cosinus  gleich  der  £inheit 
ist,  so  erhält  man,  wenn 

(cos  ß'  cos  y  —  cos  y  cos  ßY  '+  (^cos  y  cos  a  —  cos  a  cos  y)' 
+  (cos  a  cos  ß  —  cos  ß'  cos  «)*  =  2>* 
gesetzt  wird, 

cosB'  cos y  —  cos  y  cos  3                 cos y  cos a  —  cos a  cos y 
rosX  =  -J^ L_J^ P,  cos(,^.-r ^ , 

COS  a  cos  ß  —  cos  ß'  cos  a 
cos  V  = ^ , 

wo  der  Nenner  für  alle  drei  Cosinus  mit  demselben  Zeichen  ge- 
nommen werden  muss,  und  diese  in  demselben  Verhältnisse  wie 
ihre  Zählerstehen.  Was  den  Werth  von  2>*  anbetrifft,  so  kann 
er  unter  folgender  Form  dargestellt  werden : 

(cos^a  +  cos* ß  +  cos^y)  (co^a  +  cos'ß'  +  cos*y) 
—  (cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  ß '  +  cos  y  cos  y')* ; 

er  ist  also  gleich: 

1  —  co5*r=««'F, 
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wo  Fden  Winkel  zwischen  beiden  Geraden  bezeichnet;  man  hat 

demnach : 

,   €0$  ß'  cos  y  —  cos  8  cos  y 
cosX=  + ^-r-r? — -y 

—  stn  V 

,    cos  y  cos  a  —  cos  y  cos  a 
cosu=  -i ~ r— 77 — ' , 

^       —  stn  V 

,  cos  a  cos  ß  —  cos  cc  cos  8' 
cosv=  A "^  .    -. ^' 

—  stn  V 

Die  doppelten  Vorzeichen  entsprechen  zwei  entgegengesetzten 
Richtungen;  in  der  That  liegt  auch  in  der  vorigen  Betrachtung 
nichts ,  was  über  den  Sinn ,  in  welchem  das  Perpendikel  zu  neh- 
men ist,  eine  Entscheidung  gäbe. 

2.  Der  Sinn  einer  Senkrechten  zu  zwei  Geraden. 

Legen  wir  durch  den  Coordinatenanfang  zwei  Gerade  paral- 
lel den  gegebenen  Richtungen  (a,  j3,  y),  («',  /3',  /)  und  wählen  auf 
der  ersten  irgend  einen  Punkt;  so  sind  seine  Coordinaten  x^  y,  z 
den  Cosinus  der  drei  Winkel  «,  |3,  y  proportional  und  mit  densel- 
ben Vorzeichen  versehen;  wir  ziehen  ferner  durch  diesen  Punkt 
eine  Parallele  zu  der  durch  die  Winkel  er',  ß\  y  bestimmten  Rich- 
tung und  lassen  auf  dieser  letzten  Richtung  sich  einen  Punkt  be- 
wegen. Denken  wir  uns  einen  Beobachter,  der,  mit  den  Füssen 
gegen  die  £bene  der  beiden  Geraden  gestützt,  in  dem  auf  dieser 
Ebene  errichteten  Perpendikel  steht,  so  wird  demselben  die  Be- 
wegung des  Radiusvector  von  der  Linken  zur  Rechten  oder  um- 
gekehrt vor  sich  zu  gehen  scheinen;  jenachdem  er  auf  der  einen 
oder  andern  Seite  der  Ebene  steht.  Wir  unterscheiden  diese  bei- 
den Arten  der  Bewegung  so,  dass  wir  die  Drehung  von  der  Lin- 
ken zur  Rechten  als  die  directe,  und  die  entgegengesetzte  Dreh- 
ung als  die  retrogade  bezeichen;  zugleich  möge  Achsenrich- 
tung der  Ebene  zweier  Geraden  die  Richtung  des  Perpen- 
dikels heissen ,  für  das  jene  Bewegung  direct  ist. 

Die  Werthe  der  Cosinus  der  Winkel  X,  fi,  v,  welche  das  Per- 
pendikel mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,.  sind  nach  der 
vorhergehenden  Formel,  wenn  man  in  dieselbe  Xy  y^  z  für  cos  a\ 
('OS  ß\  cos  y'  substituirt,  folgende: 

y  cos  y  —  z  cos  ß*  z  cos  oi  —  x  cos  y 

cos  A  =  ^ '—, —  ,        cos  U,=   ; -y 

+  p  ^  +p 

X  cos  ß'  —  y  cos  a 
cosv  = ?^— , 

wo  p  den  Werth  ^ 

y{y  cosy  —  z  cosß*f  +  {z  cos  a  —  x  cosy'y  +  {x  cosß'  —  y  cosaY 

hat,  so'  dass  p  nichts  Anderem  ist,  als  das  Perpendikel  vom  Coor- 
dinatenanfang auf  die  durch  den  Punkt  o:  ^  z  in  der  Richtung 
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{a\  ß\  y)  gezogene  Gerade.  Es  ist  nau  zu  entscheiden,  welches 
Zeichen  dem  p  gegeben  werden  mass ,  damit  die  Winkel  i,  fc,  v 
sich  auf  die  definirte  Achsenrichtung  der  Ebene  beziehen.  Zq  • 
diesem  Zweck'6  bemerken  wir  erst  Folgendes.  Wenn  in  einer  I 
Ebene ;  die  wir  der  Einfachheit  wegen  durch  den  Coordinaten- 
anfang  legen,  ein  Radiusvector  sich  um  den  letzteren  Punkt  in 
einem  bestimmten  Sinne  bewegt,  und  nachher  dieser  Radias- 
vector  auf  irgend  eine  andere  Ebene  projicirt  wird,  so  ist  die 
Achse  der  letztern  Bewegung  diejenige  von  den  beiden  Richtun- 
tungen  des  Perpendikels  auf  diese  neue  Ebene,  welche  einen 
spitzen  Winkel  mit  der  Achsenrichtung  der  ersteren  Bewegung 
bildet. 

Nachdem  dies  festgestellt,  wollen  wir  zunächst  die  Projection 
des  Radiusvector  auf  die  Ebene  XY  betrachten  und  mit  d  den 
Winkel  bezeichnen ,  welchen  seine  Richtung  mit  jener  der  positi- 
ven X  einschliesst ,  so  dass  die  positive  Achse  der  y  dem  Werthe 
von  ^  =  ^n;  entspricht.  Die  Bewegung  ist  dann  dircct  rücksicht- 
lich  der  Achse  der  positiven  z  wenn  ^  wächst,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  ist  sie  direct  in  Bezug  auf  die  Achse  der  negativen  :. 
Auch  weiss  man,  dass  ein  Winkel  immer  gleichzeitig  mit  dem 
algebraischen  Werth  seiner  Tangente  wächst  oder  abnimmt. 

Es  bildet  also  die  Projection  des  durch  den  Punkt  o:  y  2  ge- 
legten Radiusvector  auf  die  Ebene  XY  mit  der  Achse  der  x  einen 

Winkel ,  dessen  Tangente  allgemein  durch  den  Ausdruck  —    dar- 

X 

gestellt  wird.   Wenn  der  Punkt  xy  zin  der  Richtung  (o',  ß\  y)  um 

irgend  eine  Grösse  m  fortrückt,  so  wird  diese  Tangente  1=  ^^--=- ^; 

x-^^mcosa 

ihr  Zuwachs  beträgt  also  ,    .  ^ — ; — -,  und  d 

ar  '\'  mxcos  a 

klein  nehmen  kann,  dass  der  Nenner  positiv  ausfallt,  so  muss  das 

Vorzeichen  dieses  Zuwachses  das  des  Zählers  {x  cos  ß'  —  ycosa) 

sein.   Die  Projection  des  Radiusvector  auf  AT  erhält  demnach  eine 

Bewegung,  deren  Achse  die  Achse  der  positiven  z  ist,  wenn 

X  cos  ß'  —  y  cos  a  >  0; 

und  folglich  muss  die  Achse  der  Bewegung  im  Räume  einen  spitzen 

Winkel  mit  der  Achse  der  positiven  z  bilden.    Ebenso  haben  die 

Projectionen  auf  YZ  und  XZ  eine  directe  Bewegung  in  Bezug  auf 

die  Achsen  der  positiven  x  und  y ,  wenn 

y  cos  y  —  z  cos  /3'  >  0,     z  cos  a  —  x  cos  y  >  0. 

Findet  eine  dieser  Ungleichungen  im  entgegengesetzten  Sinne 
statt,  so  ist  die  entsprechende  Bewegung  direct  in  Bezug  auf  die 
negative  Achse,  und  die  Achse  der  Bewegung  bildet  einen  stum- 
pfen Winkel  mit  der  zugehörigen  positiven  Achse. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  von  uns  betrachtete  Achse 
der  Bewegung  mit  den  Achsen  der  positiven  o:,  y^  z  einschliesst^ 


a  man  m  so 
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hftben  also  diegelben  Zeichen  wie  die  Zähler  der  vorhin  gefunde- 
nen Werthe ;  mithin  ist  p  positiv  zu  nehmen ,  was  folgende  For- 
meln giebt: 

,       ycosy — zcosß' 
cos  l  = '- ^, 

^  P 

M.  I  Z  COS  tt  —  X  cos  y' 

1)  {coS(i  = L^ 

p 

X  cosß'  —  tj  cosa 
cos  V  = • 

P 

Substituirt  man  für  or,  y,  z  die  proportionalen  Werthe  cos  «, 

cosß^  cosy,  welche  mit  denselben  Vorzeichen  versehen  sind,  so 

erhält  man : 

cos ß  cos  y  —  cos  y  cos 8' 

cos  l  = ^ ^  .    ^ — —j 

stn  V 


cos  V 


cos  y  cos  a  —  cos  a  cos  y 

sin  V 
cos  a  cos  ß '  —  cos  ß  cos  a 


2)  {    C08(l^  , 

^  stn  V 


sin  V 

wo  V  den  Winkel  zwischen  beiden  Richtungen  bezeichnet.  Diese 
Formeln  beziehen  sich  auf  die  Achse  einer  Bewegung,  die  in  der 
Ebene  der  beiden  Kichtungen  (a,  |3,  y),  («',  /3',  /)  von  dem  Ra- 
diusvector  vollführt  wird,  wobei  er  sich  um  ihren  Durchschnitt 
dreht  und  von  der  ersten  nach  der  zweiten  hingeht.  Durch  Ver- 
taaschung  beider  Richtungen  erhält  man  eine  Bewegung  im  um- 
gekehrten Sinne,  und  wirklich  ändern  dann  die  obigen  Cosinus 
ihre  Zeichen  nicht,  aber  ihre  absoluten  Zahlen  werthe. 

Sind  die  beiden  gegebenen  Richtungen  rechtwinklig  auf  ein- 
ander, so  erhält  man : 

icos  l,  ==  cos  ß  cos  y  —  cos  y  cos  ß\ 
cos  n  =  cos  y  cos  a  —  cos  a  cos  y\ 
cos  V  =  cos  a  cos  ß'  —  cos  ß  cos  «  . 

Schneidet  man  vom  Coordinatenanfang  aus  auf  der  Richtung 
«  ß'  y  eine  Strecke  q  ab,  so  bestimmen  sich  die  Coordinaten  ihres 
Endpunktes  durch  die  Formeln 

x'=:qcosa\     y  =zq  cos  ß\     z=qcosy\ 
und  die  Gleichungen  1)  gehen  über  in 

pqcosX  =  yz'  —  zy\  pqcosfi=^zx'  —  xz\  pq  cosv  =  xy — yx\ 

Zufolge  der  Bedeutung  von  p  ist  pq  die  Fläche  des  Parallelogram- 
mes,  welches  aus  den  beiden  vom  Coordinatenanfange  nach  den 
Punkten  xyz  und  xyz  gezogenen  Strecken  construirt  werden 
kann.  Diese  Fläche  bezeichnen  wir  mit  P  und  haben  dann  die 
Gleichungen 

4)  PcosX=^yz — zy,   Pcosfi^^zx'-^xZy   Pcosv=:xy' — yx'-j 
dabei  beziehen  aicb  A,  fi,  v  auf  die  Achse  der  Fläche,  welche  letz- 
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tere  darch  einen,  anf  dem  kürzesten  Wege  von  der  Richtung  aßy 
in  die  Richtung  u  ß'y'  übergehenden  Radiosvector  beschrieben 
wird.  Denkt  man  sich  auf  dieser  Achse  eine  der  Fläche  P  pro- 
portionale Strecke  abgeschnitten,  so  bestimmen  die  Gleichungen 
4)  die  Projectionen  dieser  Strecke  auf  die  Coordinatenachsen. 

3.   Dia  Transformation  der  Coordinaten. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  von  einem  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystem  x,  y,  z  zu  irgend  einem  andern  schiefen  System 
x\  y\  z  mit  demselben  Anfangspunkte  überzugehen,  und  nehmen 
dabei,  wie  wir  es  immer  thun  wollen,  die  Lage  der  Achsen  in  der 
Weise  an,  dass  ein  Radiusvector ,  welcher  sich  um  den  Anfangs- 
punkt in  den  drei  Winkeln  der  positiven  Achsen  bewegt,  von  der 
Achse  der  x  ausgehend,  zuerst  gegen  die  Achse  der  y,  nachher 
gegen  die  der  z  fortrückt ,  und  endlich  zur  Achse  der  x  zurück- 
kehrt, dass  also  die  Richtungen  der  positiven  Achsen  die  Achsen 
dieser  drei  Bewegungen  sind.  Ferner  nennen  a,  a ,  a"  die  Cosinus 
der  Winkel ,  welche  die  Richtung  der  positiven  x'  mit  den  Rich- 
tungen der  positiven  Xy  y,  z  bildet,  6,  b\  h*'  die  Cosinns,  welche 
sich  auf  die  Richtung  der  positiven  y  beziehen ,  und  c,  c\  c"  die, 
welche  der  Richtung  der  positiven  z'  entsprechen. 

Fig.  24.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Punk- 

tes M  mögen  durch  AP^=  x\  PQ^=zy\ 
QM  =  z'  dargestellt  werden,  MJRs=x 
sei  senkrecht  auf  der  £bene  YZ,  nnd 
R  mit  A  durch  die  Gerade  B  Ä  verbun- 
'  den;  projicirt  man  nun  das  geschlos- 
sene Polygon  APQMRA  auf  AX^  %fi 
findet  man  leicht  die  Gleichung 

ax'  +  by  +  cz  —  a:=0 

r^  vorausgesetzt,  dass  die  vier  Coordina- 

ten x'j  y\  z\  X  positiv  sind.  Ist  eine  von  ihnen ,  z.  B.  y\  negativ, 
so  ist  die  Seite  des  Polygons,  die  dem  absoluten  Werthe  nach  ge- 
rechnet werden  muss,  als  —  y  zu  bezeichnen,  aber  da  sie  dann  im 
Sinne  der  negativen  y  durchlaufen  wird,  so  muss  der  sie  multi- 
plicirende  Cosinus  sein  Zeichen  ändern  und  — b  sein;  der  Aus- 
druck, welchen  man  hinzuzuschreiben  hat,  bleibt  dennoch  immer 
by\  und  die  Gleichung  ist  allgemein,  indem  man  die  Coordinaten 
als  negativ  betrachtet;  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  mit 
den  durch  die  Cosinus  gegebenen  Achsen  gerichtet  sind. 

Für  die  Coordinaten  y  und  z  findet  man  zwei  analoge  Gleich- 
ungen ,  mithin  als  allgemeine  Gleichungen  der  Transformation 

L     x  =  ax'  +  by    +  cz' 

1)  I    y  =  fl'^'  +  ^'y  +  cz 

f     z^=ax+by  +  cz, 
zu  denen  noch  folgende  Bedingungen  hinzukommen : 
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2)  \     b^  +  b'*  +  b"*  =  I 

I     c*  +  c«  +  c"'=l. 

Sind  auch  die  neuen  Achsen  rechtwinklig,  so  gelten  noch  die 
ferneren  Gleichungen 

.     ab  +  ab'  +  a'b"  =  0 

3)  )     ac  +  ac'  +  a"c"  =  0 

I     bc  +  b'c  +b"c'  =0, 

so  dass  man  nur  drei  der  neun  Grössen  a,  Ä,  c,  a\  b\  c\  a\  b'\  c 
beliebig  wählen  darf. 

Wenn  beide  Systeme  rechtwinklig  sind,  so  kann  man  vom 
zweiten  zum  ersten  durch  ähnliche  Formeln  Übergehen ,  so  dass 
die  Gleichungen  1),  2),  3)  die  folgenden  nach  sich  ziehen: 

y  =6a?  +  b*y  +  b'*z 
z  =.cx  +  cy  +  c  z'y 

!a*   +  ft*    -f  c*  =  1 
fl'«  +  y«  -f  c'«  =  1 

Iaa  +bb'  +  cc  =0 
aa'  +  bb"  +  cc'=z^ 
aa   +6i»   +CC  =0. 

Diese  Gleichungen  würden  umgekehrt  die  ersten  zur  Folge 
haben,  und  die  beiden  Systeme  )),  2),  3)  und  4),  5),  6)  sind  mithin 
identisch. 

Die  Grössen  a,  6,  c,  a',  b\  c\  a\  6",  c'  genügen  noch  andern 
wichtigen  Kelationen,  welche  aus  den  vorhergehenden  abgeleitet 
werden  können,  indem  man  zunächst  eine  Doppelsinnigkeit  zu- 
lässt,  welche  mit  geringer  Mühe  beseitigt  werden  kann.  Wir  wol- 
len aber  zeigen,  wie  man  dieselben  Eesultate  auf  viel  einfachere 
Weise  und  ohne  irgend  eine  Ungewissheit  über  die  Vorzeichen 
erhalten  kann. 

Zuerst  müssen  wir  bemerken,  dass  die  positiven  Achsen  bei- 
der Coordinatensysteme,  die  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet 
werden,  ;Bwei  verschiedene  Anordnungen  zulassen.  Dreht  man 
nämlich  das  System  der  x  y  z  so  weit ,  dass  die  Achse  der  posi- 
tiven x'  mit  der  Achse  der  positiven  o?,  und  gleichzeitig  die  Achse 
der  positiven  y  mit  der  Achse  der  positiven  y  zusammenfällt ,  so 
wird  die  Achse  der  positiven  z  entweder  mit  der  Achse  der  posi- 
tiven z  zusammenfallen  oder  die  gerade  entgegengesetzte  Lage 
erhalten.  Im  ersten  Falle  sind  die  beiden  Coordinatensysteme 
congruent,  im  zweiten  Falle  symmetrisch-gleich. 

Da  die  Achse  der  x  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Achsen  der 
y  und  z  steht,  so  können  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei 
Achsen  der  o:,  y,  z  bildet ,  nach  den  Formeln  3)  des  vorhergehen- 
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den  Abschnittes  bestimmt  werden ,  wobei  man  m  F  =  1  sn  setien 
bat;  überdies  wird  man  zusehen  müssen,  ob  die  Achsen  der  x\  y\  z 
in  derselben  Ordnung  wie  jene  der  or,  y,  z  vorkommen.  Bei  dieser 
Voraussetzung  ist  die  Achse  der  positiven  x'  die  Achse  der  Be- 
wegung eines  Hadiusvector ,  der  von  AY'  ausgehend  sich  AZ' 
nähert ;  die  Winkel  er,  j3,  y  der  eben  citirten  Formeln  5)  beziehen 
sich  also  auf  A  Y\  und  a,  ß\  y  auf  AZ\  Umgekehrt  verhält  sich 
die  Sache,  wenn  die  Reihenfolge  der  drei  Achsen  die  entgegen- 
gesetzte ist. 

Schreibt  man  nun  in  d-en  Formeln  3)  a,  d^  a'  für  cqs\^  cosfi^ 
cos  V,  so  erhält  man  für  den  ersten  Fall 

a=^hc    — CO,      a'='Cb   — oc  ,      a   =6c  — c6, 

für  den  zweiten  Fall 

a  =  cb   — bc  ,      a  =bc   — cb  ,      a   s=cb  — oc, 

welche  Gleichungen  sich  von  den  erstereu  nur  durch  die  Aender- 
ung  des  Zeichens  unterscheiden. 

Indem  man  auf  dieselbe  Weise  mit  den  Achsen  der  y'  und  z 
verfahrt,  erhält  man  ähnliche  Gleichungen,  so  dass  die  neun  Grös- 
sen a,  &,  c,  a\  b\  c\  a\  6",  c"  in  dem  Falle^  wx)  die  Anordnung  der 
Achsen  ia  beiden  Systemen  dieselbe  ist,  durch  folgende  Relatio- 
nen verbunden  sind.: 

rt=:öc  — CO,  a  =cb  —  bc  y  a  ^=  bc  —  cÄ, 
ö  =  ca  — ac,  b  ^=ac  — ca,  b  =>ca  — äc, 
c^=.ab   — ba  ,     c  ^=.ba  — ab  ,     c   =a9  — ba. 

Bei  symmetrischen  Coordinatensystemen  muss  man  die  Zei- 
chen der  zweiten  Theile  dieser  neun  Gleichungen  ändern. 

Im  Vorigen  dienen  immer  nenn  Grössen ,  »zwischen  denen 
sechs  Gleichungen  stattfinden,  zur  Orientirnng  des  secnndären  Co- 
ordinatensystemes  der  ^x\  y\  z  gegen  das  primitive  System  der 
Xy  y,  2 ;  zu  demselben  Zwecke  reichen  aber  auch  drei  von  einander 
unabhängige  Winkel  aus^  wie  wir  nach  Euler's  Vorgange  zei- 
gen wollen. 

Wir  setzen  voraus ,  dass  die 
neuen  Achsen  dieselbe  Anord- 
nung befolgen  wie  die  ersten,  und 
bestimmen  sie  durch  Einführung 
des  Winkels  ^  zwischen  der  Achse 
der  positiven  x  und  dem  Schnitte 
AR  der  Ebenen  YX'  und  XYy 
dann  des  Winkels  ^  zwischen  den 
Ebenen  X'Y'  und  XY  oder  den 
Achsen  AZ  und  A'Z\  und  end- 
lich des  Winkels  ip,  den  AX'  mit  AB,  einschliesst ;  dabei  müssen 
wir  aber  genau  den  Sinn  bezeiclmen ,  in  welchem  jäder  dieser 
Winkel  gerechnet  wird.    Hierzu  dient  mu  die  einfache  Hemer- 
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kQng ,  dass  das  primitive  System  darch  drei  aufeinander  folgende 
Drehungen  in  das  secnndäre  System  übergeführt  werden  kann. 
Man  dreht  nämlich  das  primitive  System  zuerst  in  directem  Sinne 
um  die  Achse  der  z  bis  ^^mit  AB,  zusammenfällt;  mittelst  einer 
zweiten  directen  Drehung  um  die  Gerade  AB,  bringt  man  die 
Ebenen  JTy  und  X'Y'  zur  Coincidenz,  wobei  gleichzeitig  AZ  mit 
AZ'  zusammenfällt;  mittelst  einer  dritten  directen  Drehung  um 
die  gemeinschaftliche  z- Achse  bringt  man  endlich  AR  nach  AX' 
nnd  damit  beide  Systeme  zur  Congruenz.  Diese  Drehungen  wer- 
den der  Grösse  nach  durch  die  Winkel  if;,  ^^  9  dargestellt  und 
wenn  wir  letztere  in  demselben  Sinne  wie  die  entsprechenden 
Drehungen  zählen ,  so  sind  sie  in  jeder  Beziehung  vollständig  be- 
stimmt. Nach  der  ersten  Drehung  haben  die  Achsen  die  Lagen 
AR,  AYi,  AZ  nnd  die  hierauf  bezüglichen  Coordinaten  des  Punk- 
tes xyz  mögen  ^1 ,  ^1,  z  heissen;  nach  der  zweiten  Drehung  sind 
die  Achsen  in  die  Lagen  AR,  AY^^,  AZ'  gekommen,  denen  die 
Coordinaten  x, ,  ^^ ,  z  entsprechen  mögen ;  nach  der  letzten  Dreh- 
ung fallen  beide  Systeme  zusammen  und  die  vorhergehenden  Co- 
ordinaten sind  dann  zu  x\  y\  z  geworden. 

Um  nun  von  einem  ebenen  rechtwinkligen  Coordinatensysteme 
u,  r  zu  einem  anderen  gleichfalls  rechtwinkligen  und  gleichartig  lie- 
genden d.h.  zu  einem  solchen  Systeme  u\  v  überzugehen,  bei  wel- 
chem das  Zusammenfallen  der  positiven  Richtungen  von  u  und  u 
die  Coincidenz  der  positiven  Richtungen  von  v  und  v  nach  sich 
zieht,  bedarf  es  bekanntlich  der  beiden  Formeln : 

M  =  tt'  cos  a  —  V  sin  a , 
r  =  ti'  sin  a  +  V  cosu, 

worin  a  den  Winkel  bezeichnet,  um  welchen  mau  die  Achse  der  u 
in  der  Richtung  von  u  nach  v  drehen  muss,  damit  sie  mit  der  Achse 
der  positiven  u  zusammenfällt.  Diese  Formeln  würden  eine  Aen- 
derung  der  Zeichen  erfahren,  wenn  die  Lage  der  Achsen  verkehrt 
wäre.   Hiernach  gelten  folgende  Gleichungen : 

x=:x^cos^  —  yi  sin  tj; ,      yt=ytCOSd'  —  2'  sin  ^, 

x^  =  x'  cos  q>  —  y  sin  <py 

yz=zxi  sin  1/;  +  yi  C05  tf; ,        2  =  yt  sin  ^  +  z'  cos  ^, 

y,  =  x'  sin  g)  +  y  cos  <p. 

Indem  man  die  Hilfsgrössen  ^1,  yi,  y^  eliminirt,  erhält  man 
die  gesuchten  Formeln : 

x=:=  x'  {cos  <p  cos  tfi  —  sin  tp  sin  ^  cos  d) 

+  y  ( —  sin  q>  cos  tj;  —  «n  tfi  cos  q>  cos  d)  +  z'  sin  ^  sin  d', 
8)  ^y  =  x'  {cos  <p  sin  -^  -|-  sin  q>  cos  tfi  cos  d) 

+  y  { —  sin  <p  sin  i(;  +  cos  tf;  cos  q>  cos  d)  —  z'  cos  tj;  sin  ^, 
z=:  x'  sin^  sin  <p  +  y'  cos  q>  sin  ^  +  z'  cos  ^. 

Die  Vergleichung  der  Formeln  1)  und  8)  führt  zu  folgenden 
Gleichungen,  welche  dieselbe  Allgemeinheit  wie  die  vorigen  habeii 
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a  =  —  smtpsmilf  co^d'  +  cos  tp  cot  ^ 
b  =  —  $iny\f  cos  fp  cos^  —  sinfp  cos  ^ 
c  =m^nn^; 
a  =  sin  q)  cos  ^  cos  ^  +  cos  fpsinip 

9)  ^    fr'  =  cos  ip  cos  ^  cos  ^  —  sintp  sin  ^ 

c  =  —  sin^  cos  ^ ; 
a"^=ssin  ^  sin  q> 
b'' =  sin  ^  cos  tp 
c':=^cosd'. 

Diese  Formeln  können  auch  direct  mittelst  der  spbäriscben 
Trigonometrie  entwickelt  werden,  doch  würde  es  einer  etwas  müh- 
samen Untersuchung  bedürfen,  um  ihre  Allgemeinheit  streng  nach- 
iQweisen. 

Ans  den  Gleichungen  9)  folgen  noch  die  Relationen 

.^^  a  c 

1 0)  fang  9  =  -r, ,     tang  ^  = 7 , 

deren  Kenntniss  für  manche  Zwecke  nicht  überflüssig  ist. 
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S. 282  Z.  14  v.u.  ist  hinter  „gehende**  das  Wort  „£ b e n e "  einn- 
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Vorwort 


Die  erste,  von  Dr.  Eggers  vorgenommene  üebersetamng 
des  Duhamel'schen  Werkes  hat  ein  eigenthümliches  Schicksal 
gehabt.  Sie  war  in  ihrer  ursprünglichen  Form  so  wenig  ^- 
luDgen,  dass  ich  Tausende  von  Fehlem  corrigiren  musste  um 
sie,  dem  Wunsche  der  Verlagshandlung  entsprechend,  einiger- 
maassen  leserlich  zu  gestalten,  und  wenn  dabei  ungeföhr  ein 
Dutzend  Uebersetzungsfehler  übersehen  worden  sind,  so  wer- 
den sich  diejenigen  nicht  darüber  wundern,  die  das  Unange- 
nehme solcher  Arbeiten  zu  beurtheilen  wissen.  Dass  gleichwohl 
die  erste  Auflage  so  rasch  vergriffen  wurde ,  ist  ohne  Zweifel 
ein  starker  Beweis  für  die  innere  Güte  des  Duhamerschen 
Werkes  und  ich  unterzog  mich  daher  nicht  ungern  der  Mühe, 
die  vorliegende  neue  Auflage  zu  redigiren.  Die  Eggers'sche 
Uebersetzung  ist  hierbei  fast  durchaus  beseitigt  und  nur  Das- 
jenige beibehalten  worden ,  was  ich  schon  früher  total  umgear- 
beitet hatte.  Im  Allgemeinen  habe  ich  mich  treu  an  das  Original 
gehalten  und  nur  da,  wo  es  mir  nöthig  schien,  Zusätze  ein- 
geflochten,-namentlich  auf  S.  3  —  5,  S.  59—76,  S.  131  —  137, 
S.  144  —  150,  S.  160  —  171,  S.  371  —375  des  ersten  Bandes  und 
S.  53-55,  S.  58— 61,  S.  118  — 121,  S.  159-161,  S.  192  — 195 
und  S.  251 — 257  des  zweiten  Bandes,  sowie  hie  und  da  einige 
kleinere  Bemerkungen.  Ob  hierdurch  das  Buch  gewonnen  hat, 
mögen  Sachkundige  beurtheileiv/^ 

Dresden,  am  30.  Sept.  1858. 

Schlöxnilch. 
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Anf  S.  90  Z.  11  y.  o.  and  Z.  20  v.  o.  ist  sUtt  „Flachen''  za    lesen 
„Momente". 


Neuntes  Capitel. 
Theorie  der  Centralbewegungen. 


Allgemeine  Formeln. 

I.  Wir  denken  uns  zunächst  einen  materiellen  Punkt  unter 
dem  Einflüsse  einer  Kraft  stehend,  deren  Richtung  durch  einen 
festen  Punkt  geht,  und  deren  Intensität  nur  von  der  Entfernung  des 
anziehenden  Centrums  abhängt;  die  Bewegung  findet  dann  in  der- 
jenigen Ebene  statt,  welche  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindig- 
keit und  das  feste  Centrnm  enthält.  Nehmen  wir  diesen  Punkt  zum 
Anfange  rechtwinkliger  Goordinaten  x  und  y  in  dieser  Ebene,  be- 
zeichnen wir  ferner  mit  r  den  Abstand  irgend  eines  Punktes  vom 
Coordinatenanfang ,  mit  d^  den  Winkel  zwischen  r  und  der  positiven 
X-Achse ,  endlich  mit  (p  die  Intensität  der  beschleunigenden  Kraft, 
so  sind  die  Cosinus   der  Winkel,   welche    ihre  Richtung  mit  den 

cc  u 

Achsen  bildet,  durch und  —  —  zu  bezeichnen,  wenn  die  Kraft 

r  r 

eine  anziehende ,  und  durch — , -^,  wenn  sie   eine  abstossende  ist: 

r     r 

die  Componenten  der  Kraft  g>  werden  also  im  ersten  FaHe  —  9  — , 

t/  *c        ti 

—  9—,  im  zweiten  9?—,  9?—;  beziehen  sich  demnach   unsre  For- 
r  r         r 

mein  auf  den  ersten  Fall ,  so  genügt  die  Aenderung  des  Zeichens 

von  g>  um  zum  zweiten  Falle  überzugehen. 

Die    allgemeinen    Gleichungen    der   Bewegung    des  Punktes 

sind  jetzt 

cPx  X     cPy  y 

Das  Princip  der  Flächen  giebt 

1)  r^d^^cdt 

wo  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,    die    sich  folgender- 
massen  dnrch  den  Anfangszustand  bestimmen  lässt.     Die  Compo- 

II.  1 


t 

I 

i 


—     2    — 

nenten  der  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  des  Radins-vectnr 

und  nach  der  auf   dieser  Richtung  Senkrechten  sind  -—  und  —r\ 

di  dt 

zeichnet  ferner  et  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Anfangs- 
geschwindigkeit mit  dem  Radius-vector  der  anfänglichen  Lage  des 
Punktes  bildet,  und  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit,  so  ist  pQ^inff 
der  Anfangswerth  jener  Componente,    die  im  Allgemeinen  dnrch 

rd9' 

--7-  ausgedrückt  wird.      Bezeichnen   wir  mit  r^  den    anfänglichen 

Radius-vector,  und  beziehen  die  Gleichung 

r^d&  =  cdi 
auf  den  Anfangszust.and,  so  erhalten  wir 

c  =  r^VQ  sin  a. 
Das  Princip  dei:  lebendigen  Kraft  führt  zu  folgender  Gleichung 

dieses    unbestimmte   Integral   enthält  eine  neue  willkürliche  Cod- 

stante,  welche  durch  die  Anfangswerthe  von  v  und  r  bestimmt  wird: 

es  wird  so 

r 

2)  v'^x=zv,^^—^jq>dr 

Mittelst  der  Substitution  ds'^  =  dr^  +  r^dO^  ergiebt  sich  aus  der  vor- 
letzten Gleichung 

e/r2  +  r^d^ 


df^ 


=  —  ^jfpdr. 


und  wenn  wir  dt  mit  Hülfe  der  Gleichung  (l)  eliroiniren,  so  entstellt 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  ^,  d.  h.  die  Polargleichung  der  Tra- 
jectorie;  sie  lautet 

3) 


2.  Ist  die  Kraft  eine  bekannte  Function  von  r,  so  bestimmt  die 
Gleichung  3)  die  Trajectorie;  kennt  man  andrerseits  die  Trajectorie, 
nicht  aber  die  Kraft  q>\  so  braucht  man  nur  die  Gleichung  3)  nach 
r  zu  di£ferenziren  um  ip  zu  erhalten,  nämlich 


—     3     — 


c'^ 


Die  recbte  Seite  wird  mit  Anwendung  der  Gleichung  der  Trajec- 
torie  gebildet,  doch  ist  es  zuweilen  bequemer,  hiezu  die  Formel  3) 
zu  gebrauchen  und  die  Differentiation  zuletzt  auszuführen. 

Kennt  man  die  Gleichung  der  Trajectorie,  so  kann  man  in  allen 
Fällen  die  eine  der  Coordinaten  als  Function  der  andei^  darstellen, 
nnd  folglich  giebt  die  Gleichung  l)  die  Zeit  als  Function  von  r  oder 
0, and  umgekehrt.  .  Das  Problem  ist  dann  vollkommen  gelöst,  weil 
man  die  Coordinaten  des  bewegten  Punktes^ls  Functionen  der  Zeit 
ausgedrückt  hat.         * 

Die  Gleichung  2)  kann  eine  bemerkenswerthe  -Form  annehmen, 
wenn  man  in  dieselbe  das  Perpendikel  vom  Coordinatenanfang  auf 
die  Tangente  der  Trajectorie  einführt.     Aehnliche  Dreiecke  geben 

nämlich 

ds  r       ,  ^  ,         rH^ 

=  — ,  oder  ds  :== 


rd^       p'  p    ' 

woraus  man  mit  Anwendung  der  Gleichung  l)  zieht 

ds  c 

und  darin  liegt  das  Theorem,  dass  bei  jeder  unter  dem  Einflüsse  ei- 
ner Centralkraft  vor  sich  gehenden  Bewegung  die  Geschwindigkeit 
in  irgend  einem  Punkte  der' Trajectorie  der  Entfernung  des  Cen- 
trums von  der  Tangente  umgekehrt  proportional  ist. 

Substituiren  wir  diesen  Werth  von  v  in  die  Gleichung  2) ,   so 

wird  sie 

r 

5)  p='V~2/9^r 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Trajectorie  in  einem  eigenthümlichen 
Coordinatensystem. 

3.  Wir  wollen  zweitens  annehmen,  dass  das  Centrum  der  Wir- 
kung beweglich  sei.  Im  ersten  Theile  des  vorliegenden  Werkes 
wurde  gezeigt,  dass  alle  Eigenschaften  der  absoluten  Bewegung  noch 
für  die  relative  existiren,  wenn  man  überall  für  die  absoluten  Grös- 
sen die  relativen  substitnirt;  die  vorhergehenden  Formeln  bestehen 
also,  wenn  man  x  und  y  als  Coordinaten  eines  Punktes  M  in  Bezug 

1* 


auf  Achsen  betrachtet,  welche  beständig  durch  das  bewegte  Cen- 
trum gehen,  und  parallel  mit  sich  selbst  fortrücken,  wenn  man  femer 
r  als  die  Länge  der  Geraden  ansieht,  welche  in  jedem  Augenblicke 
dieses  Centrum  mit  dem  materiellen  Punkt  verbindet,  9  als  den 
Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  der  Achse  der  x  macht,  endlich  q: 
als  die  beschleunigende  Kraft  des  materiellen  Punktes ,  d.  h.  als  die 
Resultante  aus  der  absoluten  beschleunigenden  Kraft,  welche  in  dem- 
selben angebracht  ist,  unct  einer  Kraft,  die  jener  gleich,  parallel 
und  entgegen  gerichtet  ist,  welche  in  dem  beweglichen  Centrum  wirkt. 

Beispiele. 

4.  Elliptische  Bewegung.  Ein  Punkt  beschreibt  eine 
Ellipse  vermöge  einer  Kraft,  welche  nach  ihrem  Mittelpunkte 
gerichtet  ist ;    man  soll  die  Centralkraft  bestimmen^ 

Erstens  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  alle  Bedingungen  der  Aaf- 
gabe  mit  einander  vereinbar  sind;  denn  man  kann  einen  Punkt 
immer  zwingen ,  sich  auf  einer  beliebigen  Curve  zu  bewegen ,  und 
zwar  so ,  dass  die  von  einem  Radius  vector ,  welcher  von  irgend 
einem  festen  Punkte  an  den  bewegten  Punkt  gezogen  ist,  beschrie- 
benen Flächenräume  der  Zeit  proportional  sind.  Man  darf  als«« 
immer  voraussetzen ,  dass  ein  bewegter  Punkt  irgend  eine  Plancurve 
durch  die  Wirkung  einer  Kraft  beschreibe,  deren  Richtung  durch 
irgend  einen  festen  Punkt  ihrer  Ebene  geht. 

Wir  bezeichnen  mit  2a  und  26  die  grosse  und  kleine  Achse  der 
Ellipse,  nehmen  ihren  Mittelpunkt  als  Pol  und  zählen  die  Winkel 
von  der  grossen  Achse  an;  die  Gleichung  der  Curve  lautet  dann 

*^     \v)  = ^^ = ;?  +  -M^''''^^ 

woraus  'durch  Differentiation  folgt 


1  *^(r)        «»—61    . 


Drücken  wir  den  zweiten  Theil  dieser  Gleichung  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung a)  als  Function  von  r  aus ,  so  erhalten  wir  aus  der  Gleichnng 


d 


(jr) 


b)  die  Grösse  — -——-    als   Function   von  r,  und  wenn  wir  diesen 


—     5     — 

Werth  in  die  allgemeine  Formel  3)  tibertragen ,  so  bekommen  wir 

l<pdrj    und   folglicb  q>  als  Function  von  r.      Nun  giebt  die  Glei- 

*' 

chung    a)     - 

^2  A,2 ^2\  ^2  /^2 ^2) 

(a^ — ö-'^H  («* — 6*)  r^ 

die  Gleichung  b)  liefert  nach  Substitution  dieser  Werthe 


i^y 


)_  (flä  —  r")  (r» 


—  , 


setzt  man  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  3)^  so  findet  man 
and  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  r 


9>  = 


c*r 


«262- 

Bei  dieser  Bewegung  ist  also  die  Centralkraft  proportional  der  Ent- 
fernung vom  Centrum. und  zwar  eine  anziehende,  weil  der  für  <p  ge- 
fundene Werth  positiv  ausfällt.     ^ 

Dem  Princip  der  Flächen  zufolge  braucht  der  PUnkt  immer 
dieselbe  Zeit,  um  die  ganze  Ellipse  zu  durchlaufen,  von  welchem 
Punkte  an  die  Bewegung  auch  gehen  möge.  Bezeichnen  wir  diese 
Zeit  mit  T  und  berücksichtigen ,  dass  die  Constante  c  den  doppelten 
durch  den  Radius-vector  in  der  Zeiteinheit  beschriebenen  Raum  dar- 
stellt, 80  ist  ^cT  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse,  mithin 

,   .«            ,                   r.,       27ca6 
Jcr  =  nab ,  woraus  T  = . 

^  c 

Durch  die  Umlaufszeit  ausgedrückt  ist  hiernach  die  Kraft 

47i;2 

Wäre  statt  einer  Ellipse  eine  Hyperbel  betrachtet  worden ,  so  würde 
man  eine  abstossende  Kraft  gefunden  haben ,  die  nach  einem  ähn- 
lichen Gesetze  wirkte. 

5.  Umkehrung  der  vorigen  Aufgab^.  Nach  dem  Vo- 
rigen darf  man  erwarten ,  dass  ein  Punkt ,  unter  dem  Einflüsse  einer 
Kraft  bewegt,  die  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  und  der  Ent- 
fernung proportional  ist,  eine  Ellipse  beschreiben  wird,  deren 
Mittelpunkt  in  jenem  Centrum  liegt. 


—     6     — 

Um  dies«  nachzuweisen  denken  wir  uns  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Centrum  zusammenföUt ,  welche  femer  durch  die  An- 
fangslage des  bewegten  Punktes  gehi  und  die  Richtung  der  Anfangs- 
geschwindigkeit zur  Tangente  hat.     Fügen  wir ,  um  die  Curve  toII- 
ständig  zu  bestimmen,  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  in  der  An- 
fangslage die  normale  Componente  der  anziehenden  Kraft,  oder  die 
Centralkraft,  gleich  sein  soll  dem  Quadrate  der  gegebenen  Anfangs- 
geschwindigkeit, dividirt  durch  den  Krümmungsradius  in  eben  diesem 
Punkte ,  so  ist  dieser  Radius  bekannt ,  und  man  hat  die  zur  Bestim- 
mung der  Ellipse  hihreichenden  Bedingungen.    Soll  nun  der  Pnnkt 
in  irgend  einer  Weise  sich  so  auf  der  Ellipse  bewegen ,   dass  die 
Flächenräume,   welche   durch   den  vom  Mittelpunkt    ausgehenden 
Radius  vector  beschrieben  werden,  der  Zeit  proportional  sind,  so 
beweist  die  vorige  Discussion,  dass  er  von  einer  Kraft  getrieben 
wird,  welche  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  der  Entfernung 
proportional  ist.     Diese  Kraft  kann  aber  keine   andre   als  die  ge- 
gebene sein ,  denn  sie  ist  gegen  denselben  Funkt  gerichtet ,  sie  be- 
folgt dasselbe  Gesetz,  und  sie  hat  denselben  Werth  im  Ausgangs- 
punkte, weil  man  den  Krümmungsradius  der  Curve  durch  diese  Be- 
dingung bestimmt  hat.      Die  erwähnte  Ellipse  wird  also  vermöge 
der  gegebenen  Kraft  beschrieben. 

Diese  Bewegung  bietet  noch  eine  bemerkenswerthe  Eigentbüm* 
lichkeit  dar;  die  Kraft  tp  wurde  nämlich  mittelst  der  ganzen  Revo- 
lutionsdauer T  durch  folgende  Formel  ausgedrückt 

bezeichnet  man  mit  ^  den  in  der  Einheit  der  Entfernung  stattfinden- 
den Werth  von  9?,  so  ist 

I*  =  -^2»  woraus  T  =  —=, 

Demnach  ist  die  Umlaufszeit  unabhängig  von  den  anfönglichca  Zn- 
ständen,  welche  die  besondere  Ellipse  bestimmen;  sie  ändert  sich 
nur  mit  der  Constanten  ^,  welche  die  Intensität  der  Anziehungskraft 
in  der  Einheit  der  Entfernung  misst. 

6.  Analytische  Lösung  dieser  zweiten  Frage.  Be- 
wegt sich  ein  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  Centralkraft,  welche 
der  Entfernung  des  Punktes  vom  Centrum  direkt  proportional  wirkt, 
so  tritt  fir  an  die  Stelle  von  97,  wobei  man  ^  positiv  oder  negativ  zu 


—     7     — 

nehmen  hat ,  je  nachdem  die  Centralkraft  eine  anziehende  oder  ab* 
stossende  ist;  die  Oleidmng  (3)  giebt  nan,  wenn  c  eine  willkürliche 
durch  den  Anfangszustand  bestimmte  Constante  bezeichnet, 


+  1Ll/— 7/_?f^_J 


-2-+  2  c';. 


für 


( — j  =  r  wird  hieraus 


+  2cr^  = 


integrirt  man  und  bezeichnet  man  mit  et  eine  willkürliche  Constante, 
die  durch  die  Anfangs werthe  von  r  und  d"  bestimmt  wird,  so  er^ 
giebt  sich 

c  —  z 
+  2  (6" — er)  =  arc  cos 


•      j/c^- 


»2 


Zählt  man  der  Einfachheit  wegen  die  Winkel  von  derjenigen  Rich- 
tung an ,  welche  den  Winkel  a  mit  der  ursprünglichen  Achse  bildet, 
80  ist  d-  für  ^ — a  zu  setzen,  und  die  vorige  Gleichung  wird,  wenn 
man  die  Cosinus  beider  Th^le  nimmt, 


woraus 


/ 


—    :=:  COS  2^, 


z=c  —  j/c^  —  ^^,  (cos'^^  —  sin^»^   =  -^ 

Maltiplicirt  man  mit  r^,  so  kommt 

c  (x^  +  y^)-y  c'  -  ^  {x^^f)  =  I, 


oder 


(c  +  j/c'^  —^)y'+ {c  -]/c^  -  ^y = 1. 
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Bei  positiven  fi  haben  die  Coefficienten  von  x^  und  tf^  dasselbe  Zei- 
chen, nnd  die  Trajectorie  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in 
dem  festen  Centrnm  liegt,  wie  wir  schon  synthetisch  nachgewiesen 
haben ;  bei  negativen  fi ,  d.  h.  wenn  die  Kraft  eine  abstossende  ist, 
sind  die  Coefficienten  von  entgegengesetztem  Zeichen,  nnd  die 
Carve  ist  eine  Hj|)erbel,'  welche  den  Sitz  der  Centralkraft  rosi 
Mittelpunkte  hat.  In  diesem  Falle  ist  die  Bewegung  keine  wieder- 
kehrende, und  der  Punkt  bleibt  immer  auf  demselben  Hyperbel- 
zweige. 

7.  Die  so  eben  behandelte  Frage  bietet  einen  Vortheil  dar, 
den  man  zur  directen  Darstellung  der  Coordinaten  x  nnd  y  als  Func- 
tionen der  Zeit  benutzen  kann ;  dies  giebt  die  vollständigste  Lo- 
sung der  Aufgabe,  weil  man  dann  die  Lage  des  bewegten  Punktes 
in  jedem  Augenblicke  kennt,  und  weil  alle  andern  Blemente  der 
Bewegung  daraus  unmittelbar  abgeleitet  werden.  ~  Die  allgemeineD 
Gleichungen  der  Bewegung  eines  Punktes  sind  nämlicb  fiir  ^z={ir 

Da  die  Variabein  x  und  y  getrennt  vorkommen,  so  kann  man  jede 
dieser  Gleichungen  integriren,  mithin  x  und  y  durch  t  ansdräcken. 
Bei  positiven  ft  erhält  man 

x  =  A  sin  {f/^i)  +  B  cos  {ty^ 

y  r=  Jsin  {f/fi)  +  B'  cos  {t}/^. 

Zur  Achse  der  x  nehmen  wir  die  Linie,  welche  den  Coordinaten- 
anfang  mit  der  anfänglichen  Lage  des  Punktes  verbindet ,  femer  be- 
zeichnen wir  mit  r^  die  Länge  dieser  Linie,  nnit  Vq  die  Anfangs- 
geschwindigkeit, mit  a  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  dieser 
Geschwindigkeit  und  der  Geraden,  welche  den  Coordinatenanfang 
mit  der  Anfangslage  des  Punktes  verbindet,  und  nehmen  endlich 
die  Achse  der  y  auf  derselben  Seite  der  Achse  der  x  wie  die  An- 
fangsrichtung der  Geschwindigkeit  {  für  den  Anfangszustand  /=«> 
erhalten  wir  jetzt  folgende  Bedingungen: 

dy  .         dx 

y  =  0,  a:  =  ro,  ^^^v^stn  a,  — =  —  v^,  cosa. 

Die  vier  Coefficienten  A,  B,  Ä^  Bl  werden  hierdurch  bestimmt  und 
so  ist  schliesslich 
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Vn  COS  «      .  -   ^     /-r     .  /      r^        * 

Vq  sin  cc    ^    ^    r^ 
yö       Q  sin  (tyiö. 

Diese  Gleichangen  enthalten  die  vollständige  Lösung  des  Problems ; 
sie  geben  für  .r  und  aperiodische  Werthe,  und  die  Daner  der  Periode 

ist  für  beide  dieselbe  --p=r,  wie  wir  schon  gefunden  haben. 


Durch  Elimination  von  i  findet  man 

2 
2 


iijf  2 

{x  sin  of  +  y  cos  ay  +  — ^  y^  ==:  r^sin^u ; 


«'o 


hieraus  ergiebt  sich  wiederum ,  dass  bei  positiven  |x  eine  Ellipse  be- 
schrieben wird,  deren  Mittelpunkt  das  feste  Centrum  ist;  sie  redu- 
cirt  sich  auf  einen  Kreis  für 

a  =  ^  :r  und  v^  =  [ir^^. 
Bei  negativen  ju,  d.  h.  wenn  die  Kraft  eine  abstossende  ist,  werden 
die  Sinus  und  Cosinus  durch  Exponentialgrössen  ersetzt;  man  kann 
aber  die  vorige  Rechnung  beibehalten  und  die  Transformation  in  den 
Resultaten  ausführen.  Die  Gleichung  der  Trajectorie  wird  durcli 
Aenderung  des  Zeichens  von  fi  zu  der  einer  Hyperbel,  welche  den- 
selben Mittelpunkt  hat,  und  die  Werthe  von  x  vm^  y  erhalten  fol- 
gende Form: 

^(r^        t^oCO^ofX    ,^       (r^       Videos  a\^_,iq;; 


y 


2^   /  V  2  2/iit 


v^^  sin  a 
2/^ 


Sie  werden  erst  unendlich  für  ^  =  oc ;  der  Punkt  würde  also  eine 
Qnendliche  Zeit  nöthig  haben,  um  den  Hyperbelzweig  zu  durch- 
laufen, auf  dem  er  sich  im  Anfange  der  Bewegung  befindet. 

8.  Bewegung  in  einem  Kegelschnitte.  Ein  materieller 
Punkt  beschreibt  einen  Kegelschnitt  durch  die  Einwirkung  einer 
Kraft,  deren  Richtung  beständig  durch  einen  Brennpunkt  dieser 
Carvegeht;  man  soll  das  Gesetz  dieser  Kraft  finden. 

Die  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist  bekanntlich 

P 
1  +  ecosd^ 
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wo  p  den^alben  Parameter  und  e  die  numerische  Ezcentricitat  be- 
zeichnet; dabei  ist  ein  Brennpunkt  der  Curve  zum  Pol  genommen, 
und  die  Winkel  sind  von  derjenigen  Seite  der  Achse  an  gezlLhlt,  anf 
welcher  der  nächste  Scheitel  der  Curve  lie^t;  die  Curve  wird  zu  ei- 
ner Ellipse,  Parabel  oder  H^rperbel,  je  nachdem 

^  <  I,  «=  1,  e  >  1. 

Diese  Gleichung  giebt 

1  l        ecos  9^ 

r  '^  P  p      \ 

woraus 


(v)_ 


e  stn  V 


dd^ 


Will  man,  wie  im  vorigen  Beispiele,  von  der  Formel  a)  Gebraucli 
machen,  so  hat  man  den  vorliegenden  Auisdruck  dort  einzusetzen, 
nachdem  man  zuvor  sin  O  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  durch  r 
ausgedrückt  hat;  man  findet  so 


/ 


^.=_fi +''(-«') 


pr     ■  2p^       ' 

woraus 

pr^ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Kraft  eine  nach  dem  Brennpunkt 
gerichtete  Anziehung,  und  dass  ihre  Intensität  dem  umgekehrten 
Quadrate  der  Entfernung  von  diesem  Punkte  proportional  ist. 

^  In  dem  gegenwärtigen  Falle  würde  es  einfacher  gewesen  sein, 
die  Formel  4)  anzuwenden.  In  der  That  giebt  die  Gleichung  der 
Curve  unmittelbar 


<t) 


€  cos  d" 


und  durch  Uebertragung  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  4) 


pr* 


Da  sich  diese  Aufgabe  bei  Gelegenheit  der  Planetenbewegung 
wiederholen  wird,  so  brauchen  wir  sie  hier  nicht  erschöpfend  zu 
behandeln. 
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9>  Umkehrung  des  Problemes.  Wir  wollen  jetzt  unter- 
suchen ,  welche  Curven  ein  Funkt  beschreiben  kann ,  der  von  einem 
festen  Centmm  nach  dem  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats 
der  Entfernung  angezogen  wird ;  dabei  beschränken  wir  uns  für 
jetzt  auf  eine  synthetische  Beantwortung.  Das  gegebene  feste  Cen- 
tram sei  der  eine  Brennpunkt  der  Kegelschnittslinie,  welche  die 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  auf  derselben  Seite  mit  dem 
festen  Punkte  berührt;  ferner  sei  das  Quadrat  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser  im  Ausgangspunkte 
gleich  der  in  diesem  Punkte  wirkenden  normalen  Kraft;  aus  dieiser 
letzten  Bedingung  ergiebt  sich  der  Krümmungsradius,  und  der  Kegel- 
schnitt ist  vollkommen  und  eindeutig  bestimmt.  Wir  werden  sogleich 
sehen,  wie  man  denselben  aus  den  gegebenen  Bedingungen  con- 
struiren  und  seine  Gattung  erkennen  kann.  Auf  dieser  Curve  be- 
wege sich  ein  Punkt  mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  wie  der 
fragliche  Punkt  und  zwar  so,  dass  sein  Radius-vector  von  dem  festen 
Punkte  aus  der  Zeit  proportionale  Flächenräume  beschreibt ;  nach 
dem  vorigen  Satze  muss  die  Kraft,  welche  auf  diesen  Punkt  wirkt, 
gegen  das  feste  Centrum  gerichtet  sein  und  ihre  Intensität  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  stehen;  ferner 
geht  er  von  derselben  Lage  wie  der  gegebene  Punkt  aus ,  und  seine 
Anfangsgeschwindigkeit  ist  der  Lage  und  Grösse  nach  dieselbe; 
auch  muss  die  Intensität  der  gegen  das  feste  Centrum  gerichteten 
Kraft  im  Ausgangspunkte  dieselbe  sein,  weil  ihre  Componente  nach 
der  gemeinsamen  Normale  gleich  ist  dem  Quadrate  der  gemein- 
samen Geschwindigkeit,  dividirt  durch  denselben  Krümmungsradius. 
Demnach  muss  die  Kraft,  welche  die  Bewegung  auf  diesem  Kegel- 
schnitte bewirkt,  mit  der  gegebenen  Kraft  identisch  sein,  und  da  der 
fragliche  Punkt,  welcher  den  gegebenen  Anfangsbedingungen  unter- 
worfen ist ,  vermöge  dieser  Kraft  eine  vollkommen  bestimmte  Be- 
wegung hat,  so  kann  diese  Bewegung  sich  nicht  von  derjenigen 
unterscheiden,  welche  auf  dem  Kegelschnitte  stattfindet,  d.  h.  ein 
Punkt,  welcher  gegen  ein  festes  Centrum  nach  dem  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  gezogen  wird,  bewegt 
sich  nothwendig  auf  einem  Kegelschnitte ,  von  dem  der  eine  Brenn- 
punkt jenes  feste  Centrum  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  diese  Curve  nach  den  gegebenen  Bedin- 
gungen zu  bestimmen;  als  bekannt  sind  dabei  vorauszusetzen  :  der 
Brennpunkt  der  Curve  oder  eines  Curvenzweiges ,  wenn  es  sich  um 
eine  Hyperbel  handelt,  ein  Punkt 'und  die  Tangente  in  demselben. 
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iT^ 


sowie  der  Krümmungsradias  in  diesem  Punkte,  wobei  der  Krüm- 
mungsradins  auf  derselben  Seite  der  Tangente  wie  der  Brenn- 
punkt liegt, 

(^*g-  !•)  Sei  F  (Fig.  1.)    der  Brenn- 

"^puakt,  M  der  gegebene  Punkt,  PQ 
die  Tangente,   und    0  der  Krüm- 


mungsmittelpunkt ;  fallt  man  von  0 
ein  Perpendikel  OH  auf  MF^  danu 
ein  zweites  von  H  auf  die  Nor- 
male, so  gebort  bekanntlich  der 
FusspunktA!' dieses  letzteren  zu  der 
Hauptachse,  welche  den  Brenn- 
punkt enthält;  die  Gerade  FJ^ be- 
stimmt daher  die  Bichtung  dieser  Achse ,  und  der  zweite  Brennpunkt 
findet  sich  durch  den  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  i¥.Y, 
welche  von  M  aus  unter  dem  Winkel  PMN=FMQ  gezogen  ist. 
Liegt  der  Schnitt  auf  der  Seite  von  QP^  wo  sich  der  Brennpunkt  ¥ 
befindet,  so  ist  die  Curve  eine  Ellipse;  sie  wird  eine  Parabel,  wenn 
^iV parallel  mit  FK  geht,  und  eine  Hyperbel,  wenn  der  Schnitt  auf 
die  entgegengesetzte  Seite  fdllt.  Aus  den  Anfangsbedingungen  ist 
aber  leicht  zu  erkennen,  welcher  von  diesen  drei  Fällen  stattfinden 
wird.  Sei  nämlich  durch  F  eine  Parallele  zu  MN  gezogen,  welche 
die  Normale  in  /  schneidet,  und  erstens  MK  <C  ^^  so  wird  MNvon 
FK  in  einem  Punkte  F^  getroffen ,  welcher  mit  F  auf  derselben  Seite 
von  PQ  liegt,  und  folglich  ist  die  Curve  eine  Ellipse;  för  Mk'=MI 
wird  FIC  11  MN,  und  die  Curve  eine  Parabel:  ist  endlich  MIC  >  MI, 
so  trifft  FAT  die  Verlängerung  MN*,  und  die  Curve  wird  eine  Hyperbel. 
Demnach  hat  man  nur  MIC  und  MI  ans  den  gegebenen  Bedingungen 
der  Aufgabe  zu  bestimmen.  Da  MI  den  Winkel  FMF"  halbirt,  ^o 
ist  das  Dreieck  MFI  gleichschenklig ,  und  wenn  man  den  bekannten 
Winkel  FMO  mit  e  und  die  gegebene  Länge  FM  mit  r^  bezeichnet, 

so  ist  , 

MI  =  "ITq  cos  b. 

Ferner  erhält  man  auf  die  nämliche  Weise,  wie  der  Punkt  if  gefun- 
den wurde, 

MK=MO  cos^e, 

und  wenn  man  m.it  v^^   die  Anfangsgeschwindigkeit  bezeichnet,  so 
wird  der  Werth  von  MO  durch  die  Gleichung 

w  cos  e  =  -  ^^ 
^  MO 
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gegeben,  wo  q>  die  Kraft,  welche  aaf  den  Punkt  iRf  wirkt,  und -^ 
ihre  Intensität  ist ;  daraus  folgt 

MO  =  iiL^ ,  mithin  ^Ar=roV££L*. 

(l  cos  6  (l 

Vergleicht  man  die  beiden  für  MK  und  MI  erhaltenen  Ausdrücke 
und  lässt  den  gemeinsamen  Factor  Tq  cos  s  weg,  so  sieht  man,  dass 
die  Curve  zu  einer  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  wird,  je  nach- 

dem  v^^^  —  -^negativ.  Null  oder  positiv  ist.     Die  Natur  der  Curve 

bestimmt  sich  demnach  aus  der  anfänglichen  Entfernung  des  Punk- 
tes vom  Centrum  und  aus  der  Anfangsgeschwindigkeit  allein,  ist 
aber  unabhängig  von  der  Richtung  der  letzteren. 

Will  man  diese  Aufgabe  mit  Anwendung  der  Gleichung  3) 
analytisch  behandeln,  so  hat  man  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  r  und  ^  zu  integriren ;  man  wird  leicht  erkennen, 
dass  die  erhaltene  Gleichung  alle  drei  Kegelschnitte  darstellen 
kann,  auch  findet  man  dieselben  Kennzeichen,  welche  wir  so  eben 
aufgestellt  haben.  Wir  werden  bald  nachher  auf  diese  Frage 
zurückkommen  und  dann  die  hier  angedeuteten  Rechnungen  durch< 
fuhren. 

10.  Spiralbewegung.  Die  Trajectorie  zu  finden,  welche 
von  einem  Punkte  beschrieben  wird,  der  nach  einem  festen  Cen- 
trum im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Cubus  der  Entfernung  an- 
gezogen wird. 

Sei  A  (Fig.  2)  das  anziehende  Centrum,  B 

die  Anfangslage,  a  der  Winkel,    welchen   die 

Richtung    BC  seiner   Geschwindigkeit    mit   AB 

macht,  ^0  ^^^  Intensität  dieser  Geschwindigkeit,^" 

''o  die  Länge  AB,  so  giebt  die  Formel  4)  auf  den  vorliegenden  Fall 

u 
9  =  ~  angewendet. 


_AjiL=( ?* AI 

rfO'^  yr^'^VQ^sin'^a  )  r 


Hier  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden ,    je  nachdem   die  Differenz 


-  ^    r  .  «. l  negativ,  Null  oder  positiv  ist.   In  allen  Fällen  wird 


die  Geschwindigkeit  v  durch  die  Formel 
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ausgedrückt ,  wo  c'  durch  die  Anfangswerthe  yon  v  nnd  r  bestimmt 
werden  mnss. 

l)  Sei  zuerst     .,  !,  .  ^ 1=0,   was  der   einfachste  Fall  ist, 

dann  wird  die  vorige  Gleichung 


I 


<7)_ 


,..,     =  0,  woraus  —  =^  A&  +  B. 

Die  Constanten  A  nnd  B  bestimmen  sich  aus  der  Bemerkung ,  dass 
im  Punkte  B^  durch  welchen  wir  der  Einfachheit  halber  die  Polar- 
achs^n  gehen  lassen,  die  Gleichungen 

gelten ;  da  nun  für  *&  =  0  aus  der  Gleichung  der  Curve 

1                        dd^ 
—  =  B, 5-  s=  A^ 

folgt,  so  sind  die  Werthe  von  Annd  B 

und  die  Gleichung  der  Trajectorie  lautet 

'•o 


1  +  &cot  ä 

Die  Curve  ist  demnach  eine  hyperbolische  Spirale,  deren  Pol  im 
Punkte  A  liegt.  Für  a  <  90^  ist  cot  a  positiv,  nnd  wenn  ^  unend- 
lich wächst,  so  nähert  der  bewegte  Punkt  sich  dem  Pole  A  unend- 
lich.    Für  a  =  90<^  wird 

CO/ flf  =  0  und  r  =  Tq; 

die  Curve  reducirt  sich  dann  auf  einen  Exeis.  Ueberhanpt  ist  bei 
allen  Anziehungsgesetzen  die  Trajectorie  jedesmal  ein  um  den  Pol 
als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis ,  wenn  der  bewegte  Körper  mit 
einer  Geschwindigkeit  beginnt,  die  senkrecht  auf  dem  Radius- vector 
steht  nnd  deren  Quadrat,  dividirt  durch  den  Radius- vector,  gleich 
ist  dem  Werthe  der  beschleunigenden  Kraft,  welche  in  diesem 
Augenblicke  auf  ihn  wirkt.  Dieser  Kreis  würde  nämlich  ohne  Zweifel 
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beschrieben  werden,  wenn  die  Ccntralkraft  constant  gleich  ihrem 
gegebenen  anfanglichen  Werthe  bliebe  ;  da  aber  nach  den  Anfangs- 
bedingungen nur  eine  Bewegung  möglich  ist,  so  mnss  die  Curve  in 
jedem  Falle  dieselbe  sein.  Bei  einem  stampfen  et  nähert  sich  der 
Punkt  dem  Pole  nicht  mehr,  nnd  der  Radius  wird  unendlich  für  O 
=  —  tng  of,  was  die  Richtung  der  Asymptote  giebt. 

Wir  wollen  jetzt  die  Coordinaten  des  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  auszudrücken  suchen.  Die  Gleichung  r^d^  =  cdt  giebt, 
wenn  man  für  r  seinen  Werth  setzt, 

rMd- 


dt  — 


0 


c  (1  +  «^  cot  a)'^ 
woraus 

c  coi  a     1  +  O  CO/  a  ' 

bestimmt  man  die  Constante  c  durch  die  Bedingung,  dass  gleich- 
zeitig /=0  und  ^=0  ist,  und  setzt  für  c  seinen  Werth  r^Vf^sin  a,  so 
wird 

t^-^±-fl  —  —J—^  =  -J^  (r-r) 
Vijcosa  \  l  +  ^  cot  a/       v^co^a  ^  ^        ^' 


woraus  man  ableitet 


r=ro—- Vq  /  cos  a^ 


und 


Der  Werth  von  r  nimmt  in  dem  Maasse  ab,  als  /  wächst,  und  wird 

Null  für  /  =  — ^— :  der  bewe£:te  Körper  erreicht  also  nach  diesem 

Zeiträume,  vom  Ausgangspunkte  an  gerechnet,  den  Pol.  Der  ent- 
sprechende Werth  von  O  wächst  ohne  Grenzen ,  und  der  Körper  hat 
in  derselben  Zeit  eine  unendliche  Anzahl  Umläufe  um  den  Pol  ge- 
macht. Sucht  man  die  Lagen  vor  dem  Augenblicke ,  den  man  zum 
Anfangspunkt  der  Zeit  genommen  hat,  so  muss  man  t  negativ  von# 
Nnll  bis  Unendlich  nehmen ;  r  wird  dann  von  Tq  bis  oo  wachsen  und 
*  von  0  bis  —  tng  a  abnehmen,  welcher  letztere  Werth  die  Rich- 
tung der  Asymptote  giebt. 
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2)   Sei  jetzt     ^    iT  .  ^ 1  =;  —  n*.  wo  n  eine  reelle  Grösse    i 

bezeichnet,  so  bt  das  Integral  der  Differentialgleicbang  der  Tn- 
jectoric 

—  =  Asinnd^  4-  B  cos  n^i 

r 

bestimmt   man  die  Constanten    aus    den    Anfangswerthen ,  so  er- 
giebt  sich  ' 

''o  .    A  .  ^<>'«   •      a       sin(n»+£) 

-"  :=  COS  n^  A stn  nu  := : » 

r  n  stn  i 

wobei =  cot  e  gesetzt  worden  ist. 

n 

Um  den  Punkt  kennen  zu  lernen,  in  welchem  der  bewegte  Kor- 
per dem  Pole  am  nächsten  ist,  hat  man  —  möglichst  gross  zu  neb 

men ,  was  ftlr 

sin  (jid^  -|-  f)  =  I 

eintritt;  diess  giebt 

r  =  r^^  sin  € ,  und  nd'  +  e  =  —  i 


'  woraus 


und 


2  ' 


cota 
n 


d 


(t) 


wie  man  gleichfalls  gefunden  haben  würde ,  wenn  man -— —  =  0 

gesetzt  hätte. 

Geht  man  von  diesem  Werthe  aus  und  vermehrt  oder  yermiadert 
^  um  gleiche  Grössen,  so  erhält  sin  («O-  +  e)  immer  dieselben  Werthe 
und  folglich  ist  die  Curve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  BichtaD^ 
des  kleinsten  Radius- vector. 

Der  Werth  von  r-wird  unendlich  fiir 

sin  {nd'  +  f )  =  Ö  ®d®'  n^  +  f  :=  mjp, 
^wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet;  man  erhält  dann 

tng  n-^  =  —  tng  «  =  —  n  ing  a. 

Der  kleinste  dieser  Gleichung  genügende  Wei*th  von  ^  giebt  die 
Richtung,   welcher  sich  der    unendlich    wachsende    Radius- vector 
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nähert;  hierzu  gehört  eine  UDendliche  Zeit,  wie  man  leicht  einsieht,  d 

wenn  man  /  mittelst  der  Gleichung 

r^rf^  =  cdt 
al8  Function  von  ^  ausdrückt. 


3)  Nehmen  wir  zuletzt  an ,  dass  — 5 — «-r-« J  =  n'  sei ,  so 

gieht  die  Integration  der  Differentialgleichung  der  Trajectorie 

l  nd'  — n9 

—  =  Ae+  Be 

r 

und  wenn  man  die  Constanten  A  und  B  aus  dem  Anfangsznstand  he- 
stimmt , 

2r„       /     ,    cota\     n&  ,    /         cota\    — «^ 

7'=('  +  — )"    +(• — ;r>      • 

Man  sieht  hieraus,  dass  r  sich  der  Null  nähert,  wenn  '9' unendlich 

TT 

wächst.     Setzt  man  der  Einfachheit  wegen  a  =  — ,  so  wird 


nO'         — »fr 


Diese  Spirale  liegt  symmetrisch  rücksichtlich  der  Polarachse ;  ihre 
beiden  Zweige  hahen  den  Pol-  zur  Asymptote,  und  es  ist  leicht  zu 
erkennen ,  dass  der  Punkt  nach  Verlauf  elher  endlichen  Zeit  dort- 
hin gelangen  wird.     Aus  der  Gleichung 

rVfr  =  cdt 
erhält  man  nämlich 


cdt   = 


mithin 


4ro*d» 

2nfr 

G-+.)' 

nct                      1 

_L  r 

2V                 2nfr 
c 

H-i 

Die  Constantß  C\  wollen  wir  durch  die  Bedingung  hestimmen ,  dass 
c  unrl  0  gleichzeitig  verschwinden  sollen;  es  folgt  daraus  C^  ==  ^, 
mithin 

—  1. 


nct 

'^0 


II. 
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Da  «^  unendlich  wächst,  wenn  /  sich  dem  Werthe  -^  nähert,  söge- 

nc 

langt  der  Punkt  nach  Verlauf  dieser  Zeit  zum  Pole. 

Will  man  die  Bewegung  kennen  lernen,  welche  der  zum  An- 
fang der  Zeit  genommenen  Epoche  vorhergeht ,  so  muss  man  t  nega 
tiv  nehmen ;    die  vorige  Gleichung  gieht  dann  ein  negatives  ^  umi 

noch  0"  ^=:  —  cx)  für  ^  = ^-,  wie  man  voraussehen  konnte. 

nc 

Bemerk  ans  wcrth  ist  der  besondere  Fall,  wenn  nnr  eine  Expo- 
nentialgrösse  in  der  Gleichung  cler  Trajectorie  vorkommt,  welche 
letztere  dann  eine  logatithmische  Spirale,  wird ;  dieser  Fall  tritt  ein  für 

cot  a  =  +  w. 
Nehmen  wir  z.  B.  cot  a  z=z  —  n^  so  ist  die  Gleichung  der  Trajectori»* 

Dies   hätte  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (3)  unmittelbar  erkennen 
können ,  welche  in  dem  gegenwärtigen  Falle  die  Form  hat: 

Da  nun  die  gegebenen  Constanten  der  Bedingung  »„^  = -^  genügen, 
so  erhellt ,  dass  die  Gleichung  einen  constanten  Werth  für  das  Ver- 


r 
hältniss  geben  muss,  welcher  die  Tangente  der  Neigung  des 

Radius  vector  gegen  die  Curve  ist;  dies  ist  aber  die  charakteristische 
Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirale.    Der  Werth  von  w^,  welcher 

-«  —  1  oder     .»    ..  .  ., 1 

c^  r^^^v^^^stn-a 

war,   geht  jetzt  in  den  folgenden  über 

1 


sin^a 


] ,  «oder  coi\a] 


was  auf  die  schon  gefunden^  Bedingung  zurückfuhrt 
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Die  Flanetenbewegimgen. 

11.  Eine  aufmerksame,  Jahrhunderte  hindurch  fortgeführte  Be- 
obachtung der  Planetenbewegungen  hat  mehrere  allgemeine  Gesetze 
erkennen  lassen,  welche  der  Anwendung  der  mathematischen  Theorie 
zur  Grundlage  dienen.  Diese  Theorie  ist  in  den  vorigen  Formeln  ge- 
geben, und  um  sie  auf  die  Bewegung  der  Planeten  und  aller  übrigen 
Himmelskörper  anwenden  zu  können,  genügt  die  Annahme,  dass 
deren  materieller  Inhalt  den  Gesetzen  unterworfen  sei,  welche  wir 
ohne  Ausnahme  an  den  uns  umgebenden  dem  Experimente  zugäng- 
lichen Körpern  erkannt  haben.  Wenn  es  nun  auch  möglich  wäre 
a  priori  daran  zu  zweifeln,  ob  die  himmlischen  Körper  aus  einer  mit 
jenen  Eigenschaften  begabten  Materie  gebildet  seien ,  so  würde  doch 
die  Uebereinstimmung  zwischen  den  genauesten  Folgerungen  aus 
dieser  Hypothese  und  den  beobachteten  Thatsachen  den  Beweis 
a  posteriori  dafür  liefern. 

Die  Bewegungen  der  Himmelskörper  sind,  in  Bezug  auf  die 
Erde  betrachtet,  sehr  verwickelt;  auf  die  Sonne  bezogen,  erlangen 
sie  dagegen  die  äusserste  Einfachheit.  Sie  gehorchen  drei  grossen 
Gesetzen  bekannt  unter  dem  Namen  der  Keplerschen  Gesetze, 
deren  Inhalt  wir  sogleich  angeben  wollen,  wobei  wir  uns  jedoch  die 
Planeten  auf  einfache  materielle  Punkte  zurückgeführt  denken ; 

1)  die  Planeten  beschreiben  in  ihrer  Bewegung  in  Bezug  auf 
die  Sonne  ebene  Curven ,  und  ihre  nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 
gezogenen  Vectoren  beschreiben  Flächenräume,  welche  der  Zeit 
proportional  wachsen ; 

2)  die  Planetenbahnen  sind  Ellipsen ,  in  deren  einem  Brenn- 
pnnkte  der  Mittelpunkt  der  Sonne  liegt ; 

3)  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  um  die  Sonne 
sind  den  Würfeln  der  grossen  Achsen  ihrer  Bahnen  proportional. 

Wir  betrachten  zunächst  Folgerungen  aus  diesen  Gesetzen.  Da 
wir  nicht  wissen,  ob  der  Mittelpunkt  der  Sonne  unbeweglich  ist,  so 
müssen  wir  ihm  irgend  eine  Bewegung  beilegen.  Die  Erfahrung  hat 
aber  gelehrt,  dass  die  von  dem  Kadius  vector  um  den  Mittelpunkt  der 
Sonne  beschriebenen  Flächenräume  der  Zeit  proportional  sind ,  und 
man  schliesst  daraus  nach  der  Theorie  der  relativen  Bewegung,  dass 
die  relative  Kraft,  welche  einen  Planeten  angreift,  gegen  den  Mittel- 
punkt der  Sonne  gerichtet  ist,  was  auch  sonst  die  Natur  und  das 
Gesetz  dieser  Kraft  sein  möge.   Wie  wir  wissen,  zeigt  dies  an,  dass, 

2* 
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wenn  man  in  irgend  einem  Augenblicke  an  den  Planeten  eine  Kraft 
anbrächte,  gleich,  parallel  und  entgegengesetzt  derjenigen,  welche 
der  Sonne  die  ihr  zukommende  Bewegung  ertheilen  würde ,  die  Be- 
sultante  aus  dieser  und  der  an  den  Planeten  thätigen  Kraft  bestan- 
dig nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  sein  muss.  Das 
zweite  Keplersche  Gesetz  giebt  die  relative  Bahn  des  Planeten  ao 
und  bestimmt  somit  die  Function ,  welche  die  Intensität  der  relativen 
den  Planeten  bewegenden  E^aft  ausdruckt.  Sei  2ajAie  grosse  Achse 
dieser  Ellipse,  e  ihre  Excentricität,  r  der  Radius  vector,  vom  Cen- 
trum der  Sonne  an  irgend  eine  Lage  des  Planeten  gezogen,  undo 
der  Winkel,  den  ihre  grosse  Achse  mit  der  festen  Linie  bildet,  von 
welcher  ab  man  die  Winkel  ^  zählt,  durch  die  der  Radius  vector 
bestimmt  wird,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

ö  (1  —  e'^)  _       1        l  +  e  cos  (^ — <o) 

'     r  =  — ; : T^ r  oder  —  = ^j '-  • 

1  +  ecos  {d"  —  «)  r  a  (l  —  e-) 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  beschleunigende  Kraft  q>  hatten 
wir  die  Formel: 


Die  Gleichung  der  betrachteten  Bahn  giebt 

'^  \rj  _  _  e  cos  (^— 0)) 
~dd^  «(1— O 


ferner 


HV) 


<  +    y, 


endlich 


r    "^       d-^2  ^  (1— e')' 


9  = 


a  (1  — «2)      r2 


Hieraus  folgt,  dass  die  relative  Bewegung  irgend  eines  Planeten  um 
die  Sonne  durch  eine  gegen  das  Centrum  dieses  Gestirns  gerichtete 
anziehende  Kraf^  hervorgebracht  wird,  deren  Grösse  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse  mit  dem  Quadrate  des  Abstandes  von  diesem  Punkte 
variirt.  Eine  analoge  Rechnung  würde  zu  eben  diesem  Gesetze 
führen,  wenn  die  Bahn,  statt  eine  Ellipse  zu  sein,  eine  Parabel  oder 
Hyperbel  wäre.  * 
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12.  Es  bleiben  noch  die  beschlennigenden  Kräfte  mit  einander 
zu  vergleichen ,  welche  auf  verschiedene  Planeten  in  derselben  Ent- 
fernung von  der  Sonne  wirken. 

In  der  Einheit  der  Entfernung  hat  man 

—  _£l_ 

''~a(l— O' 
wo  c  den  doppelten  von  dem  Radius  vector  in  der  Zeiteinheit  be- 
schriebenen Raum  darstellt;  bezeichnet  Tdie  ganze  Umlaufszeit,  so 
ist  hiernach 

und  folglich 

in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Sonne.  Nach 
dem  dritten  Keplerschen  Gesetze  bleibt  das  Verhältniss  -^^  ^x*  aHo 

> 

Planeten  dasselbe,  mithin  ist  die  Kraft,  welche  auf  die  Einheit  der 
Masse  eines  Planeten  in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Sonne  wirkt,  eine  und  dieselbe  in  detselben  Entfernung  von  dem 
letzteren.  Demnach  rühren  die  relativen  Bewegungen  der  Planeten 
von  einer  (nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichteten)  Kraft  her, 
welche  der  Masse,  worauf  sie  wirkt,  proportional  ist  und  im  umge- 
kehrten Verhältnisse  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  jenem 
Mittelpunkte  steht. 

13.  Ueber  die  Strenge  dieser  Folgerungen  bemerken  wir  noch 
Folgendes. 

Die  Keplerschen  Gesetze  beweisen,  dass  in  der  relativen  Be- 
wegung, sowie  sie  für  irgend  einen  Planeten  stattfindet,  die  Kraft, 
welche  auf  diesen  Körper  wirkt,  das  so  eben  ausgesprochene  Gesetz 
befolgt;  doch  könnte  man  immer  noch  fragen,  ob  dieses  Gesetz 
fiir  eine  andre  Bewegung  desselben  Planeten  auch  dasselbe  bliebe. 
Würde  z.  B.  dieser  Körper ,  ohne  Geschwindigkeit  in  verschiedenen 
Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  aufgestellt,  nach 
diesem  Punkte  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Ent- 
fernung angezogen  werden  ?  Diess  folgt  keineswegs  aus  dem  für  (p 
gefundenen  Werthe,  denn  er  könnte  eine  Function  von  d-  und  sogar 
von  l  sein ,  und  man  hätte  daraus  mit  Recht  auf  andre  Gesetze  für 
die  beschleunigende  Kraft  schliessen  dürfen.  Diese  Gesetze  würden 
durch  die  in  Rede  stehende  Bewegung ,  aber  durch  keine  andre ,  be- 
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wiesen  worden  sein;  und  es  ist  klar,  dass  zwei  von  ihnen  zum 
wenigsten  nicht  allgemein  sein  könnten,  weil  jedes  von  ihnen  die 
übrigen  ausschliesst. 

Nichtsdestoweniger  kann  die  Gesammtheit  der  Resultate,  welche 
sich  auf  die  verschiedenen  Planeten  beziehen,  zur  Kenntniss  dies 
allgemeinen  Gesetzes  führen,  welches  die  ihre  Bewegungen  erzen- 
gende Kraft  erfordert.  Erstens*  sieht  man  ein ,  dass  sie  nioht  von  der 
Zeit  abhängen  kann;  denn  für  jeden  Planeten  müsste  dann  die  Kraft 
durch  eine  periodische  Function  ausgedrückt  sein,  deren  Periode 
dieselbe  Dauer  wie  der  Umlauf  dieses  Planeten  hätte ;  diess  ist  un- 
möglich, weil  die  Umlaufszeiten  von  einem  Planeten  zum  andern 
variiren.  Ebensowenig  kann  man  zugeben ,  dass  die  Kraft  von  der 
Richtung  abhänge ,  denn  die  Rechnungen,  welche  sich  auf  jeden 
einzelnen  Planeten  beziehen,  würden  sich  nicht  vereinigen,  dieser 
Function  eine  und  dieselbe  Form  zu  geben.  Im  Gegentheil  führen 
alle  diese  Bewegungen  auf  einen  und  denselben  Ausdruck  für  die 
beschleunigende  Kraft  als  Function  der  Entfernung;  man  kann  also 
nicht  daran  zweifeln ,  dass  die^  das  wahre  Gesetz  sei ,  nach  welchem 
die  Materie ,  aus  welcher  die  Planeten  gebildet  sind ,  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Sonne  gezogen  wird,  so  lange  nämlich ,  als  die  Kep- 
lerschen  Gesetze  als  genau  und  unveränderlich  betrachtet  werden. 

Jene  Wirkung,  welche  beständig  nach  dem  Mittelpunkt  der 
Sonne  gerichtet  ist ,  scheint  nur  der  Substanz  selbst,  welche  diesen 
Körper  ausmacht,  beigelegt  werden  zu  können;  und  wenn  man  auf 
die  Himmelskörper ,  welche  aus  der  Entfernung  auf  einander  wirken, 
das  Princip  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  ausdehnt, 
so  muss  man  als  gewiss  ansehen,  dass  die  Sonne  gegen  jeden  Plane- 
ten den  betreffenden  Massen  proportional  angezogen  wird.  Da  die 
Sonne  jede  Substanz,  woraus  die  verschiedenen  Planeten  gebildet 
sind,  anzieht,  so  muss  man  auch  annehmen,  dass  sie  in  derselben 
Weise  auf  die  Trabanten  dieser  Planeten  wirkt,  und  da  die  vom 
Mittelpunkt  der  Sonne  an  die  verschiedenen  Punkte  eines  Planeten 
und  seiner  Trabanten  gezogenen  Radien  beinahe  gleich  und  parallel 
sind ,  so  kann  man  dies  System  als  von  parallelen  und  den  Massen 
proportionalen  Kräften  angegriffen  betrachten,  woraus  folgt,  dass 
die  Wirkung  der  Sonne  die  relativen  Bewegungen  eines  Planeten 
und  seiner  Trabanten  nicht  merklich  verändert. 

Nun  erstrecken  sich  die  Keplerschen  Gesetze  auch  auf  diese 
letzten  Bewegungen;  es  folgt  also  aus  den  schon  für  die  Planeten 
in  Bezug  auf  die  Sonne  gegebenen  Gründen,   dass  die  Trabanten 
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eines  and  desselben  Planeten  gegen  den  Mittelpunkt  dieses  Planeten 
durch  Ejräfte  getrieben  werden ,  welche  ihren  Massen  proportional 
sind  und  im  umgekehrten  Verhältpisse  des  Quadrats  der  Entfernung 
von  diesem  Mittelpunkte  stehen.  Nach  dem  Princip  der  Gleichheit 
der  Wirkung  und  Gegenwirkung  ziehen  andererseits  die  Trabanten 
ihren  gemeinsamen  Planeten  proportional  ihren  Massen  und  derselben 
Function  der  Entfernungen  an. 

Da  ein  Planet  die  Sonne  proportional  der  Masse,  welche  er  be-. 
sitzt,  anzieht,  so  ist  die  Annahme  natürlich,  dass  alle  seine  einzelnen 
Theile  sich  vereinigen,  um  diese  Wirkung  nach  Verhältniss  ihrer  eig- 
nen Massen  hervorzubringen  und  dass  also  irgend  ein  Molecül  dieses 
Planeten  die  Sonne  in  dem  Verhältnisse  der  Masse  dieses  Molecüls 
zu  der  des  Planeten  anzieht.  Eben  so  natürlich  ist  die  Voraussetzung, 
dass  es  sich  in  Betreff  der  Anziehung,  welche  der  Planet  auf  seine 
Trabanten  ausübt ,  gerade  so  verhalte ,  und  dass  irgend  ein  Molecül 
dieses  Planeten  einen  Trabanten  im  Verhältniss  der  Masse  dieses  Mo- 
lecüls zu  der  des  Planeten  anziehe.  Da  nun  die  Trabanten  eines  und 
desselben  Planeten  von  diesem  proportional  ihren  Massen  angezogen 
werden ,  so  schliesst  man  daraus  noch ,  dass  ihre  gleiche  und  entge- 
gengesetzte Gegenwirkung  ihren  Massen  proportional  ist,  und  dass 
folglich  alle  Theile  eines  Trabanten  ihren  Massen  proportional  an- 
ziehen. Endlich  wird  man  nach  Analogie  dieselbe  Eigenschaft  auf 
die  Materie  der  Sonne  ausdehnen,  und  als  ausgemacht  annehmen, 
dass  alle  Theile,  aus  denen  sie  gebildet  wird,  die  Materie  propor- 
tional ihren  eignen  Massen  und  dem  umgekehrten  Quadrate  d'er  Ent- 
fernung anziehen.  Fasst  man  diesen  Gedanken  allgemein  auf,  so 
wird  man  es  als  ein  für  die  ganze  unser  Planetensystem  bildende 
Substanz  gemeinsames  Gesetz  betrachten  dürfen,  dass  irgend  zwei 
Molecüle  sich  gegenseitig  ihren  Massen  und  dem  umgekehrten  Qua- 
drate ihrer  Entfernung  von  einander  proportional  anziehen. 

14.  Wenn  die  Himmelskörper  genau  kugelförmig  und  aus  con- 
centrischen  homogenen  Schichten  gebildet  wären ,  so  würden  sie  bei 
dem  angenommenen  Gesetze  der  Anziehung  so  auf  einander  wirken, 
als  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären ;  so  ver- 
halt es  sich  aber  nicht  ganz,  weil  die  Gestalt  von  der  kugelförmigen 
etwas  abweicht,  doch  gehen  daraus  nur  kleine  Störungen  hervor, 
denen  man  bei  einer  ersten  Annäherung  nicht  Rechnung  zu  tragen 
braucht.  Wir  werden  also  die  Sonne  die  Planeten  und  ihre  Tra- 
banten als  materielle  Punkte  von  verschiedenen  Massen  betrachten. 
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welche  sich  gegenseitig  ihren  Massen  untl  dem  umgekehrten  Qua- 
drate der  Entfernung  proportional  anziehen. 

Die  Anziehung,  welche  ein  Planet  seitens  der  andern  Körper 
des  Systems  erfährt,  erzeugt  in  seiner  Bewegung  um  die  Sonne  Stö- 
rungen, welche  den  Hauptgegenstand  der  Mechanik  des  Himmels 
ausmachen ;  wir  werden  uns  in  diesem  Werke  nicht  damit  hesehäf- 
tigen ,  sondern  die  Bewegung  eines  jeden  Planeten  unter  der  Voraus- 
setzung betrachten,  dass  sie  aus  der  Wirkung  zwischen  ihm  und  der 
Sonne  allein  hervorgehe. 

Unter  Annahme  dieser  Bestimmungen  wollen  wir  mit  f  die  ge- 
genseitige Anziehung  zweier  auf  Punkte  reducirten  Masseneinheiten 
bezeichnen,  welche  um  die  Einheit  der  Länge  von  einander  ent- 
fernt sind ,  mit  M  und  m  die  Massen  der  Sonne  und  eines  Planeten^ 
so  dass  ihre  gegenseitige  Wirkung  in  der  Entfernung  r  durch  den 

Ausdruck  — ^—  gegeben  wird;   die  beschleunigende  Kraft  ist  dann 

für  den  Planeten  c=:  —^ ,  für  die  Sonne  =  ^,  und  in  Bezug  auf  je- 
den dieser  Punkte  gegen  den  andern  gerichtet.  Will  man  also  die 
relative  Bewegung  des  Planeten  um  die  Sonne  kennen  lernen ,  so  hat 
man  anzunehmen,  dass  er  von  einer  der  Summe 

fM^  fm^f{M+m) 

jA  ^2  jA 

gleichen  Kraft  gegen  die  als  fest  betrachtete  Sonne  getrieben  werde; 
denn  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  relativen  Beweguiig  muss 
man  an  den  Punkt,  dessen  Bewegung  man  untersucht,  eine  beschleu- 
nigende Kraft  anbringen,  welche  der  beschleunigenden  Kraft  gleich, 
parallel  und  entgegengesetzt  ist ,  welche  auf  den  andern  Punkt  wirkt, 
worauf  man  den  letzteren  als  fest  betrachten  und  die  Bewegung  des 
andern  als  absolut  ansehen  darf.  Ebenso  ist  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit, die  man  dem  bewegten  Punkte  ertheilen  muss,  die  Resul- 
tante aus  seiner  absoluten  Anfangsgeschwindigkeit  und  einer  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  des  andern  Punktes  gleich,  parallel  und 
entgegengerichtet  ist. 

Bei  dertelativen  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne  hatten 

wir  ^  als  relative  beschleunigende  Kraft  für  die  Entfernung  = 
1  gefunden,  den  vorigen  Bemerkungen  zufolge  ist  also 
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Man  sieht  hieraus ,  dass  -^  von  einem  Planeten  zum  andern  sich 

ändern  muss,  da  es  von  m  abhängt,  wofern  die  Planeten  nicht  gleiche 
Massen  haben, i^as  sehr  unwahrscheinlich  ist;  da  aber  die  Beobach- 
tung Kepler  veranlasst  hat,  jenes  Verhältniss  für  alle  Planeten  als 
gleich  zu  betrachten ,  so  ist  man  zn  schliessen  genöthigt,  dass  fm  ein 
sehr  kleiner  Theil  von  dem  Werthe  des  zweiten  Theils  f  (M  -{-  m) 
sei,  und  dass  folglich  die  Masse  irgend  eines  Planeten  sehr  klein  im 
Vergleich  zur  Masse  der  Sonne  ist.  Wir  werden  bald  eine  Anwen- 
dung dieser  wichtigen  Bemerkung  bringen. 

15.  Zu  dem  Gesetze  der  Anziehung  gelangten  wir  mittelst  der 
allgemeinen  Formeln  für  centrale  Kräfte,  noch  einfacher  findet  man 
es  durch  blosse  Betrachtung  der  Centripetalkraft.  Bevor  wir  aber 
diese  Methode  auseinandersetzen ,  erinnern  wir  an  einige  die  Ellipse 
betreffende  Formeln,  die  auch  ausserdem  häufig  gebraucht  werden. 

Wir  nennen  a  und  b  (Fig.  3)  die  Halbachsen  einer  Ellipse, 
c  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  von  den  Brennpunkten,  wir 
verbinden*  ferner  irgend  einen  Punkt  M  dieser  Curve  mit  den 
Brennpunkten   F,  F',    fällen  von   F,  F  (Fig.  3.) 

und  vom  Mittelpunkte  0  Perpendikel 
FP,  FP\  00  auf  die  Tangente  in  üf, 
and  ziehen  die  Normale  üfiV;  für  FM 
=  d,  F'Af  =  J',  FP  =1  p,  FT 
^p\  OQ  =  q,  MNz=^n,  NMFl 
^=  (0,  erhalten  wir  dann  folgende 
Formeln : 

c6       .^,       cd'  ,n/^       f        ,1  /  ^  ^     . r 

CQ$  CO  =  9in  FMP  =  -  , ,    q  =  P^JLE.  ==  —_^  c=  — 

Aus  diesen  Gleichungen  fliessen  die  Belationen 
and  pp'^b\qn^h\ 

pp  :==  qn  oder p:n  =  q :p. 

In  allen  Kegelschnitten  ist  ferner  der  Krümmungsradius  R  gleich 

dem  Cubus  der  Normalen  dividirt  durch    das   Quadrat  des  halben 

Parameters,  also  hier 

aV_(^^)l 

^-^   b*    ~~äb~  ' 


—    26    — 

Man  erkennt  ausserdem  unmittelbar,  dass  die  Projection  der  Nor- 
malen auf  den  einen  der  Vectoren  oder  n  cos  o  dem  halben  Parameter 

—  gleich  kommt.   Aach  ist  die  Projection  des  Krümmangsradias  aut 

SS" 
einen  der  Radienvectoren  oder  R  cos  w  ==  —  :   diese  vierte  Propor- 

a  ^ 

tionale  kann  man  unmittelbar  so  construiren ,  dass  M  der  eine  ihrer 
Endpunkte  ist  und  der  andere  irgendwo  in  MF'  liegt.  £rrichten  ^ir 
in  diesem  Punkte  ein  Perpendikel  auf  MJF^,  so  schneidet  es  die  Nor- 
male im  Krümmungsmittelpunkte.  Eine  noch  einfachere  von  Newton 
gegebene  Construction  beruht  auf  der  Gleichung 

n 


B  cos  w  = 


cos  ©' 


errrichtet  man  nämlich  im  Fusspunkte  der  Normalen  auf  ihr  eine 
Senkrechte  bis  zum  Schnitte  mit  einem  der  Vectoren,  und  legt  durch 
diesen  Schnitt  eine  zweite  Senkrechte  auf  diesen  Radius  vector ,  so 
schneidet  letztere  die  Normale  im  Krtimmungsmittelpunkte. 

16.  Wir  kehren  jetzt  zu  der  dynamischen  Aufgabe  zurück.  Da 
die  Flächen  den  Zeiten  proportional  sind,  so  geht  die  Kraft,  weK-Iif 
die  relative  Belegung  um  die  Sonne  hervorbringt,  durch  den  Mittel- 
punkt dieses  Gestirns,  und  es  handelt  sich  darum,  das  Gesetz  dieser 
Kraft  aufzufinden ,  wenn*  man  weiss,  dass  die  beschriebene  Curve 
eine  Ellipse  ist,  von  welcher  der  eine  Brennpunkt  im  Mittelpunkte 
der  Sonne  liegt. 

Bezeichnen  wir  mit  g)  die  beschleunigende  Kraft,   die  an  dem 

materiellen  Punkte  M  nach  MF  wirkt,  so  ist  g>  cos  co  ihre  Componente 

-    .  *> 

nach  der  Normalen  MN  und  zugleich  g)  cos  o  =2  —  ,    wo  p  die  Ge- 

ds 
schwindigkeit  —   des   bewegten  Punktes    bedeutet.       Nennen    wir 

C  den  doppelten  constanten  in  der  Zeiteinheit  vom  Radius  vector  be- 
schriebenen Flächenraum,  so  ist  Cdi  das  doppelte  der  in  der  Zeit  dt 
beschriebenen  Fläche;  letztere  ist  ein  Dreieck,  welches  zur  Grund- 
linie den  in  der  Zeit  dt  beschriebenen  Bogen  ds  und  zur  Höhe  p  hat; 
demnach  wird- 

(^ 
pds  =  Cdt,    woraus  v  =  — , 

P 

und  folglich 

'  tp  cos  (0=^  ~^=  -5-^,  woraus  9=  -0-^ ; 

^  R       p^R  ^      p^  Rcos  0}  ^ 
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etzt  man  für  p,  R  und  cos  co  ihre  durch  S  und  d'  ausgedrückten 
rVerthe,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

lie  Kraft  q>  steht  demnach  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Qua- 
lrates der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Sonne. 

Die  Constante  C  kann  man  mittels  der  XJmlaufszeit  T  des  Pia- 
leten  um  die  Sonne  ausdrücken;  da  nftmlich  der  doppelte  Flächen- 
nhalt  der  Ellipse  ===  2;ra6  ist,  so  hat  man 

T 

4«^a*       1 

\o  dass  die  beschleunigende  Kraft  in  der  Einheit  der  Entfernung 

-=     y2    ^**    ^^^  kommt  so  auf  di6  schon  oben  gefundenen  Resul- 
:ate  zurück. 

17.  Bevor  Newton  den  strengen  Beweis  des  allgemeinen  An- 
sichungsgesetzes  gefunden  hatte ,  war  er  bereits  durc)i  eine  inducto- 
-ische  Betrachtung  auf  dasselbe  geleitet  worden,  die  im  Wesentlichen 
iuf  folgenden  allerdings  nicht  völlig  genauen  Schlüssen  beruhte. 

Da  die  Planeten  Bahnen  mit  verschiedenen  Ezcentricitäteii  be- 
schreiben ,  so  kann  man  der  Analogie  nach  annehmen ,  dass  die  ih- 
nen gemeinsamen  Keplerschen  Gesetze  auch  für  kreisförmige  Bah- 
nen gelten  werden;  man  darf  diess  um  so  mehr,  als  die  wirklichen 
Bahnen  sehr  wenig  excentrisch  sind  und  daher  näherungsweis  als 
kreisförmig  gelten  können.  Unter  dieser  Voraussetzung  zeigt  das 
Princip  der  Flächen,  dass  die  Kraft,  die  auf  jeden  Planeten  wirkt, 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  ist.  Das  zweite  Gesetz, 
welches  allgemein  den  Beweis  lieferte,  dass  für  denselben  Planeten 
die  beschleunigende  Kraft  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Qua- 
drats der  Entfernung  variirt,  zeigt  im  gegenwärtigen  Falle,  dass 
die  Geschwindigkeit  constant  ist;  denn  die  Kreisbögen  sind  den 
Sectoren  und  folglich  auch  den  Zeiten  proportional;  auch  ist  'die 
Kraft  immer  normal  auf  der  Trajectorie  also  die  Geschwindigkeit 
constant.    Nun  hat  die  Centripetalkraft ,  für  die  Masseneinheit  be- 

rechnet,   den  Werth  — ,  wo  »  die  Geschwindigkeit  und  i?  denKreis- 

radius  beaeichnet;  sie  bleibt  demnach  constant.    So  lehrt  denn  das 
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zweite  Gesetz,  wie  man  voraussehen  konnte,  nichts  in  Bezog  auf 
die  Veränderlichkeit  der  Kraft  mit  der  Entfernung,  aber  es  giebt 
immer  den  Ausdruck  ftir  dieselbe  mittelst  der  Zeit  T  des  ganzen  Um- 
laufs -des  Planeten  und  des  Radius  seiner  Bahn.    Man  hat  nämlich 

27tR=^vT,  mithin  ist,  wenn  9  die  Centripetalkrafl -—  bezeichuet 

und  ftlr  V  sein  Werth  als  Function  von  R  und  T  substituirt  wird, 

47r2Ä 

4«^«^       1 
was  mit  dem  allgemeinen  Werthe    ^    •  — j    übereinstimmt,     wenn 

man  in  demselben  r  =s  a  :=  72  setzt. 

Wir  betrachten  endlich  das  dritte  Gesetz,  welches  im  allge- 
meinen Falle  das  für  die  verschiedenen  Lagen  auf  einer  und  der- 
selben Bahn  gefundene  Anziehungsgesetz  auf  die  Lagen  ausdehnt, 
die  in  verschiedenen  Bahnen  vorkommen.  Im  vorliegenden  Falle 
wird  das  analoge  Resultat,  welches  wir  finden,  keine  Erweiterung, 
sondern  vielmehr  die  erste  Kundgebung  dieses  Gesetzes  selbst  sein. 
Bezeichnen  wir  mit  q>  und  <p'  die  beschleunigenden  Kräfte ,  welche 
sich  auf  irge.nd  zwei  Planeten  beziehen,  deren  Abstände  von  der 
Sonne  72,  R'  sind,  mit  7 und  T'  die  Umlaufszeiten,  so  ist  vermöge 
der  Werthe  von  9  und  9' 

,         R      R  ' 

nun  giebt  das  dritte  Keplersche  Gesetz 

Setzt  man  in  das  zweite  Verhältniss  der  vorletzten  Proportion  für  P 
und  T^  die  proportionalen  Grössen  R^  und  iJ'^,  so  wird  sie 

1      1 

und  diese  Proportion  zßigt,  dass  die  an  die  Masseneinheit  ange- 
brachte Kraft  sich  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  ändert. 

Da  die  Trabanten  eines  und  desselben  Planeten  in  Bezug  auf 
letzteren  denselben  Gesetzen  unterworfen  sind,  so  schliesst  man 
hieraus,  dass  die  Anziehung  der  Trabanten  ebenfalls  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des- 
jenigen Planeten,  um  welchen  sie  ihre  Bewegungen  vollführen,  ver- 
änderlich sei.  Die  Erde  besitzt  nur  einen  Trabanten  und  konnte  daher 
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eine  ähnliche  Verification  dieses  Anziehungsgesetzes  nicht  liefern ; 
dagegen  gewährte  sie  eine  andre,  welche  Newton  nicht  entgangen 
ist.  Wenn  man  nämlich  aus  der  Gesammtheit  der  vorhergehenden 
Erscheinungen,  wie  wir  es  schon  gethan  haben,  die  Folgerung  zieht, 
dass  irgend  zwei  materielle  Molecüle  sich  proportional  ihien  Massen 
und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  ihrer  gegenseitigen  Ent- 
fernung anziehen,  und  wenn  man  sich  ferner  die  Erde  aus  concen- 
trischen  homogenen  Schichten  zusammengesetzt  denkt,  so  muss  ihre 
Wirkung  auf  einen  an  der  Oberfläche  oder  ausserhalb  ihr  liegenden 
Pankt  dieselbe  sein,  als  wenn  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittel- 
punkte vereinigt  wäre.  Nun  ist  die  Entfernung  -der  Mittelpunkte 
der  Erde  und  des  Mondes  im  Mittelwerthe  gleich  60  Erdhalbmessern; 
die  Schwere  an  der  Erdoberfläche  muss  also  3600  mal  grösser  sein 
als  die  Anziehung,  welche  von  der  Erde  auf  eine  gleiche  Masse  auf 
dem  Monde  ausgeübt  wird;  dasselbe  Yerhältniss  muss  auch  zwischen 
den  Räumen  stattfinden,  welche  in  einer  und  derselben  Zeit  von  den 
auf  der  Erdoberfläche  fallenden  Körpern  und  von  dem  Monde  in  der 
Richtung  der  Anziehung  der  Erde  durchlaufen  werden.  Betrachten 
wir ,  um  die  Bechnung  zu  vereinfachen ,  die  sehr  wenig  excentrische 
Ellipse,  welche  der  Mond  beschreibt,  als  einen  Kreis,  dessen  Ra- 
dius E  60  mal  grösser  als  der  Erdhalbmesser  r  ist,  so  wird  die  Cen- 
tripetalkraft  die  Wirkung  g   der  Erde  darstellen.      Diese   beträgt 

also  ,  wo  T  die  Umlaufszeit  dea  Mondes  um  die  Erde  bezeich- 

net,  deren  Werth,  in  Secunden  ausgedrückt,  =  39343  X  60  ist;  man 
hat  demnach 

^   ~  60  (39343)  2  ' 
und  da  2jrr  =  40000000 ,  so  kommt 


g  = 


4000000  ;r 


3 . (39343) 


2  , 


was  sich  sich  sehr  weniff  von  -^—  uiiterscheidet ;   auch  würde  man 

^  3600  ' 

keinen  angebbaren  Fehler  finden,  wenn  man  auf  verschiedene  Um- 
stände, die  wir  vernachlässigt  haben,  Rücksicht  genommen  hätte. 

Das  Resultat  dieser  Rechnung  lieferte  eine  Bestätigung  der 
Annahme ,  dass  alle  Molecüle  der  Materie  sich  ihren  Massen  direct 
und  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  indirect  proportional  anziehen, 
und  dass  die  Schwere  an  der  Erdoberfläche  eine  Wirkung  dieser 
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Anziehung  i$t,  eben  so  wie  die  Schwere,  welche  den  Mond  gegen 
den  Mittelpunkt  der  Erde  treibt 

18.  Die  Massen  der  Planeten.  Es  ist  leicht, 'das  Yer* 
hältniss  der  Masse  eines  Planeten  zur  Sonnenmasse  zu  bestimmen, 
wenn  dieser  Planet  von  einem  Trabanten  begleitet  ist,  welcher  eine 
relativ  sehr  kleine  Masse  besitzt.  Wir  wollen  durch  M  die  Masse 
der  Sonne ,  durch  m,  tn  dio'  Massen  des  Planeten  und  seines  Traban- 
ten bezeichnen ,  mit  2a,  2a'  die  grossen  Achsen  der  Bahnen  des  Pla- 
neten und  seines  Trabanten,  und  mit  T,  T'  ihre  Umlaufszeiten;  nach 
dem  Vorhergehenden  baben  wir  dann 


--—=zf  (tn  +  m); 
woraus 

ß'3  yi        ,,,  ^  ^' 

Nun  darf  der  zweite  Theil  als  nahezu  gleich  —  betrachtet  werden, 

weil  m  sehr  klein  in  Bezug  auf  ilf,  sowie  m  in  Bezug  auf  m  ist;  man 
kann  also  schreiben 

T  und  T'  sind  durch  die  Beobachtung  bekannt,  und  es  genügt,  einen 
angenäherten  Werth  von  —  zu  kennen,  um  daraus  mit  einer  An- 
näherung von  derselben  Ordnung  das  Verhältniss  der  Masse  des 
Planeten  zu  jener  der  Sonne  abzuleiten.     Newton  hat  durch  diesem 

Verfahren  — —  für  das  Verhältniss  der  Masse  Jupiters  zur  Sonnen- 
masse gefunden ;  genauere  Rechnungen  haben  — 7-  ergeben ,  was 
sich  nur  sehr  wenig  von  jenem  Resultate  unterscheidet. 

19.  Die  Masse  der  Erde  kann  durch  das  für  Planeten  and 
Monde  gegebene  Verfahren  nicht  sehr  genau  bestimmt  werden,  weil 
die  Masse  des  Mondes  nicht  mehr  gegen  die  Erdmasse  vernachläs- 
sigt werden  darf;  nichtsdestoweniger  wird  jene  Methode  eine  Probe 
liefern ,  wenn  man  das  Verhältnisis  der  beiden  Massen  kennt.  Zur 
Bestimmung  der  Erdmasse  gelangt  man  durch  ein  andres  Mittel ,  das 
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fär  keinen  andern  Planeten  benutzt  werden  kann,  und  welches  ans 
der  Kenntniss  herv^orgeht,  die  wir  von  ihrer  Anziehung  auf  Kör- 
per an  ihrer  Oberfläche  haben.  Diese  Anziehung  ist  gleich  der 
Schwere,  yermehrt  um  die  verticale  Componente  der  Centrifugal- 
kraft;  femer  muss  man  auf  die  Abplattung  der  Erde  Eücksicht  neh- 
men, und  man  findet,  dass  auf  dem  Parallelkreise,  für  welchen  das 
Quadrat  des  Sinus  der  Breite  =  j ,  und  dessen  Abstand  r  vom  Mit- 
telpunkte der  Erde  ==  6364551  ist,  die  Anziehung  G  der  Schwere 
nahezu  denselben  Werth  besitzt,  als  wenn  die  Erde  eine  mit  dem 
Halbmesser  r  beschriebene  Kugel  wäre.  Berechnet  man  G  nach 
dem  Gesetze  der  Aenderung  der  Schwere  an  der  Erdoberfläche 
(Mecanique  Celeste),  so  findet  sich  G  :==  9,81645,  mithin  etwas  grösser 
als  g.  Hieraus  ergiebt  sich  weiter,  wenn  m  die  Erdmasse,  und  f 
die  gegenseitige  Anziehung  zweier  um  die  Einheit  der  Entfernung 
von  einander  abstehenden  Masseneinheiten  bezeichnet, 

fm 
G=  '-^  :=  9,81645. 
r 

Dieser  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  f  entnehmen  und  ihn  in 
die  Formel    — — j-  ^==  f  {M  +  m)    eintragen,   welche  sich  auf  die 

Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  bezieht;    man  erhält 

\%^d^        Gr^  {M  +  m) . 

t^  m  , 

woraus 

M_  ^TC^a^  _ 

m  ~  G^^  ~"  '• 

Andererseits  hat  man 

T  =  86400 .  (365,256374) 

und  der  Werth  der  Sonnenparallaxe  giebt 

a=23984r; 

nach  Ausfuhrung  dieser  Rechnungen  findet  sich 

M  ^       m  1 

—  =  354592  oder  -^  = 


m  M         354592 

Hieraus  leitet  iftan  leicht  das  Yerhältniss  der  Dichtigkeiten  der  Erde 
und  der  Sonne  ab.  Der  .Durchmesser  der  Sonne  ist  nämlich  110  mal 
so  gross  als  der  Erddurchmesser ,  und  die  Dichtigkeiten  beider  Kör- 
per  verhalten  sieli  wie  ihre  Massen  dividirt  durch  ihre  Volumina, 
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and  ihr  Hebelarm  L  cos  a^  die  von  der  Erde  aasgeübte  Wirkung 
^xrdfm  and  ihr  Hebelarm  L  sin  a.  Da  die  Momente  dieser  beiden 
Kräfte  im  Falle  des  Gleichgewichts  gleich  sein  müssen ,  so  folgen 
man  hieraas  mit  Weglassang  der  gleichen  Factoren  nachstehende 
Gleichung : 

cos  a  ^=:  rd  stn  a^  woraus  Ing  a  = 


a- 


a^rd 


Beobachtet  man  also  den  immer  sehr  kleinen  Winkel  a ,  so  enthält 
die  obige  Gleichitng  nur  die  Unbekannte  d^  welche  daraus  bestimmt 
werden  kann.  Eine  Beobachtung  dieser  Art,  die  von  Maskeljne 
in  Schottland  in  der  Nähe  eines  Berges  gemacht  wurde,  dessen 
Masse  und  mittlere  Entfernung  näherungsweis  ermittelt  waren ,  gab 
die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  vier  bis. fünf  mal  so  gross,  als  die 
des  Wassers;  ein  von  Cavendish  gemachter  Versuch,  bei  wel- 
chem die  Anziehung  einer  bekannten  Kugel  Schwingungen  er- 
zeugte, deren  Dauer  bestimmt  wurde,  lieferte  eine  b\  mal  grossere 
Dichtigkeit  als  die  des  .Wassers.  Diese  Versuche  sinä  in  neuerer 
Zeit  mit  grosser  Sorgfalt  wiederholt  worden ;  lieicb  findet  bei  sei- 
ner ersten  Arbeit  (Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde. 
Freiberg  1838)  die  Dichtigkeit  =  6,44,  bei  der  zweiten  Untersuchung 
(Neue  Versuche  mit  der  Drehwaage ,  Abhandl.  d.  K.  S.  Gesellschai't 
der  Wissensch.  zu  Leipzig,  Bd.  I,  1852)  die  Zahl  5,58;  Baiiy  (Expe- 
riments with  the  torsion  rod  etc.,  London  1851)  erhält  5,66;  der  min 
lere  Werth  ist  demnach  5^6.  Hieraus  schliesst  man  auf  die  Masse 
der  Erde,  so  wie  auf  die  Massen  der  übrigen  Planeten  und  der 
Sonne. 


Zehntes  Capitel. 
Analytische  Theorie  der  Planetenbeweguügen. 


Das  allgemeine  Problem. 

22.  Während  wir  im  Vorigen  die  Keplerschen  Gesetze  als  be- 
kannte Thatsachen  der  Beobachtungen  ansahen  und  daraus  die  all- 
gemeine Anziehung  der  Körper  herleiteten,  wollen  wir  jetzt  den 
umgekehrten  Weg  gehen  und  nach  der  Bewegung  fragen,  welche 
ein  materieller  Punkt  annimmt,  sobald  er  von  einem  Ejraftcentrum 
eine  Anziehung  erleidet,  welche  direct  proportional  der  Masse  und 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  ist.  Dabei 
sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  das  anziehende  Cen- 
tram fest  oder  beweglich  ist ;  doch  kann  man  den  zweiten  Fall  auf 
den  ersten  reduciren,  indem  man  annimmt,  dass  die  beiden  Funkte 
nur  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung  und  ausserdem  noch  gleichen 
und  parallelen  Kräften  unterworfen  seien,  welche  keinen  Einfluss 
auf  die  relativen  Bewegungen  haben  können.  Wenn  nämlich  P  die 
gegenseitige  Wirkung  der  beiden  Punkte ,  deren  Massen  M  und  m 
sind,  bezeichnet,  so  ist  die  an  den  Punkt  m  angebrachte  beschleu- 

P 

nigende  Kraft  =  — ;  will  man  also  die  relative  Bewegung  von  m 

um  M  bestimmen,  so  muss  man  letzteren  Punkt  unbeweglich  setzen, 
und  den  ersten  durch  eine  beschleunigende  Ejraft  gegen  ihn  getrie- 
ben denken ,  wekhe  dem  Ausdrucke 

P^ 
m 

gleich  ist.  Die  Anfangsgeschwindigkeit,  welche  man  m  ertheilen 
muss,  wird  aus  der  absoluten  Anfangsgeschwindigkeit  und  jener  von 
M,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  zusammengesetzt.  Hier- 
mit ist  die  relative  Bewegung  zweier  Punkte,  welche  sich  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  indirect  proportional  anziehen ,  auf  die  abso- 
lute Bewegung  eines  Punktes  zurückgeführt,  der  gegen  ein  festes 

3* 
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Centram  von  einer  Kraf%  getrieben  wird ,  welche  dasselbe  Gesetz  I 
befolgt,  und  sich  von  der  ersten  nnr  durch  einen  constanten  CoefS-  : 
cienten  unterscheidet. 

23.     Unter  der  Voraussetzung  eines  festen  Centrums  der  An- 

Ziehung  wollen  wir  durch  -^  die  beschleunigende  Kraft ,  welche  auf  • 

den  bewegten  Punkt  wirkt ,  bezeichnen ;   die  Gleichungen  der  Be- 
wegungen sind  dann 

d^x  (IX      (Py fiy 

dF  ~~1^'    dfi~  ~  r^"  ' 

i 
Das  Frincip  der  Flächen  und  der  Satz  von  der  lebendigen  Krafl  ge-  [ 

ben  die  beiden  ersten  Integrale :        .  i 

1)  r^d&  =  cdi, 

wo  b  und  c  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Durch  Elimination  von  dt  erhält  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen 

c^dr^         <?         24t 

'    Dasselbe  würde  die  Gleichung  3)  in  No,  ]  gegeben  haben,  wenn  man 
in  derselben  9)  =  -^  gesetzt  hätte. 

Für  —  =  «  erhält  man  weiter 

r 

3)  ^='-^"^^2  +  2,*^+  6. 

Wir  suchen  zuerst  die  Werthe  der  Constanten  c  und  h  auf,  indem 
wir  die  Anfangslage  des  Punktes  und  seine  Anfangsgeschwindigkeit, 
der  Richtung  und  Grösse  nach ,  als  gegeben  ansehen.  Sind  r^  und 
v^  die  Anfangswerthe  von  r  und  v,  so  giebt  die  Gleichung  2) 

,  2        2fA 

r  ' 

Die  Constante  c  haben  wir  bereits  allgemein  in  No.  1  bestimmt; 
sie  ist 
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wo  a  dea  Winkel  bezeichnet,  welchen. die  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit mit  dem  Radius  -  vector  beim  Beginn  der  Bewegung  ein- 
schliesst.     Die  beiden  Constanten  b  und  c  sind  hiermit  bestimmt. 

24.  Zur  endlichen  Gleichung  der  Bahn  gelangt  man  durch 
Integration  der  Gleichung  3) ,  welche  sich  auf  folgende  Form  brin- 
gen lässt, 

+  dz 


dd'  = 


/-"+^'+i 


wobei  zunächst  über  das  Vorzeichen  zu  entscheiden  ist.  Sehen 
wir  dd^  immer  als  positiv  an,  so  wird  dz^OBitWy  wenn  der  Radius- 
vector  zugleich  mit  <&  wächst,  und  negativ  im!  entgegengesetzten 
Falle ;  findet  das  £rste  statt ,  so  hat  man  das  positive  Zeichen  für 
den  zweiten  Theil  der  Gleichung  zu  nehmen,  im  zweiten  Falle  das 
negative,  wenn  die  Wurzel  immer  als  positiv  angesehen  wird.  Dem- 
nach ist  vorerst  zu  untersuchen ,  wo  die  Zeichenwechsel  von  dz  statt- 
finden; sie  entsprechen  den  grössten  oder  kleinsten  Werthen  von  z, 
und  man  erhält  sie  aus  der  Gleichung 


dz  ' 

-sr  =  0  oder  c^z'^  —  2(iz  —  6  =  0, 


nämlich 


•=5±/$+ 


b^ 


Wenn  z  durch  irgend  einen  dieser  Werthe  hindurchgeht,  hat  man 
das  Zeichen  von  dz  zu  ändern  und  es  so  lange  beizubehalten ,  bis  z 
den  andern  Werth  erreicht;  dann  muss  man  von  Neuem  das  Zeichen 
von  z  ändern ,  und  so  fort  bis  ins  Unendliche. 

•  Nehmen  wir  an,  dass  beim  Ausgange  aus  der  dem  r  =  rQ  ent- 
sprechenden Anfangslage  die  Radien  zu  wachsen  anfangen ,  dass  al- 
so der  Winkel  a  spitz  und  dz  negativ  sei ,  so  ist 

—  dz  —  dz 

dnrch  Integration  von  den  der  Anfangslage  entsprechenden  Werthen 
^0  and  Zq  an  erhält  man  hieraus 

^         ^  *  c^z — (l  C^Zq — fl 

d  —  -^A  =  arc  cos     ,  —  arc  cos    ,  ^"         . ; 


—    38    — 


^^  ^Q— f*      _ 


setzt  man  abkürzend  ^^  —  ärc  cos  — =J==  =  6", ,    so  bestimmt 

sich  der  Werth  von  d  durch  folgende  Gleichung : 

c^  z — fl 
5)  O  —  dj  =  arc  cos 


Für  solche  Integrationen,  in  welchen  Kreisbögen  vorkommen,  g;ilt 
noch  eine  Bemerkung  rücksichtlich  der  Grenzen,  zwischen  wel- 
chen die  Differentiale  dasselbe  Zeichen  bewahren.     So  ist  z.  B.  das 

Differential  von  arc  cos  u  immer  =    ,  ,  wenn  der  Sinus  des  Bo- 

gens  positiv  bleibt,  es  ist  im  Gegentheil  =  ,  wenn  der  Si- 

nus negativ  ist.  Die  Gleichung  6)  gilt  daher  nur  so  lange,  als  man, 
wie  wir  es  thun,  voraussetzt,  dass  zum  Anfangswerthe  des  Bogens, 
um  den  es  sich  handelt,  eine  zwischen  0  und  Jt  liegende  Grösse  ge- 
nommen sei,  und'  man  darf  sie  so  lange  gebrauchen,  als  der  wacli- 
sende  Werth  dieses  Bogens  zwischen  denselben  Grenzen  bleibt, 
d.  h.  bis  zu  demjenigen  Werthe  von  z,  für  welchen 

ist ;  wenn  z  diesen  Werth  überschritten  hat ,  muss  man  das  Zeichen 
des  zweiten  Theils  der  Gleichung  ändern ,  damit  er  immer  das  Diffe- 
rential des  Bogens  sei.  Der  genannte  Werth  von  z  ist  einer  von  de- 
nen, wo  man  das  Zeichen  des  zweiten  Theils  dieser  Gleichung  än- 
dern muss,  damit  es  gleich  demjenigen  des  ersten  Theiles  werde. 
Demnach  besteht  die  Gleichung  5)  noch  jenseits  dieses  Wcrthes,  und 
bis  der  Bogen  gleich  2  x  geworden  ist ,  weil  dann  der  Sinus  wieder 
positiv  wird,  und  man  also  das  Zeichen  von  dz  ändern  muss,  um  noch 
das  Differential  des  Bogens  zu  haben.  Wird  nun  dieser  Bogen  = 
2?r  so  ist  sein  Cosinus  ==  1,  und  man  hat 


C*       f      c*        c' 


dies  ist  wieder  ein  Werth  von  z,  nach  welchem  man  das  Zeichen 
yon  dz  ändern  muss,  damit  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  das- 
selbe Zeichen  behalten.  Endlich  also  besteht  die  Gleichung  5)  in  der 
ganzen  Ausdehnung  der  Bewegung  ohne  jegliche  Aenderung.  Die 
Discussion  würde  eine  ganz  ähnliche  sein,  wenn  man  den  Winkel  a 
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stumpf  aBgenommen  hätte,  d.  h.  wenn  die  Radien  mit  Abnehmen  an^. 
fingen;  der  Bogen  würde  sich  mit  einem  entgegengesetzten  Zeichen 
in  der  Gleichung  5)  finden ,  und  diese  Form  müsste  in  der  ganzen 
Ausdehnung  der  Bewegung  beibehalten  werden.  Diese  Zeichenän- 
derung würde  für  &^  einen  von  dem  vorhergehenden  verschiedenen 
Werth  ergeben,  aber  das  Resultat  würde  bis  auf  diesen  Umstand 
sich  nicht  von  demjenigen  unterscheiden ,  das  wir  aus  der  Gleichung 
5)  ableiten  wollen. 

Diese  Gleichung  kann  auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

'^    =  cos  (0 — -^i); 


restituirt  man  für  z  seinen  Werth  — ,  so  ergiebt  sich 


r 


c2 


6) 


1  +j/i+^cos{^—9^) 


Dies  ist  die  Gleichung  eines  Regelschnitts,  dessen  Pol  den  einen 
Brennpunkt  einnimmt.  Die  Curve  wird  eine  Ellipse,  wenn  b  nega- 
tiv, eine  Parabel,  wenn  b  gleich  Null,  und  eine  Hyperbel,  wenn  6 
positiv  ist. 

Die  Gleichung  einer  Ellipse,  auf  einen  ihrer  Brennpunkte  be- 
zogen ,  lautet  nämlich  in  Polarcoordinaten 

i  +  e  cos  G) 

wo©  den  Winkel  bezeichnet,  welcher  von  dem  Radius-vector  mit 
der  Achse  der  Curve  auf  der  Seite  des  nächsten  Brennpunkts  gebil- 
det wird ;  a  und  e  bezeichnen  die  grosse  Halbachse  und  die  Excen- 
tricität     Die  beiden  Gleichungen  werden  identisch  für 

7)     O  — -^1  =  «,(?''=  1  +  -^,  a(l--e2)  = 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  kann  nur  bei  negativen  b  existi- 
ren,  weil  bei  der  Ellipse  e  <  1  ist.  In  diesem  Falle  wird  e  durch 
diese  Gleichung  bestimmt  und  ist  reell,  weil  der  zweite  Theil  posi- 
tiv ausfallt;  a  ist  durch  die  letzte  GJeichung  bestimmt,  und  die  erste 
zeigt,  dass  ^^  der  Winkel  ist,  der  von  der  Achse  der  Ellipse  mit  der 


—    40    — 

Achse  der  x  gebildet  wird,  und  ewar  «uf  derjenigen  Seite,  auf  wel- 
cher der  dem  Anfang  zunächst  liegende  Scheitel  sich  befindet. 

Die   Gleichung    einer    Parabel    mit    dem    Parameter  2j9  ist 

r  =  — i ,  wenn  die  Winkel  von  der  Geraden  an  gezählt  wjrt- 

1  +  cosa 

den ,  welche  den  Brennpunkt  mit  dem  Scheitel  verbindet.  Die  Glei- 
chung 6)  wird  mit  ihr  identisch  für   ^ 

In  dem  Falle  &  =  0  ist  die  Bahn  also  eine  Parabel ,  deren  Achse 
durch  den  Anfang,  geht  und  mit  der  x  Achse  den  Winkel  Oj  bildet ; 
ihr  Scheitel  liegt  auf  der  dieser  Richtung  entsprechenden  Seite,  und 

der  Parameter  ist 

Wenn  endlich  &  >  0 ,  so  kann  die  Gleichung  6)  identisch  mit 
folgender  gemacht  werden : 

a  («2—1) 

r  =  — ; ? 

1  +  e  cos  o 

in  welcher  e  >  1  ist  und  die  denjenigen  Zweig  der  Hyperbel  dar- 
stellt ,  in  dessen  Innerem  der  zum  Pol  genommene  Brennpunkt  liegt ; 
die  Winkel  o  werden  von  der  Geraden  an  gezählt,  die  den  Brenn- 
punkt mit  dem  Scheitel  verbindet.  Um  die  Identität  beider  Glei- 
chjmgen  herzustellen ,  hat  man 

zu  setzen.  Diese  Gleichungen  bestimmen  e  und  a,  und  folglich  ibt 
für  6  >  0  die  Bahn  ein  Hyperbelzweig,  dessen  Brennpunkt  der  Fol 
ist,  und  dessen  Achse  mit  der  o: Achse  den  Winkel  d'^  einschliesst. 

25.  Man  kann  die  Gleichung  der  Bahn  leicht  in  rechtwinklige 
Coordinaten  umsetzen  und  die  Resultate  wiederfinden ,  welche  wir 
aus  der  Polargleichung  abgeleitet  haben.  Zur  Achse  der  x  wird,  man 
diejenige  Gerade  nehmen,  welche  vom  Anfange  aus  unter  dem  Win- 
kel ^1  gegen  die  x Achse  gelegt  ist;  hiernach  erhält  man 

x  =  rcos{^  —  -^i),  p=r  sin  {^—^i),  x^  +  y^^ r\ 

Eliminirt  man  cos  (d- — 9^)  aus. der  ersten  dieser  Gleichungen  nnd 
aus  der  Gleichung  6),  so  wird 
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c^         7/     .    bc 

— 0:1/   1  H ; 


2 


woraus  man  folgende  Herleitet: 

|[*V^  —  fec^ar^  +  2c^xj/fi^  +  bc^  --^  c*, 
welche  Gleichung  einer  Ellipse  angehört,  Wenn  6  negativ,  einer  Pa- 
rabel, wenn  b  Null,  und  einer  Hyperbel,  wenn  6  positiv  ist  In 
allen  drei  Fällen  ist  die  Achse,  auf  welcher  die  o:  gezählt  werden, 
eine  Achse  der  Curve,  und  der  Anfangs  der  Coordinaten  liegt  in 
einem  der  Brennpunkte,  weil  der  Werth  von  r  als  rationale  Function 
von  X  erscheint. 

Man  kann  noch  bemerken ,  dass  die  Natur  der  Bahn  einzig  und 

2tt 
allein  von  b  abhängt ,  dessen  Werth  v^^^ nur  durch  den  anfängt 

liehen  Abstand,  nicht  aber  durch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit bedingt  ist.  Dies  Resultat  stimmt  mit  demjenigen  Üb^rein, 
welches  wir  schon  auf  einem  anderen  Wege  erhalten  haben. 

Da  die  Gleichung  der  Bahn  bekannt  ist,  bleibt  uns  nur  noch 
übrig,  die  Coordinaten  des  bewegten  Punktes  als  Functionen  von  t 
zn  bestimmen ;  dies  Problem  nennt  man  gewöhnlich  das  Keplersche. 
Wir  werden  die  Rechnung  ftlr  den  Fall  anstellen,  dass  die  Curve 
eine  Ellipse  ist,  wie  dies  bei  allen  Planeten  stattfindet;  wir  wollen 
sie  auf  Polarcoordinaten  r^  O  beziehen  und  die  Winkel  von  der- 
jenigen Geraden  an  zählen,  welche  den  Brennpunkt  mit  dem 
nächsten  Scheitel  verbindet,  was  daraufhinauskommt,  ^"^  =  0  oder 
fi)=^  zu  setzen.     Wir  erhalten  dann 

r  = > 

1  +  ^  cos  d' 

in  welcher  Gleichung  a  und  e  Grössen  sind ,  welche  wir  aus  den  An- 
fangswerthen  bestimmt  haben.  Eliminirt  man  eine  von  den  Grössen 
r  und  d  aus  den  Gleichungen  l)  und  2) ,  so  entsteht  eine  neue  Glei- 
chung zwischen  /  und  der  andern  Coordinate  ]  durch  Integration  er- 
hält man  diese  Coordinate  als  Function  von  t,  die  andre  lässt  sich 
daraus  ebenfalls  mit  Hülfe  der  Bahngleichung  herleiten. 

Die  Elimination  von  dd"  giebt 
woraus  r  r 

•f/br^  +  2f4r  —  c^ 
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Wählt  man  sum  Anfangspunkte   der  Zeiten  den  Augenblick /wo 

^=0  ist,  so  befindet  sieb  der  Planet  in  dem  Scheitel,  welcher  dem 

Brennpunkte  am  nächsten  liegt,  und  für  den  rz=ia  (l — e)  wird;  er 

heisst  das  Perihel.     Der  diametral  gegenüberstehende  Punkt  der 

Ellipse  heisst  das  Aphel;  der  Radius-vector  hat  dann 'seinen  gross- 

ten  Werth  r  =  a  (l  +  e).     Hiernach  ist  dr  positiv  vom  Perihel  bis 

zum  Aphel ,  und  negativ  von  diesem  letzten  Punkte  an ,  bis  r  wieder 

das  Perihel  erreicht  hat.     In  der  ersten  Hälfte  der  Bahn  hat  man 

also  die  Gleichung 

rdr 


dt  = 


zu  nehmen,  in  der  zweiten  «Hälfte  muss  mtfti  das  Zeichen  des  zweiten 
Theils  ändern.  Man  könnte  diesen  Ausdruck  leicht  mittelst  Kreis- 
bögen integriren ,  wobei  das  Zeichen  des  zweiten  Theils  eine  ahn- 
liche'Discussion  wie  früher  veranlassen  würde ;  besser  ist  es  aber, 
statt  r  eine  neue  Variable  einzuführen. 

Da  r  immer  zwischen  a  (l— -^  und  a  {{  +  e)  Hegt,  so  darf  man 

r  =  a  (l  —  e  cos  u) 

•setzen ;  .der  Winkel  u  geht  gleichzeitig  mit  9  durch  die  Werthe  0,  :r, 
2^  hindurch;  man  hat  ihm  den  Namen  excentrische  Anomalie 
gegeben;  und  der  Winkel  ^  heisst  die  wahre  Anomalie  des  Pla- 
neten. Niibmt  man  diese  Substitution  vor  und  setzt  für  die  Constan- 
ten b  und  c  ihre  aus  den  Gleichungen  7)  bestimmten  Werthe 


so-  kommt 


6  =  —  —  und  c^  =  ua  (l  —  e), 
a 


dt=  a  J/  —  {i  —  e  cos  u)  du. 


Integrirt  man  diese  Gleichung  und  beachtet,  dass  i  mit  m  gleich- 

zeitig  verschwindet,  und  setzt  der  Kürze  wegen. af^  —  =  —  >   ^o 

erhält  man 

7it  :^=  M  —  e  sin  u'^  - 

diese  Gleichung  bestimmt  u  als  Function  von/,  nachher  r  mittcUt  der 

Gleichung 

r  =  a  {l  —  e  cos  u)y 

schliesslich  wird  9-  aus   der  Gleichung   der  Bahn  bekannt.      Man 
könnte  auch  ^  als  Function  von  u  ausdrücken ;  es  ist  nämlich 
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cdl  cdr  du  , 

rf^=  -Tr= —  = ^- 2. 

r^        ry 5^2  ^  2^^  —  ^2        i  —  e  cos  u^  ^      '^  ' 

lim  diese  Gleichung  zu  integriren,  machen  wir  von  der  Substitution 
ing  ^u  =  z  Gebrauch  und  erhalten 

du 
weil  femer  cob  u  '=^coff^ — sirf^^  so  ergiebt  sich 


dv  1=. -f— - — ; — r— ;r ,  woraus 


l^  =  arctng  Izj/ j—-^\  +  c^; 


die  Constante  c^  ist  Null,*  weil  %^  und  z  gleichzeitig  verschwinden ; 
man  gelangt  so  zu  der  Formel 

tng^  =  y  ——^^  tng \u', 

hiermit  ist  die  Coordinate  ^  als  Function  von  u  und  mitbin  von  i  be- 
stimmt« 

26.     Die  Umlaufszeit  T  des  Planeten  findet  man  aus  der  Glei- 

chnng  nl  =  u — e  sin  m  für  t/  =^  2ä,  nämlich  T  =  —  =  ünaj/  —  .- 

^        n  r      fi 

Denselben  Werth  wörde  man  auch  erhalten,  wenn  maii  den  Flächen- 
inhalt der  Ellipse  durch  die  vom  Badius-vector  während  der  Zeitein- 
heit beschriebene  Fläche  dividirte.    Da  nämlich  die  Halbachsen  der 

Ellipse  a  und  af/i  —  ^  sind,  ßo  ist  ihr  Flächeninhalt  =  xa^j/i — e^ 
durch  Je  =  ^j/(ia  (l  —  e^  dividirt,  giebt  diess  27Cay   — • 

Die  Geschwindigkeit  in  jedem  Funkte  ist  durch  die  Gleichung 
r"^  =  j»  f j  gegeben ;    man  leitet  sie  aus  der  Formel  2)  ab, 

wenn  man  in  ihr  6  durch  seinen  Werth ersetzt. 

a 

27.  Die  vorigen  Formeln,  welche  t^  r,  ^  durch  die  Hülfs- 
variable  u  ausdrücken,  können  leicht  geometrisch  bewiesen  wer- 
den, und  man  erkennt  zugleich  die  Bedeutung  der  letzteren  Va- 
riablen. 
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■ 

Sei  0  (Fig.  4)  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse ,  M  irgend  ein  Pnnkt  der  Curve, 
N  der  Punkt,  wo  die  verlängerte  Ordinate 
den  mit  der  grossen  Halbachse  concen- 
trisch  zur  Ellipse  beschriebenen  Kreis 
ip—tA  triflft,  so  ist 

MP 


UFA  =  %,  MF=r,  OF=ae,  ^  =  -  =  l/l—e^. 

NP        a       ' 

Nach  diesen  Bestimmungen  ist  der  Winkel  NOA  nichts  Andres,  aU 
die  Variable  ti,  die  excentrische  Anomalie.  Nach  dem  be- 
kannten Ausdruck  des  Radius-vector  der  Ellipse  als  Function  der 
Abscisse  hat  man  nämlich 

rz=:a  —  e.  OP=ia(\  — ecos  NOA) ; 

beseichnet  man  also  NOA  mit  u ,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung 
r  =  a  (l — ecosü)  zurück. 

Um  /  als  Function  von  u  auszudrücken  betrachten  wir  den  wäh- 
rend der  Zeit  t  beschriebenen  elliptischen  Sector.     Da  der  doppehe 

in  der  Zeiteinheit  beschriebene  Flächenraum  r=  c  =  Y^i^a  (1 — r) 
war,    so  ist 

secl  MFA  -^  ^tj/fia  (l— e^)  =  ^^V'~^%, 

wobei ,  wie  vorhin ,        =  n  gesetzt  wurde.    Nun  kann  man  einen 

a  y  a 

zweiten  Ausdruck  desselben  Sectors  als  Function  von  u  aufstellen. 
Beachtet  man  nämlich,  dass  die  Ordinaten,  welche  derselben  Ab- 
scisse im  Kreise  und  der  Ellipse  angehöreü ,  in  dem  constanten 
Verhältniss  a:h  stehen,  so  hat  man  entsprechend  fiir  die  Flächen 


ieci  MFA  =  -  iect  NFA  =  ]/\  —  e^  {NOA  —  NOF) ; 


nun  ist 


,ro  ^        ö        «r^rp       NO.OFsinu 

NOA  =  —u,   NOF  = 

2    '  2 


a^e  stnu 


also 


sect  MFA  =  — (m — e  stn  ti). 


Setzt  man  beide  Werthe  des  Sectors  gleich,  so  findet  man  die  schon 
erhaltene  Gleichung  nt=iu  —  esinu  wieder. 
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Um  eine  Gleichung  zwischen  «d*  und  u  zu  erhalten ,  braucht  man 
nur  die  beiden  Ausdrücke  für  r  einander  gleich  zu  setzen ;  zuerst 
giebt  diess 

1  "*"  6  COS  ti       I  ß 

=  1 — e  cos  tt,  woraus  cos  0  = 


1  +  e cos ^  1-T-c  cos^^ 

diese  Gleichung  erhält  eine  elegantere  Form ,  wenn  m4n 

1  -  c<«  »  =  ^^  +  ^^  d-c«»«)    ,+,„,^^  a-e)  (1  +  cosu) 

1 — ecosu  1 — ecosu 

berechnet,  beide  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  und  die  Qua- 
dratwurzeln auszieht;  man  gelangt  so  wiederum  zu  der  Formel 

-      ing\^=l/  ———ing\u. 

28.  Bevor  wir  in  der  Aufsuchung  bequemerer  Formeln  zur  Be- 
stimmung des  Ortes  des  Planeten  in  jedem  Augenblicke  weiter  ge- 
ben, wollen  wir  zeigen,  wie  dieselben  sich  vereinfachen,  wenn  man 
bloss  die  erste  Potenz  von  e  berücksichtigen  will,  was  bei  den 
meisten  Planeten  mit  hinreichender  Annäherung  erlaubt  ist. 

Die  Gleichung  t«  ==  /t^  +  esinu  giebt 

u  =  nt  +  e  sin  {nl  +  e  sin  m), 

und  mit  Vernachlässigung  von  e^,  e^  etc. ' 

u  =  ni  +  e  sin  nt. 

Nun  hat 'man 

r=.a  (1 — ecosu)\ 

vemaclilässigt  man  also  "wieder -e'-*,  e^  etc.,  so  wird 

r-=^a  (r—  e  cos  ni). 

Es  bleibt  nur  noch  ^  zu  bestimmen.  Man  könnte  es  aus  der  Glei- 
chnng  der  Bahn  ableiten ,  wenn  man  in  sie  den  eben  für  r  gefun- 
denen Werth  einsetzt;  aber  es  ist  besser,  d'  direct  aus  der  Gleichung 


r^dd'  =  cdt  ==  äty^fia  (l  — c^) 

zu  berechnen.     Vernachlässigt  man  das  Quadrat  von  e,  so  giebt  die 
Gleichung  der  Bahncurve 

r=z  a  (1— e  cos  d)  und  r^  =  a^  (1— r2e  cos  d") ; 
folglieh 
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dd'{i—2ecosd')=di-K^=i  ndi; 

ay  a 

mit  RückBiclit  darauf,  class  gleichzeitig  ^  ;=  0  und  d"  =^0  ist,  erhält 
man  durch  Integration 

und  folglich  mit  Vernachlässigung  von  e^, 


29.  Die  Winkelhewegung  des  Planeten  würde  -gleichförmig 
sein ,  weün  man  den  Ausdruck  1e  sin  nt  vernachlässigen  dürfte ;  mau 
kann  sich  aber  einen  Punkt  denken,  dessen  Winkelbewegung  dnrch 
die  Gleichung  d'=  nt  bestimmt  wird ,  und  welcher  vom  Perihcl 
gleichzeitig  mit  dem  Planeten  ausgeht;  er  würde  dann  noch  gleich- 
zeitig mit  ihm  durch  das  Aphel  gehen ,  weil  man  für  diesen  Pnnkt 
^z=n  und  folglich  sin  nt  =0  erhält  In  der  ersten  Hälfte  der 
Bahn  ist  der  wirkliche  Planet  dem  gedachten  Planeten  um  eine 
Winkelgrösse  voraus,  deren  angenäherter  Werth  besinnt  ist,  und 
welche  man  die  Mittelpunktsgleichnng  nennt  In  der  zwei- 
ten Hälfte  ist  fm  Gegentheil  der  gedachte  Planet  dem  wirklicheu 
voraus ,  weil  sin-  nt  negativ  ist ;  sie  treffen  beide  im  Perihel  wieder 
zusammen ;  dieselbe  Belegung  wiederholt  sich  fortwährend.  Man 
hat  diesem  Winkes  nt  den  Namen  mittlere  Anomalie  ge- 
geben, man  nennt  ihn  auch  die  mittlere  Bewegung  des 
Planeten. 

* 
Die  Betrachtung  dieses  gedachten  Gestirns  bt  bei  der  Erde  zur 

Bestimi^nng  der  mittleren  Zeit  von  Nutzen.  Man  corrigirt  auf  diese 
Weise  die  Ungleichheit  der  Bewegung  der  Sonne  in  der  Ekliptik: 
es  bleibt  noch  die  Ungleichheit  zu  verbessern,  welche  von  der 
Neigung  der  Ebene  der  Ekliptik  gegen  die  Aequatorialebene  her- 
rührt; hierzu  gelangt  man  dadurch,  dass  man  ein  zweites  Gestirn 
fingirt,  dessen  Bewegung  gleichförmig  in  der  Ebene  des  Aequators 
vor  sich  geht.  Dieses  Gestirn  ist  es,  welches  die  sogenannte 
mittlere  Zeit  bestimmt;  sie  fällt  vier  mal  im  Jahre  mit  der 
wahren  Zeit  zusammen,  welche  durch  die  wirkliche  Sonne  an- 
gezeigt wird. 
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Das  Keplenche  Problem.  ' 

30.  Das  Problem,  die  Wertbe  der  beiden  Polarcoordinaten  r 
und  ^  eines  Planeten  als  Functionen  der  unabhängigeji  Variablen  / 
za  entwickeln ,  wollen  wir  für  die  elliptische  Bewegung  unter  der 
Voraussetzung  lösen ,  dass  e  ein  sehr  kleiner  Bruch%ei ,  wie  djes  bei 
den  meisten  Planeten  der  Fall  ist,  für  die  Erdbahn  z.  B. 

e  =  0,01685318. 

Zwischen  r^d'^t  und  der  Hülfs variablen  u  bestanden  folgende  drei 
Gleichungen : 

1)  u  =  nl  '^'  e  sin  m, 

2)  r  =  a  (1  — e  cos  u) , 


/M 


3)  tng^&=f/  --—inglw, 

ans  ihnen  würden  sich  t,  r  und  %•  für  ein  gegebenes  u  leicht  bestim* 
men  lassen,  dagegen  bedarf  es  mühsamer  Interpolationen,  wenn  r 
und  ^  für  einen  gegebenen  Werth  von  t  ermittelt  werden  sollen, 
and  eben  um  diese  Unbequemlichkeit  zu  vermeiden,  hat  man  r  und 
0*  direct  als  Functionen  von  t  auszudrücken  gesucht. 

Das  Mittel  hierzu  bietet  die  sogen.  Umkehrungsformel  von 
Lagraifge,  welche  überhaupt  zeigt,  wie  man  aus  einer  Gleichung 
von  der  Form 

4)  z=ix  +  a  f(x) 

z  als  Function  von  a*,  und  allgemeiner  F  {z),  ausgedrückt  durch  »r, 
erbalten  kann.     Es  ist  nämlich 

1  '  ^  "^       1.2       dx  1.2.3        dx^ 

1.2...m        dx""-^ 

F{z)=F{x)  +  jF{x)f{x)+—     [     Y^^\^J  +  .... 

g"        d^-^[F  (x)f(x)'^] 
•••"*"l.2...m  dx^-'  ^•••' 

was  den  Beweis  dieser  Formeln  und  die  Bedingungen  ihrer  Gül- 
tigkeit betrifft,    so   verweisen  wir  auf  Möigno's   Lerons  de  calcul 


I 


.—    48    — 


differentiely  le^on  XYIII.,    und  bemerken  nur,    dass  im  Yorliegen- 
den  Falle  wegen  der  Kleinheit  von  a=e  die  Formeln  ohne  weitere   | 
Determination  angewendet  werden  können. 

31.  Die  excentr-ische  Anomalie  als  Function  der 
Zeit  Für  z==ii,  a:=n/,  «=e,  f(x)=sinx  geht  dfe  Gleichung 4) 
in  die  Gleichung  l)  über ,  man  ^rh&lt  demnach  unmittelbar  die  Eot- 
Wickelung  von  u  nach  Potenzen  von  e,  wenn  man  dieselben  Substi- 
tutionen in  der  Formel  vornimmt.  Behalte^  wir  der  Kürze  wegen 
vorerst  die  Bezeichnung  x  bei ,  so  wird 

e^     d  (sin^  x)    , 

u=x  +  e  stnx  +. — ^— +  .  .  . 

1 .2         dx 

^       e^        dr^^  {HrC^x) 

i"  •  •  •  • 


1.2...m       rfa:*"* 

Um  die  angedeuteten  Differentiationen  zu  vollftthren,  drücken  wir 
die  Potenzen  von  m  x  durch  die  Sinus  und  Cosinus  der  VielfaclieD 
von  X  mittelst  folgender  Gleichungen  aus : 

2  Hf?x  =  —  C05  2a:  sl-  1, 
^Bxr?x  =  —  5tn  3a?  +  3  sin  Xy 
i^sin^x  =z  -^^  cos  4tX  — ^4  cos  2x  +  3, 
2*5tn^  X  =  +  sin  Sx  —  6  5f n  3a:  +  10  sin  .r, 

2^sin^x  =  ^-^  cos  6x  +  6  cos  ix  —  15  cos  2x  +  10, 

♦ 

dividiren  wir  jede  Gleichung  durch  die  Potenz  von  2,  welche  sich  als 
Factor  auf  der  linken  Seite  findet,  und  differentiiren,  so  kommt: 

d  ( sin^x  ) 

— ^-- =  stn  2x1 

dx 

cP  (sin^x) 3^*i«3a:  —  3  sin  x^ 

dx^       ~  2^  ' 

d^(sin^x)  .    . 

— — j — -  =  2^  stnix  —  istn  2ar; 

d^  (m^  x)  b*sin5x  ^^  5.3^  sin  Sx  +  10  sin  x 

dx*  2^  ' 

— — — i  =  ^^  stn  6x —  6.2*«n4ar  +  3.5«*«  2.r. 
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Nach  Substitution  dieser  Werthe  und  ftir  x=^nt  ergiebt  sich  die 
Entwickelnng 

u  =i  nt  4-  e  sin  nt  -A sin  2nt 

2 

+  -g  (3  sin  3«/  —  sin  nt) 


1)    {  +  5~  (2  *««  4«/  -^  sin  Int) 


+  -7—  (bhin  5«^— 3*  sin  Snt  +  2 sinnt) 
+  -4-^-  (ß^sin  6nt—2^sin  ^nt  +  5  sin  2nt)  + 


Da  man  jetzt  u  aus  irgend  einem  Werthe  von  t  finden  kann ,  so  lies- 
sen  sich  mittelst  der  Gleichungen  5)  und  6)  auch  r  und  %'  für  jedes 
/darstellen;  es  ist  jedoch  noch  besser,  die  vermittelnde  Grösse  u 
zu  vermeiden  und  diese  Grössen  unmittelbar  als  Functionen  von  t 
auszudrücken. 


52.     Der  Radius- vector  als  Function  der  Zeit.     Nach 

der  Gleichung  5)  ist  —  eine  bekannte  Function   von    u ,   und    kann 

mittelst  der  Formel  3),  in.  welcher  man  F  {x)  =1  —  e  cos  x  neh- 
men muss,  bestimmt  werden;  es  ist  folglich \^' (.t)  z=esinx,  und 
wie  in  dem  vorhergehenden  Falle  a  =  e,  f  {x)  =  sin  x^  x  =  nt\ 
folglich 

r  .0.0,^^  disin^x)    ,     e*     dPisin^x)    • 


+ 


2.3.4 


d^  (sin^x) 
dx^ 


"1"  •  •  •  • 


Man  hat  aber 

■ 

sin^  X 

m 

—  COS  2a:  +  1 

> 

2 

- 

d  {sin^ 

') 

—  3  C05  3a:  + 

3 

cos  X 

u. 


dx 
<f2  (sin*  x) 


dx"^ 


2^ 


=  —  2  cos  ^x  +  2  cos  2Xy 


1 


(P  {sirfix)  

d*  {sin^  x)  _ 
dx*       ~ 
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—  5'  cos  5.r  +  S-^^cos^  —  5.2  cos  x 


Z*cos6x  +  6 .2*  CO«  40?  —  3  . 5  cojp  2r 

2 


Snbstitiiirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  —   und  setzt  ni 

a 


für  Xf  80  erhält  man  die  gesuchte  Reihe 


t*  €  C 

—  =  1  —  e  cosnl (cos  2nt  —  1) 5(3  cos^ni—Z cosnt) 

a  2  ^  ^        2*"^ 


8) 


—  —  (cos  int — cos  2«/) -.  -   (5'  cos  ni—5.2^^cos  Zn(  + 

3  2*3 


+  5.  2  CO*«/) 


,6 


—  77-;-(^^  ^<>*  6n/'-^2*  cos  4nt  +  5  cos  2n/)  — 


33.  Die  wahre  Anomalie  als  Function  der  Zeit.  Die 
Gleichung  6)  giebt  mittelst  eleganter  von  Lagrange  ausgeführter 
Transformationen  zunächst  den  Werth  von  ^  als  Function  von  sin  ti, 
sin  2u  etc. ;  ersetzt  man  diese  Werthe  durch  Entwickelungen,  die  nach 
Potenzen  von  e  fortschreiten,  so  erhält  man  die  Auflosung  der 
Aufgabe. 

Wir  substituiren  zunächst  für  die  Tangenten  die  Verhältnisse 
von  Sinus  zu  den  Cosinus  und  für  diese  ihre'imaginairen  Exponential- 
ausdrücke;  die  Gleichung  6)  geht  dann,  wenn  e  die  Basis  der  Neper- 

sehen  Logarithmen  und  t  die  Wurzel  j/ — 1  bezeichnet,  in  folgende 
über : 


^-1  _  j/T+7  »•"-! 


woraus  folgt 


•  ■* 

'    ^^^^^ — — - — I^IIZ. 


Setzt  man  ferner 
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yi  +  e  — yi — e e 

so  erhält  man 


&i       €  — l         1 — X  B  iä 


e 


l—^l€  1 — le 


und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt  und  dann 
durch  t  dividirt, 

/(l_^f-«i)_/(l_;i€t«) 

f 

Die  Logarithmen  kann*man  entwickeln,  weil  l  weniger  als  die  Ein- 
heit beträgt;  ersetzt  man  nachher  die  imaginairen  Exponentialgrös- 
sen  durch  Sinus  und  Cosinus,  so  ergiebt  sich 

12                  p                  x* 
^  =  «  +  2  (A  m  M  +  —  sin  2m  +  --  sin  3m  H m  4m  +  . . .). 

^  o  4 

Man  hat  jetzt  für  m,  sinUy  m2M,  ....  ihre  nach  Potenzen  von  e  ge- 
ordneten Entwickelungen  zu  substituiren.  Der  Werth  von  m  ist 
schon  durch  die  Gleichung  7)  gegeben ;  und  sin  u  wird  aus  der  Glei- 
chung 4)  hergeleitet ;  sie  liefert 

sin  u  ==  =  sin  nt  +  —  sin  2ni  +  -^  (3  sin  ^ni — sinnt)  +  .... 

Mittelst  der  Formel  von  Lagrange  findet  man  weiter 

sin  tu  =  sin  2nl  +  e  (sin  ^nt — sin  ni)  +  e^  (sin  ^nt — sin  2nt) 

e^ 
+  -j-  (4  sin  bnt — 27  sin  Znt  +  25  sin  6nt)  +  ..., 

e  ,  ^ 

sin  Zu  =  sin  Znt  +  —  (3  sin  4nt  —  3  sin  2nt) 

e^ 
+  "3  (15  ^^^  5"^ — 18  ^^  ^^^  +  ^  ^^  ''O 

e^ 
+  —  (9  sin  6nt —  I2sin  4nt  +  3  sin  2«/)  +  . . . 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Potenzen  von  l  nach  denen  von  e  zu  ent- 
wickeln.  Wir  setzen  zu  diesem  Zweck 


1-1-^1  — e^  =  E,  woraus  £  =  2  — 


E 

4* 
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und  können  nun  B^  nach  Potenzen  von  e^  mittelst  der  Formel  3) 
entwickeln ,  in  welcher 

z  =  i:,  a:  =  2 ,  a  =  e^,    F  (z)  =  r"'  =  BT* 

zn  setzen  ist;    es  ergiebt  sich  auf  diesem  Wege 


^e-^ 


.  >(P  +  3)    .    .    pb  +  4)(p  +  5)  , 
"^     2.2^  +  *""^    ■*■         2.3.2'  +  «  "*■ ' 

oder  wegen  X  =  e  E^* , 

2^  ^.2''-+*  ^     2.2"  +  *  ^  2.3.2'+« 

Snbstituirt  man  für  die  verschiedenen  Potenzen  von  l  die  ans  dieser 
Formel  resultirenden  Werthe ,  so  findet  sich  mit  Vernachlässigung 
der  Potenzen  von  e^  welche  die  sechste  übersteigen, 


&=  ni  +  Ue  —  -e^  +  — eM  si 
\  4       ^  96    / 


sin  nt 


9) 


(^e^  — -«*  +  — e«)  sinMnt  +(^,e^—  -e^\ 
\4  24  192     /  \!2  64    / 


«>i  3?J/ 


,  /103  4        451   ß\     .    ^  ^ 
\96  480    / 

,    1097   .    .  -     1223    «     . 

+  -TT^  ^  smJbni  +  -;^;:3^  e^  stn  6«f , 


960 


960 


oder  nach  Potenzen  von  e  geordnet, 


d'  =  ni  +  2e  sin  nt  +  —e^  sin  2nl 

4 


10) 


^  -y-  (13  Äin  3«/  —  3  ÄfVi  «0 
+  -5--  (103  «t«  4nt  —  44  5i>i  2^/) 


+  -^—-  (1097  «in  5«/ — ^45  sin  3«/  +  505m  nl)  +  •••• 
2  •3*5 


Berücksichtigt  man  bloss  die  erste  Potenz  von  e,  so  geben  die  For- 
meln'8)  und  9), 

r  zr=i  a  {{ —  e  cos  nt)     ^  z^  nt  +  2e  sin  nt, 
wie  wir  früher  schon  bemerkt  haben. 
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S4«  Die  Formeln  der  vorigen  Abschnitte  erhalten  eine  elegan- 
tere Gestalt,  wenn  die  vorkommenden  Beihen  nach  den  Sinus  oder 
Cosinus  der  Vielfachen  von  nt  geordnet  werden ,  nämlich 

uz=  nt  +  C^  sin  nt  +  C^  sin  2ni  +  C3  sin  3«<  +  . . .  * 
--  =  Dq  +  D^  cos  nt  +  i>2  cos  2nt  +  D3  cos  3n/  +  .... 

'^  =  n/  4-  ^1  sin  nt  +  E^  sin  2n/  +  E^  sinZnt  +  . . . . 

wie  es  bei  der  letzten  Formel  schon  in  Nr.  9)  geschehen  ist.  Diese 
Anordnung  bietet  nämlich  den  Vortheil,  dass  die  Coefficienten 
C,  D^  E  nur  von  e  abhängen  und  daher  für  jeden  einzelnen  Planeten 
individuelle  Werthe  haben ,  die  sich  ein  für  allemal  berechnen  und 
in  einer  Tabelle  zusammenstellen  lassen.  Unabhängig  von  dem  Vo- 
rigen gelangt  man  zu  dieser  Auflösung  des  Keplerschen  Problem's 
auf  folgende  von  B  e  s  s  e  1  *)  angegebene  Weise. 

Nach  einem  bekannten  Satze  kann  jede  Function  einer  unab- 
hängigen Variabelen  x  in  die  periodische  Reihe 

11)  f  {t)  =  ^Aq  +  A^  cosx  +  A^cos^x  '\'  ,.,, 
oder  auch  in  die  Reihe 

12)  f  (t)  =  B^  sin  X  +' B^  sin  2t  +  .^3  sin  3r  +  . . . 

verwandelt  werden,  wobei  aber  tc  >  r  >  0  sein  muss  und  die  Coef- 
ticienten  A,  B  nach  den  Formeln 

2     /•  2    /*  ' 

J3)     ^=  —   \f{x)  cos  kx  dx,     B    =z-  I  f{x)  sin  kx  dx 

0  0 

zu  bestimmen  sind.  Setzen  wir  \e:=zc,  nt  =  x  und  denken  uns  die 
Oleich  ung 

14)  u  —  2c  sin  u  ^-x 

nach  n  aufgelöst,  so  ist  t/,  mithin  auch  cos  u  eine  Function  von  r, 
und  es  kann  folglich  die  Gleichung  ll)  auf  den  Fall  f  (x)  =  cos  u 
angewendet  werden.     Dies  giebt 

7t 

\A^^  =  —  I  cos  u  dXj 
0 


*)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  von  1816  und  1817;  erschienen 
I8ig.   8.49—55. 
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oder  wenn  statt  x  die  Variabele  u  mittelst  der  Gleichung  14)  einge- 
führt und  zugleich  bemerkt  wird,  dass  den  Grenzen  r  =^  0  und  T=ff 
die  Grenzen  ti=0,  u=n  entsprechen, 


fC 


1 


A^^=  —  I  cos  M  .  ( 1  —  2c  cos  uj  du=^  —  c. 
0 

Man  hat  femer  durch  unbestimmte  theilweise  Integration 

/*               ,                        sinkt   ^       r ,         ^    sinkt 
21  cosu  cosktdtt=  ^cosu  — [-  21  stn  u  du  — - —  • 

cos u  sinkt  ,    1  (  /*      .,        .  ,        f      ,,        ,  ,  | 
=  2 »  t:  {  /  cos(kt-u) du—  I  cos  (ArT+ «)</«( 

und  hieraus  wird  nach  Einfiihrung  der  Grenzen  r:=0,  T=3r,  denen 
wie  vorhin  uz=:Oj  u  =  je  correspoudiren, 

2  / cos  u  cos  ktdt  =.  -r\f  cos  (kx  —  u)  du  —  /  cos  {kx  +  m)  du\\ 
0  lo  0  J 

multiplicirt  man  noch  mit  —  und  setzt  füiv  seinen  Werth  aus  Kr.  U), 
SO  erhält  man 

n 

cos  [(/f— 1)  u—2kc  sin  u\du^j  cos  [(Ar+1 )  u — '2kc  sin  u]  du 

0 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Berechnung  von  A^  auf  eine  eigen- 
thümliche  Transcendente  führt,  deren  Definition  durch  die  Gleichung 

15)  •^,     =  —  /  cos  (pu  —  l  sin  u)  du 

0 

gegeben  ist ,  worin  p  eine  ganze  positive  Zahl ,  l  eine  beliebige  po- 
sitive Grösse  bezeichnet.  Mittelst  einiger  Transformationen  des 
vorstehenden  Integrales  kann  man  die  Function  /        leicht   in   die 

folgende  immer  convergirende  Reihe  verwandeln:                    v 
^^^     il,/i~1.2...p  t^"      l.{p+l)^  1.2.{p+l)(p+2)      J 
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auch  besitzt  man  schon  eine  ziemlich  ausgedehnte  Tafel  für  die  ge- 
nannte Transcendente  *),   Es  ist  daher  J.     als  völlig  bekannte  Grösse 

ZU  behandeln  und  demnach 

k^~"k  K  kc,  k—\  kCy  k  +  \/' 

Für  cos  u  hat  man  daher  folgende  Reihe 

icos  11  =  —  c  +  l  (  J      —  /      )  cos  z 
17) 


+  A  (/         —  /       )  co«2t  + 
^  ^  V  2c,i  2c,3/     . 


Mittelst  einer  sehr  ähnlichen  Rechnung  findet  man ,  dass  sin  u^  aus 
den  Formeln  12)  und  13)  abgeleitet,  durch 'nachstehende  Reihe  be- 
stimmt ist 

J8)     c  sin  w  c=  i  /      sin  z  +  IJ        sin  2r  + 

Für  die  excentrische  Anomalie  selber  erhält  man  wegen  u  = 
r  +  2c  sin  r, 

19)     ti  =  r  +  2  (  f  /      Äi/i  r  +  A  /       5tw  2t  +  .... ) . 

\      f,t  2c,  2  / 

Aus  Nr.  18)  folgt  weiter 

-  =  l  +  2c«  — Srfif/      —  /     Vo«^ 

+i(v.-0  "*''+•••]• 

Auch  der  reciproke  Werth  von  r  lässt  sich  in  eine  Cosinusreihe  um- 
setzen; die  Gleichung  14)  liefert  nämlich 

du  1  a 

dz         1  —  2c  cos  u  r' 

mithin  ist,  wenn  linker  Hand  die  Formel  19)  angewendet  wird 

21)    ^=r-f2(/      cos  z  +  J        co^2r -f-....). 
r  \  c,i  2c,2  '       / 

Die  Berechnung  voA  <&  liefert  etwas  zusammengesetztere  Ausdrücke, 
die  bis  zur  sechsten  Potenz  von  e  bereits  in  Nr.  9)  gegeben  sind. 


*)  Schon  Bessel  hat  eine  solche  Tafel  berechnet,  welche  von  Han- 
sen bedeutend  erweitert  worden  ist  (Schriften  der  Sternwarte  Seeherg; 
Gotha  1843).    Theorie  und  Tafel  der  Besserschen  Function  J^^n  findet  man 

io  der  Zeitschr.  für  Mathem.   u.  Physik.    Jahrg.  2  (1857),  S.  137. 


Eilftes  Capitel. 
Bewegung  eines  beliebigen  Pnnktesystemes. 


Das  d'Alembert'sohe  Princip. 

d5.  Bei  den  folgenden  Untersuchungen  setzen  wir  immer  solche 
Punktesysteme  voraus ,  bei  denen  gewisse-  Verbindungen  zwischen 
den  Punkten  des  Systems  besteben ;  denn  ohne  diese  würde  die  Be- 
wegung jedes  Punktes  isolirt  vor  sich  gehen  und  nach  den  früheren 
Kegeln  beurtheilt  werden  können.  Wir  nehmen  an,  dass  jene  Ver- 
bindungen durch  Gleichungen  von  folgender  Form  ausgedrückt  sind 

Z=Q,  Jlf;=0,  -Ar=0, 

deren  Anzahl  k  sein  möge ,  und  welche  in  jedem  Augenblicke  zwi- 
schen der  Zeit  und  zwischen  den  Coordinaten  dieser  Punkte  statt- 
finden. Kennt  man  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Kräfte, 
welche  auf  jeden  Punkt  wirken  und  die  von  den  Lagen  oder  von 
den  Zeiten  abhängen  können,  weiss  man  ferner  die  anflingliche 
Lage  jedes  Punktes ,  sowie  die  Richtungen  und  Werthe  der  Anfangs- 
geschwindigkeiten, so  ist  die  Bewegung  offenbar  vollständig:  bestiaunt, 
und  die  Coordinaten  jedes  Punktes  sind  bestimmte  Functionen  der 
Zeit.  Bezeichnet  n  die  Anzahl  der  materiellen  Punkte  des  Sy- 
Sterns,  so  hat  man,  da  schon  k  Gleichungen  zwischen  den  3n  Coor- 
dinaten vorhanden  sind,  nur  noch  3n — k  Gleichungen  zwischen  den- 
selben Coordinaten  und  der  Zeit  aufzusuchen ;  sobald  diess  gesche- 
hen ist,  hat  man  die  vollständige  Lösung  des  Problems,  weil  man 
dann  für  jeden  Augenblick  die  Lage  aller  Punkte,  mithin  alle  Um- 
stände der  Bewegung  kennt.  Jene  Gleichung^  werden  mit  Hülfe 
des  folgenden  von  d'Alembert  aufgestellten  Princips  gefunden,  wel- 
ches die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  beliebigen  Systems  auf 
die  Betrachtung  des  Gleichgewichts  dieses  Systems  zurückführt. 

63.  Wenn  Punkte  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind,  so 
ertheilen  die  auf  sie  einwirkenden  Kräfte  ihnen  nicht  dieselbe  Be- 
wegung, als  wenn  sie  ganz  getrennt  und  frei  wären;  könnte  man 
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aber  die  Kräfte ,  welche  von  jenen  Bedingungen  herrühren ,  isolirt 
aufzeigen  und  sie  dann  in  jedem  Augenblicke  mit  den  Kräften  ver- 
binden ,  welche  direct  an  den  Punkten  angebracht  sind ,  so  würde 
man  alle  Punkte  als  vollkommen  getrennt  und  frei  betrachten  dürfen. 
Wir  wollen  mit  m  diid  Masse  und  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines 
solchen  Punktes  bezeichnen ;  dann  müssen  die  drei  so  berechneten 
Componenten  folgende  Werthe  haben 

ffix        dPy        cPz 

deren  Resultante  Q  heissen  möge. 

Es  sind  nämlich  -r  i  T  >  t:  ^1^  zur  Zeit  t  wirklich  vorhandenen 

dt     dt     dt 

cPx  utj  d^z 
Seitengeschwindigkeiten,  mithin  m  —^ ,  m  -— j,  m  —2  die  Componen- 
ten der  wirksamen  Kraft,  woraus  folgt,  dass  die  Kraft  der  Masse 
m,  wenn  diese  frei  wäre,  für  sich  allein  ganz  die  nämliche  Bewegung 
ertheilen  würde,  welche  m  in  seiner  Verbindung  mit  dem  Punkte- 
systeme thatsächlich  besitzt. 

(Fig.  5.) 
Wir  bezeichnen   mit  P  die 

gegebene  Kraft,  die  auf  die 
Masse  m  wirkt  und  diese,  wenn 
sie  frei  wäre ,  innerhalb  der  Zeit 
dl  von  A  nach  B  treiben  würde, 
und  zerlegen  P  in  zwei  Compo- 
nenten der  Art,  dass  die  eine-^ 
Componente  mit  der  wirksamen  Kraft  Q  zusammenfällt,  welche  in 
der  nämlichen  Zeit  die  thatsächlich  vorhandene  Bewegung  von  A 
nach  C  erzeugt ;  die  andere  Componente  heisse  ü.  Auf  gleiche  Weise 
erhalten  wir  an  allen  übrigen  Punkten  entsprechende  Componenten 
Ify  V'  etc.  Nun  geschieht  die  Bewegung  aller  einzelnen  System- 
punkte, aufweiche  die  äusseren  Kräfte  P^P\  P''...  wirken,  ganz 
ebenso,  als  wenn  diese  Punkte  frei  wären  und  nur  von  den  Kräften 
ö»  Q\  Q"  etc.  getrieben  würden ,  d.  h,  ebenso ,  als  wenn  die  Kräfte 
17,  17',  IJ"  etc.  nicht  vorhanden  oder  verloren  gegangen  wären.  Diess 
ist  aber  nur  auf  -eine  Weise  und  zwar  dadurch  möglich ,  dass  sich 
die  sogen,  verlorenen  Kräfte  ?/,  Z7',  ü''  etc.  unter  einander  auf- 
heben. Damit  gelangen  wir  zu  dem  von  d'Alemberi  zuerst  ausge- 
sprochenen Principe  der  verlorenen  Kräfte : 
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Die  Bewegung  eines  beliebigen  Systemesvon  Punk- 
ten, die  irgend  welchen  Verbindungen  unter- 
worfen sind  und  von  irgend  welchen  Kräften  ge- 
trieben werden,  geschieht  immer  so,  dass  die 
in  jedem  Augenblicke  verlorenen  Kräfte  einan- 
der das  Gleichgewicht   halten. 

Man  kann  diesem  Satze  noch- eine  andere,  für  seinen  Gebrauch  et- 
was bequemere  Form  ertheilen.  Jede  verlorene  Kraft  ü  lässt  sich 
nämlich  wieder  als  Resultante  der  gegebenen  äusseren  Kraft  P  und 
einer  Kraft  —  Q  ansehen,  welche  der  sogen,  wirksamen  Kraft  gleich 
und  entgegengesetzt  ist.  Das  vorige  Princip  lautet  dann  folgender- 
maassen: 

Die  Bewegung  eines  beliebigen  Systemes  von  Punk- 
ten, die  irgendwie  mit  einander  verbunden  sind 
und  unter  dem  Einflüsse  irgend  welcher  Kräfte 
stehen,  geschieht  immer  so,  dass  in  jedem  Augen 
blicke  Gleichgewicht  stattfindet  zwischen  den  ge- 
gebenen Kräften  und  jenen  Kräften,  welche  den 
wirksamen  Kräften  gleich  und  entgegengesetzt 
sind. 

Wie  sich  aus  diesem  Satze  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
beliebig  zusammengesetzten  von  beliebigen  Kräften  afficirten 
Punktesystemes  herleiten  lassen ,  werden  wir  bald  zeigen  5  vorher 
entwickeln  wir  erst  ein  anderes  noch  allgemeineres  Princip. 

Das  OauBs'sche  Princip. 

37.     Wie  vorhin  sei  m  die  Masse  eines  Systempunktes,  Ä  sein 

Platz  zur  Zeit  f,  B  der  Platz ,  den  er  nach 
^  der  Zeit  dt  in  Folge  der  gegebenen  Kraft  P 
einnehmen  würde,  wenn  er  frei  wäre,  end- 
lich C  die  Stelle ,  an  die  er  nach  jener  Zeit 
wirklich  gekommen  ist.  Die  auf  m  wirkende 
Kraft  P  denken  wir  uns-  wieder  zusammen- 
gesetzt aus  der  Kraft  Q^  die  den  Punkt  in 
der  Zeit  dt  von  A  nach  C  führt,  und  aus  der 
Kraft  17,  die  ihn,  falls  er  frei  wäre,  von  C  nach  B  führen  würde.  Da 
nach  dem  Vorigen  Gleichgewicht  zwischen  den  verlorenen  Kräften 
U,  If^  Tf'  etc.  stattfinden  muss,  so  lässt  sich  auf  diese  das  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  anwenden,  und  zwar  in  folgender  Weise. 
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Es  sei  D,  ein  von  C  verschiedener,  aber  mit  den  Bedingungen 
des  SjBtemes  verträglicher  Platz,  an  den  A  während  der  Zeit  dt  mög- 
licherweise kommen  könnte;  an  die  Stelle  der  Linie  C^  tritt  jetzt 
die  Linie  CD  und  diese  ist  nun  eine  virtuelle  Bewegung  des  Punk- 
tes C.  Fällt  man  von  D  auf  die  Richtung  der  Kraft  U  die  Senkrechte 
DE  und  setzt  <^  DCB  =  -^j  so  ist  U  .CD  ,  cos  0^  das  virtuelle  Mo- 
ment der  verlorenen  Kraft  Uy  mithin  nach  dem  Principe  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten,  sobald  man  sich  die  gleiche  Construction  mit 
allen  Systempunkten  vorgenommen  denkt, 


i:{Ü.CD.cos^)=:0. 

Da  die  Kraft  ü  der  Art  ist,  dass  sie  die  als  frei  gedachte  Masse  m 
in  der  Zeit  dt  aus  der  Buhelage  durch  die  Strecke  CB  treiben  würde, 
so  ist  sie  proportional  dem  Producte  m .  CB ;  man  hat  daher  bei  Weg- 
lassung der  gemeinschaftlichen  Factoren 

.1)  2:{m.CB  .CD  .  cos  ^)  =0. 

Andererseits  ist 

DB^  =  CB^+CP  —  2CB  .  CD.  cos  ^ 

oder 

CB^  =DB^  —CD^  +  2CB  .  CD.  cos  &; 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  m  und  bildet  die  Summe  aller 
von  den  Systempunkten  herrührenden  Gleichungen  derselben  Art, 
so  verschwindet  nach  Nr.  l)  die  letzte  Summe  £  {m.CB  ,CD,cos^) 
und  es  bleibt 

2)  {m.'cff)  =z{m,DB^)  —  i:(m.CD^). 

Um  den  hierin  liegenden  merkwürdigen  Satz  bequem  ausdrücken  zu 
können,  bemerken  wir  zunächst,  dass  die  vorige  Betrachtung  im  We- 
sentlichen dieselbe  geblieben  wäre,  wenn  man  statt  der  verlorenen 
Kräfte  U,  ü\  17"...  die  ihnen  gleichen  und  entgegengesetzten 
—  Uj  — ü\  — ?7"...  genommen  hätte.  Die  Wirkung" der  Kraft  ü  ist 
aber  eine  ab  lenk  ende,  insofern  sie  die  Masse  m  in  der  Zeit  dt  von 
B  nach  C  treiben  würde ;  man  hätte  daher  BC  statt  CB^  ebenso  BD 
statt  DB  zu  setzen  und  erhielte : 

3)  Z  {m  .B(?)  ^  2!  {m  .BD'^)  —  H  (m  .CD'^)  . 

Hier  bedeutet  BC  die  wirkliche  Ablenkung  der  Masse  m  von  der 
freien  Bewegung  ^J?,  dagegen  stellt  ^i>  jede  mögliche  andere 
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Ablenkung  dar ,  und  da  nach  Nr.  3)  £  {m,  BC  )  immer  kleiner  als  | 
£(m .  BD^)  ist,  so  hat  man  jetzt  das  folgende,  zuerst  von  Gtnus*)  anf-  | 
gestellte  Princip : 

Die  Bewegung  irgendwie  miteinander  zu  einem 
System  verbundener  Punkte,  die  irgend  welchen 
Bedingungen  unterworfen  sind  und  von  irgend 
welchen  Kräften  getrieben  werden,  geschieht  zn 
jeder  Zeit  in  möglich  grösster  Uebereinstimmung 
mit  der  freien  Bewegung,  d.  h.  so,  dass  die  Summe 
der  Produkte  aus  der  Masse  jedes  Punktes  in  das 
Quadrat  seiner  Ablenkung  von  der  freien  Bewe- 
gung ihren   Minimalwerth  erhält. 

Die  wirklichen  Plätze  C,  C,  C"  etc.,  welche  die  Punkte  A^  -/,  ^' 

etc.  nach  der  Zeit  dt  einnehmen,  sind  hiernach  unter  allen  möglichen, 

mit  den  Bedingungen  des  Systemes  verträglichen  Plätzen  diejenigen, 

bei  denen  ,  »  „  „ , 

m.BiP  +  m  B'C^  +  m'F?^+ .... 

zu  einem  Minimum  wird.    Aus  dieser  Bedingung  jene  Plätze  zu  be- 
stimmen ,  ist  im  Allgemeinen  eine  Aufgabe  der  Variationsrechnung. 

« 

38.  Man  kann  übrigens  der  vorstehenden  Summe  eine  mecha- 
nische Bedeutung  unterlegen.  Wenn  nämlich  der  Punkt  Ä  von  dem 
Orte  J?,  an  den  er  bei  freier  Bewegung  gelangen  würde,  nach  dem 
Orte  C  seiner  wirklichen  Bewegung  abgelenkt  Werden  soll,  so  gehört 
dazu  ein  gewisser  Zwang  oder  eine  gewisse  mechanische  Arbeit. 
Es  liegt  daher- nahe  genug,  den  schon  früher  bestimmten  Begriff  der 
Arbeit  einer  Kraft  auch  hier  anzuwenden  und  die  Arbeit  der  ab- 
lenkenden Kraft  —  V^  d.  h.  das  Produkt  ( —  V)  .  BC  alsMaass  für  je- 
nen Zwang  anzusehen.  Der  gesammte  in  dem  Systeme  vorhandene 
Zwang  ist  dann  — Z{Ü,BC),  und  da  ü  proportional  dem  Produkte 
m .  BC  etwara:/: .  m .  BC  ist,  so  wird  der  ganze  Zwang = -^  k  Z{m.BC)- 
Dieser  Ausdruck  erreicht  seinen  Minimalwerth  gleichzeitig  mit 
m,BC)^  und  zufolge  dieses  Umstandes  kann  das  Gauss'sche 
Princip  auch  in  der  kurzen  Form 

Die    Bewegung    jedes    beliebigen    Punktesysteroes 
geschieht   immpr   unter  möglich   kleinstem    Zwange 
ausgesprochen  werden. 


*)    Cr  eile*  8  Journal  f.  Mathem.   Bd.  4.   S.  232. 
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»Dieses  ^jPrincip  des  kleinsten  Zwanges**  hat  den  eigenthümlichen 
Vorzug,  dass  es  die  Gesetze  der  Bewegung  und  der  Ruhe  auf  ganz 
gleiche  Art  in  grösster  Allgemeinheit  umfasst.  Beim  Gleichgewichte 
fallen  nämlich  die  Punkte  C,  Cf,  (!'  etc.  mit  den  Punkten  Ä^  Ä,  Ä*  etc. 
zusammen,  und  die  Gleichgewichtsbedingung  ist  daher  Z{m.AB  )=^ 
Minimum;  sie  sagt,  dass  das  Beharren  des  Systemes  im  Zustande 
der  Kühe  der  freien  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  näher  liegt, 
als  jedes  mögliche  Heraustreten  aus  demselben.*)  , 

Es  ist  übrigens  sehr  merkwürdig ,  dass  die  freien  Bewegungen, 
wenn  sie  mit  nothwendigen  Bedingungen  nicht  bestehen  können,  von 
der  Natur  gerade  auf  dieselbe  Art  modificirt  werden,  wie  der  rech- 
nende Mathematiker,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  Er- 
fahrungen ausgleicht,  die  sich  auf  unter  einander  durch  nothweudige 
Abhängigkeit  verknüpfte  Grössen  beziehen.  Diese  Analogie  weiter 
za  verfolgen  ist  hier  nicht  der  Ort. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung. 

39.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  das  Princip  der  verlorenen 
Kräfte  zur  Bestimmung  der  Bewegung  eines  jeden  Punktes  führt, 
indem  es  eben  so  viele  Gleichungen  liefert,  als  unabhängige  Coor- 
dinaten  vorhanden  sind.  Bezeichnen  wir  mit  X,  Y,  Z  die  bekannten 
Componenten  der  totalen  Kraft,  welche  an  den  Punkt  mit  der  Masse 
m  angebracht  ist,  mit  X*^  Y\  ?!  die  entsprechenden  Kräfte  für  den 
Punkt  m  u.  s.  w.,  wobei  diese  Kräfte  für  eine  beliebige  Anzahl  die- 
ser Punkte  auch  Null  werden  können,  so  muss  nach  dem  schon  Ge^ 
sagten  in  jedem  Augenblick  zwischen  diesen  Kräften  und  jenen 
Gleichgewicht  stattfinden,  deren  Componenten  sind 

^x  fPy  cPz 

,  (Px'  ,  cPy  ,  cPz 

wo  x^  y,  z,  x\  y\  /,  .  .  .  die  Coordinaten  dieser  verschiedenen 
Punkte  bezeichnen;  mit  andern  Worten,  e^  muss  Gleichgewicht 
stattfinden  zwischen  folgenden  Kräften,  welche  an  den  Punkten  m, 
m', ....  parallel  mit  den  Coordinatenachsen  angebracht  sind : 


*)  Ausführlichere  Betrachtangen  über  das  (raitsVache  Princip  enthält 
eine  Abhandlung  von  Scheffler  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
and  Physik.    Bd.  3.     S.   197. 
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rf/2'  c/f2' 


Die  Gleichgewichtsbediogangen  werden  also  dnrch  folgende  Glei-- 
chnng,  welche  das  Frincip  der  virtaellen  Geschwindigkeiten  in  recht- 
winkligen Cocjrdinaten  liefert,  dargestellt: 

I 

WO  dXy  dt/y  dz  die  Componenten  der  unendlich  kleinen  VerrücknDg 
bezeichnen,  welche  man  dem  Punkte  xyz  in  irgend  einem  Augen- 
blicke der  Bewegung  ertheilen  könnte,  ohne  die  Bedingungen  des 
Systems  zu  verletzen,  sowie  sie  gerade  in  diesem  Augenblicke  der 
Bewegung  sind,  bei  welcher  Betrachtung  die  Zeit  keinen  Einfluss 
auf  die  Verrückungen  oder  virtuellen  Geschwindigkeiten  Sx,  Jy,  6: 
hat.  Die  Summe  £  erstreckt  sich  auf  alle  materiellen  Punkte  des 
Systems,  und  die  Grössen  X,  F,  Z  werden  ftir  diejenigen  Punkte,  an 
welche  keine  Kraft  angebracht  ist,  als  Null  beti*achtet. 

Die  Gleichung  l)  enthält  3n  Variationen ,  wenn  die  Anzahl  der 
Punkte  ==n  ist,  und  dieselben  müssen  den  /r  Differentialgleichungen 
der  gegebenen  Gleichungen  Z=o,  ilf=0,  JV  =  0,  .  .  .  genügen, 
woraus  nachstehende  Bedingungen  folgen 

dL  ^      .    dL  .      ^    dL  ^     .   dL  ^  , 

-—  da:  +  -—  dy  +  -—  öJT  +  — 7  da;  +  . . .  =  0, 
dx  dy  dz  dx 


Mittelst  dieser  Gleichungen  können  k  Variationen  eliminirt  werden, 
dann  bleiben  noch  ^  —  k  vollkommen  unbestimmte  Variationen 
übrig ;  setzt  man  die  Coefficienten  einer  jeden  von  ihnen  gleich  Null, 
so  erhält  man  3n — k  Gleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den 
k  ersten  Gleichungen  die  Coordinaten  aller  Punkte  als  Functionen 
der  Zeit  bestimmen«  Das  Problem  ist  hiermit  auf  die  Integration 
von  Differentialgleichungen  zurückgeföbrt. 
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40.  Wir  maltipliciren  die  Oleichungen  2)  mit  unbestimmten 
Factoren  A,  ^,  v,  ...,  addiren  sie  nachher  zn  der  Gleichung  l),  und 
setzen  endlich  den  CoefBcienten  jeder  Variation  der  Null  gleich ;  es 
entstehen  so  die  Gleichungen 

■  d^x  ,^dL  ^      dM  .      dN  . 

X—m—^  +A  — +  fA-— +  v—  +...=0, 
dl^  dx  dx  dx 

dhj  ,    ,dL   ^       dM  ^      dN  ^ 
dl^         dy       ^  dy  dy 

^z     ■  ^dLr        dM  ,      dN  ^ 
-     v-        .O'x'^dL.      dM         dN 


Durch  Elimination  der  k  un1}estimmten  Factoren  A,  fi,  v,  .  .  . .  ge- 
langt man  zu  3n  —  k  Dififerentialgleiehungen  der  zweiten  Ordnung 
zwischen  x^  y ^  z^  x\  ,  ,  ,  und  der  Zeit  U  Diese  Gleichungen  sind 
dieselben,  als  wenn  man  k  Variationen  eliminirt  hätte,  wie  wir  an- 
fangs angegeben  haben;  das  obige  Verfahren  hat  aber  denselben 
Vortheil ,  den  wir  schon  bei  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  erkannt  haben ;  es  bestimmt  nämlich « die  Kräfte, 
welche  die  Bedingungsgleichungen  vertreten.  Die  Werthe  der 
Grössen  il ,  fi ,  v ,  .  ,  .  lassen  die  Einwirkungen  erkennen ,  w<elche  die 
Verbindungsmittel  in  jedem  Augenblicke  erfahren. 

Ist  das  System  durch-  andre  Variable  als  die  Coordinaten  seiner 
Funkte  bestimmt,  so  kann  man  denselben  Gang  befolgen,  und  die 
Anwtodung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  liefert 
immer  eben  so  viele  Gleichungen,  als  es  unabhängige  Variable  giebt, 
so  dass  man  durch  Verbindung  derselben  mit  den  Bedingungsglei- 
chungen immer  alle  Variablen  als  Function  der  Zeit  bestimmen  kann, 
wie  es  die  vorgelegte  Aufgabe  jederzeit  verlangt. 

Die  momentanen  Kräfte. 

41.  Wir  .haben  schon  im  ersten  Theile  gezeigt,  dass  eine 
constante  Kraft  durch  die  Quantität  der  Bewegung,  welche  sie  er- 
zeugt, dividirt  durch  die  dazu  gebrauchte  Zeit,  gemessen  werden 
kann;  um  also  eine  bestimmte  Quantität  der  Bewegung  hervorzu- 
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bringen ,  mnss  die  Dauer  der  Wirkung  um  so  viel  geringer  sein ,  als 
die  aufgewendete  Kraft  grösser  ist,  weil  es  keine  Kraft  giebt,  welche, 
ohne  eine  gewisse  Zeit  zu  gebrauchen,  eine  Wirkung  von  endlicher 
Grösse  hervorbringen  könnte.  Nichtsdestoweniger  darf  man,  wenn 
die  Wirkung  in  einer  so  kurzen  Zeit  hervorgebracht  wird,^as8  in 
der  Lage  der  Punkte  keine  bemerkbare  Veränderung  stattfindet,  in 
den  meisten  Fällen  von  dieser  Zeit  absehen,  und  um  diess  anzudeuten, 
wollen  wir  Kräfte  dieser  Art  momentane  Kräfte  oder  StÖsse 
nennen. 

Um  den  constanten  Werth  einer  solchen  Kraft  oder  ihren  mitt- 
leren Werth,  wenn  sie  veränderlich  ist,  zu  messen,  könnte  man  sie 
auf  die  gewöhnliche  Einheit  beziehen,  und  man  würde  als  ihr  Maa^s 
die  hervorgebrachte  Quantität  der  Bewegung,  dividirt  durch  die 
Dauer  der  Wirkung,  erhalten;  weil  aber  diese  Dauer  nicht  angebbar 
ist,  so  wird  es  da,  wo  die  Betrachtung  solcher  Kräfte  Vortheile  bietet, 
besser  sein.  Jene  Ze^t  nicht  in  das  Maass  einzuführen  und  sich  bloss 
auf  die  Quantität  der  Bewegung  zu  beschränken.  Man  kann  in  die- 
sem  Falle  der  Wirkung  eine  beliebige  Dauer  beimessen,  wenn  sie 
nur  sehr  klein  ist;  die  Wirkungen  hängen  davon  nicht  ab,  wie  sich 
zeigen  wird ,  wenn  wir  die  Mittel  zu  ilirer  Berechnung  geben.  Wir 
messen  also  eine  momentane  Kraft  durch  die  Quantität  der  Bewe- 
gung, welche  sie  hervorbringt,  wenn  sie  auf  einen  freien  in  Ruhe 
befindlichen  Punkt  wirkt,  und  da  die  Zerlegung  der  Kräfte  auf  die- 
selbe Weise  wie  die  der  Geschwindigkeiten  bewerkstelligt  wird,  so 
folgt  daraus ,  dass  die  Componenten  einer  momentanen  Kraft,  welche 
nach  denselben  Regeln  wie  für  stetige  Kräfte  gegebenen  Richtungen 
parallel  genommen  sind,  nichts  Andres  bedeuten,  als  momentane 
Kräfte ,  welche  den  Componenten  der  totalen  Geschwindigkeit  nach 
denselben  Richtungen  entsprechet.  Da  endlich  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  eines  materiellen  Punktes,  parallel  mit  drei 
festen  Achsen,  durch  die  Wirkung  von  beliebigen  Kräften  in  der- 
selben Weise  vermehrt  werden ,  als  wenn  die  Anfangsgeschwindig- 
keit Null  wäre ,  so  folgt  noch ,  dass  die  Componenten  der  momenta- 
nen Kraft,  welche  auf  einen  bewegten  materiellen  Punkt  wirkt,  ge- 
messen werden  durch  die  Quantitäten  der  Bewegung,  welche  den 
Incrementen  der  Componenten  der  Geschwindigkeit  dieses  Punktes 
entsprechen. 

42.  Um  die  Wirkung  von  momentanen  Kräften  auf  ein  schon 
in  Bewegung  begriffenes  System  zu  bestimmen ,  wollen  wir  die  Glei- 
chung l)  auf  diese  Kräfte  anwenden,  indem  wir  alle  andern  vemacb- 


V 


—    65    — 

lässigen,  welche  keinen  angebbaren  Einflass  während  der  ganzen 
Dauer  <&  dieser  Wirkungen  aasüben,  von  denen  die  einen  vor  den 
andern  aufhören  können.  Die  Werthe  x^y^z^x\y\z\,.*  dürfen 
während  dieser  Zeit  als  unveränderlich  betrachtet  werden,  und  es 
ist  leicht  zu  sehen ,  dass  es  sich  ebenso  mit  dx^  dy^  (9z,  .  . .  verhält. 
Diese  Veränderungen  näm^ch  genügen  den  Differentialgleichungen 
von  Z  =3  0,  ^  =  0,  « . . ,  in  welchen  /  als  eine  Constante  betrachtet 
wird ;  nun  ändert  sich  diese  Constante  Während  des  betrachteten  Zeit- 
intervalles  nur  unendlich  wenig,  also  können  die  Grössen  Sx^  Öy^ 
dr, . . .  sich  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  in  Bezug  auf  sich  selbst 
ändern  und  müssen  folglich  als  unveränderlich  angesehen  werden. 
Wenn  man  also  die  Gleichung  1)  nach  i  integrirt,  indem  man  zu 
Grenzen  den  Anfang  und  das  Ende  des  Intervalles  ^  nimmt ,  und 
mit  mX,  m  F,  mZ  die  Componenten  der  an  die  Masse  m  angebrachten 
Kraft  bezeichnet ,  so  ergiebt  sich     ^ 


m 


+ (/^'  -  f + ^)  '= 


=  0, 


wo  -7^*,  -~,  ^  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
dt      di      dt  . 

m  in  dem  Augenblicke  bedeuten ,  wo  die  momentanen  Kräfte  anfan- 
gen zu  wirken.     Da  nun  die  an  die  Masse  m  augebrachte  Kraft  zu 

Componenten   mX^  mY,  tnZ   hat,   so   sind    die   Integrale  ml  Xdi^ 

m  I  Ydt ,  tn  j  Zdt  die  Componenten  der  Quantität  der  Bewegung, 

welche  diese  Kraft  in  der  Zeit  '9'  hervorbringen  würde,  und  folglich 
die  Componenten  der  Kraft  selbst  in  dem  Sinne,  den  wir  mit  der 
Benennung  „momentane  Kraft"  verbinden.  Wir  bezeichnen  die- 
selben mit  A^i ,  Fj ,  Zj ,  und  erhalten  in  leicht  verständlicher  Be- 
zeichnung 

3)     2?|  =0. 

+  (z,  -  «  J  g)  dz 

Wäre  die  Mas^se  m  frei ,  so  müssten  die  Componenten  der  momenta- 
nen Kraft,  welche  die  Componenten  ihrer  Geschwindigkeit  verän- 
dern würde ,  folgende  sein 

n.  5 
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^^       ^^y       A^^ 

dt'  dt'  di 

Also  drückt  die  GleichuDg  3)  aus,  dass  Gleichgewicht  herrscht 
zwischen  deu  momentanen  Kräften ,  welche  gewirkt  haben,  und  den- 
jenigen in  entgegengesetztem  Sinne  genommenen  momentanen  Kräf- 
ten, welche  dieselbe  Veränderung  in  der  Bewegung  eines  jeden 
Punktes  hervorbringen  würden,  wenn  er  ganz  frei  wäre.  Das 
d^Alembert^schePrincip  erstreckt  sich  also  gleichmässig  auf  die  plötz- 
lichen Aenderungen,  wie  auf  diejenigen,  welche  stetig  in  der  Bewe- 
gung eines  beliebigen  Systems  her vorgebi acht  werden ,  wenn  man 
die  momentanen  Kräfte  so  auffasst ,  dass  sie  durch  die  (Quantität  der 
Bewegung  gemessen  werden,  welche  sie  einem  freien  Punkte  mit- 
theilen  würden. 

Noch  ist  bemerkenswerth ,  dass  die  Zunahmen  der  Seitenge- 
schwindigkeiten  nicht  von  den  Geschwindigkeiten  selber  abhängen 
und  gerade  so  berechnet  werden,  als  wenn  das  System  in  dem  Au- 
genblicke, wo  die  momentanen  Kräfte  wirken ,  sich  im  Zustande  der 
Ruhe  befände. 

43.  Hat  man  aus  der  Gleichung  3)  alle  abhängigen  Variationen 
eliminirt ,  und  die  Coefficienten  der  übrig  bleibenden  gleich  Null  ge- 
setzt, so  enthalten  die  Endgleichungen  die  Componenten  der  mo- 
mentanen Kräfte  und  die  Incremente  der  Componenten  der  Quanti- 
täten der  Bewegung  in  linearer  Form,  auch  ist  kein  Glied  unab- 
hängig von  diesen  Grössen.  Diese  Gleichungen ,  verbunden  mit  den 
Bedingungsgleichungen,  aus  welchen  man  durch  Differentiation 
Gleichungen  ableitet,  welche  in  allen  ihren  Gliedern  die  Incremente 
der  Geschwindigkeitscomponenten  enthalten,  bestimmen  alle  unbe- 

die 
kannten    Grössen   z/  -i- ,  . . . 

dl 

Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ersten  Grades  sind  die  Ken- 
ner  ihrer  Werthe  unabhängig  von  X^^  Y^^  Z^^  X^  . . .,  und  ihre  Zäh- 
ler enthalten  sie  linear  und  ohne  unabhängige  Glieder ;  ändern  sich 
also  die  momentanen  Kräfte  alle  in  einem  und  demselben  Verhält- 
nisse, so  variiren  auch  die  Incremente  der  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeiten in  demselben  Verhältnisse;  allgemeiner,  „bei  belie- 
big viel  Systemen  von  momentanen  Kräften  sind  die  Incremente  der 
Geschwindigkeitscomponenten  eines  jeden  Ptinktes  die  Summen  der- 
jenigen Incremente,  welche  jedem  getrennt  wirkenden  Systeme  ent- 
sprechen würden." 
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Zu  derselben  Folgerung  gelangt  man  auch  durch  die  Bemer- 
kung, welche  wir  über  die  Form  der  Gleichungen  der  Aufgabe  ge- 
macht haben.  ' 

Demnach  bestehen  die  Wirkungen ,  welche  jede  Kraft  für  sich 
allein  hervorbringen  würde,  gleichzeitig  ohne  einander  zu  beein- 
trächtigen ,  sie  lagern  sich  über  einander,  und  aus  der  Vereinigung 
aller  nach  einer  und  derselben  Bichtung  gehenden  Geschwindigkei- 
ten entspringt  die  totale  nach  dieser  Richtung  bewirkte  Geschwin- 
digkeit. 

Auf  eine  ähnliche  Weise  erkennt  man,  dass  dieselbe  Eigen- 
schaft sich  auf  die  unendlich  kleinen  Incremente  der  Componenten 
der  Quantitäten  der  Bewegung  oder  der  Geschwindigkeiten  erstreckt, 
welche  in  jedem  Augenblicke  durch  die  stetigen  Kräfte  hervorge- 
bracht werden,  d.  h«  dass  sie  sich  mit  denen  vereinigen,  welche 
statthaben  würden,  wenn  diese  Kräfte  nicht  existirten,  und  endlich, 
dass  diese  Incremente  dieselben  sind,  als  wenn  die  Kräfte  auf  das 
System  in  der  Ruhelage  wirkten. 


5* 


ZwAUtes  Capitel. 
Anwendungen  des  d^Alembert'schen  Princips. 


Beispiele  Von  einfachen  Maschinen. 

44.  Wir  betrachten  zwei  durch  einen  unausdehnbaren  Faden 
mit  einander  verbundene  Punkte  auf  zwei  schiefen  Ebenen,  deren 
Durchschnitt  horizontal  liegt;  ihr  System  soll  immer  in  einer  und 
derselben  senkrecht  auf  der  Schnittlinie  stehenden  Ebene  enthal- 
ten sein. 

Seien  m,  rn  die  Massen  dieser  Punkte ,  O,  O'  die  Winkel,  welche 

die  Ebenen  mit  der  Yerticalen  bilden,  «r,  x  die  EntfemBngen  Ah, 

(Fig.  5.)  AC  (Fig.  5)  dieser  Punkte  vom  Punkte 

A^  Ay  welcher  den  beiden  Ebenen  gemein 

ist,  und  /  die  Länge  des  Fadens;  die 

Kräfte,     welche    an    freien    Punkten 

^  die  Bewegung    hervorbringen  würden, 

welche  wirklich   stattfindet,   sind  dann  m --5-,  m' --V  ^^^d  wirken 

nach  den  Richtungen  Alf,  AK-^  die  in  der  That  wirkenden  Kräfte 
sind  mg,  mg  im  Sinne  der  Schwere.  Es  muss  also  Gleichgewicht 
stattfinden. zwischen  den  ersten  in  entgegengesetztem  Sinne ,  und  den 
letzten  im  Sinne  der  Schwere  genommenen  Kräften.  Um  dies 
Gleichgewicht  auszudrücken,  wollen  wir  uns  irgend  eine  unendlich 
kleine  Verrückung  denken,  wobei  wir  jedoch  beachten,  dass  man 
die  Punkte  als  in  derselben  Ebene  AHK  bleibend  betrachten  kann, 
welche  senkrecht  auf  dem  Schnitte  der  befden  schiefen  Ebenen  steht; 
denn  da  die  wirkliche  Bewegung  nothw endiger  Weise  in  dieser  Ebene 
vor  sich  geht,  so  kann  man,  ohne  etwas  an  ihr  zu  ändern,  anneh- 
men, dass  die  Punkte  in  derselben  zu  bleiben  gezwungen  sind.  Be- 
deuten d.T,  6x'  die  Variationen  von  x,  x\  so  giebt  die  Summe  der 
virtuellen  Momente,  gleich  Null  gesetzt, 
dC^x  ,  d^x' 
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ferner  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

a:  +  a;'  =  /  und  folglich  Sx  +  ^^'  =  0; 

multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  A,  addirt  sie  zur  ersten  und 
setzt  dann  die  Coefficienten  von  Sx^  dx'  gleich  Null,  so  kommt 

d^x 

—^  +  mg  cos  d'+  1  =  0 


m 


woraus 


—  m  — ^  +  mg  cos  d'  +  A  ==  0, 
(tX  (ix 

d^x'         (Px 

Wöll  ferner  -^^  = tö  »   so  ist  auch 

di^  dr 

,    dPx  ,  f  ,      ^ 

(m  +  m)  --^  =g  {m  cos  d"  —  m  cos^)^ 

woraus 

iPx m  cos  &  —  m'  cos  &'  • 

■^  ~^  m  +  m' 

Durch  Integration  ergiebt  sich,  wenn  t;  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  m'  bezeichnet, 

dx        '  m  cos  O  —  m'  cos  &'-  . 

—  z=zv=gt zi-:r--y h  ^ 

dt  m  -f"  /» 

gt^  /m  cos  d'  —  m'  cos  -O"'  .      /\ 

^  =  ~-  ( T— 7 +ct  +  c  ); 

2     \  m  +  m  / 

r  und  c'  sind  willkürliche  Constanten,  welche  sich  durch  die  An- 
fangslage des  Systems  bestimmen.  Bei  dieser  mögen  ^r^  und  Vq  die 
Anfangswerthe  von  x  und  v  sein ;  man  hat  dann 

c  - — ■  V^ ,   C   i — ■  Xq»  , 

Kennt  man  v^  und  .r^,  so  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst,  weil  x 
nnd  mithin  x  bestimmt  sind ;  der  Werth  von  A  misst  die  Spannung 
des  Fadens,  welche  constant  bleibt.  Wären  nur  .r^  und  die  momen- 
tanen Kräfte  gegeben,  welche  auf  die  beiden  materiellen  Funkte  im 
Anfange  der  Bewegung  wirken,  so  müsste  man  die  Anfangsgeschwin* 
digkeiten  durch  die  Bedingung  bestimmen,  dass  Gleichgewicht  statt- 
findet zwischen  den  durch  die  Quantitäten  der  Bewegung  gemesse- 


—  To- 
nen Kräften  und  den  in  entgegengesetzten)  Sinne  mit  ihren  Rich- 
tungen genommenen  momentanen  Kräften.  Seien  0,0  die  Ge- 
schwindigkeiten, welche  die  momentanen  Kräfte  4len  beiden  Punkten 
mittheilen  würden ,  wenn  sie  frei  wären ,  so  werden  diese  Kräfte 
durch  m'o),  nCtd  gemessen,  und  bei  demselben  Gange  wie  vorhin  fin- 
det man 


m 


dx  ,dx  .       '  '        ^   1  M^  \ 

di  dt  '  '  \dt  /' 


dx  dx 

wefiren  — r-  = 7-  zieht  man  hieraus 

°        dt  dt 


(,  /^    QX  t    , 

m  +  w  )  —  =  m»  —  m  CO 


und 


»   / 


dx        ma>  —  m  00 


0* 


Der  Werth  von  A  drückt  die  anfängliche  Spannimg  des  Fadens  aus, 

dx 
welche  durch   den  Stoss  hervorgebracht  wurde.      Ersetzt  man  -j 

durch  seinen  so  eben  gefundeuen  Werth ,  so  wird 

—  mm  , 

X    =Z    ;    (W    -f-     CO  ). 

m  +  w 

Für  O  =:  0,  ^'  =  0  ist  das  betrachtete  System  nichts  Andres  als  die 
Atwood^sche  Maschine,  bei  welcher  man  auf  die  Masse  der  Rolle 
keine  Bücksicht  nimmt. 

45.  Wir  wollen  jetzt  den  Fair  betrachten,  wenn  die  beiden 
Körper  mittelst  eines  Kades  an  der  Welle  auf  einander  wirken  und 
.sich  jeder  in  einer  vertikalen  Ebene  bewegt.  Die  durch  das  d*Aleni- 
bert'sche  Princip  gegebenen  Gleichungen  sind  dann ,  wenn  r  und  r 
die  Halbmesser  des  Rades  und  der  Welle  bezeichnen, 

d  X  dkX 

—  m  --4-  ^x  —  m'  — ;V  ^^'  +  ^^  cos  -Ö-  öx  +  m'g  cos  -ö"'  dx'  ==  0 
dt^  dl'  ^  ^ 

und*) 

röx  +  rdx  =  0, 


*)  Bezeichnet  nämlich  o  den  Winkel,  um  welchen  sich  das  an  der 
Welle  festsitzende  Rad  hei  einer  virtuellen  Bewegung  dreht ,  so  ist  gleich- 
zeitig, wenn  nur  auf  die  absoluten  Grössen*  von  8x  und  dx  Rücksicht  ge- 
nommen wird,  da?  =  ra)  und  8x  •=:^r<o^  mithin  rdx=:rSx\  woraus  die  obipre 
Gleichung  folgt,  wenn  man  bemerkt ,  dass  dx  und  dx'  stets  entgegengesetzte 
Vorzeichen  besitzen. 
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woraus  mah  ableitet 

—  m  — 5"  +  mg  cos  ^  -^  Ar'  =s  0 

dt* 

—  ^'  irr  "'■  ^'^  ^^*  -Ö-'  -|-  Ar  =  0. 

Eliminirt  man  r  und  beobachtet,  dass  -r-^  = •  — r »  so  kommt 

cPa: (mr  cos  ^  —  rnr  cos  '^')  r 

</^^  mr*  +  m'r^ 

Die  Discttssion  läset  sich  wie  beim  vorigen  Falle  zn  Ende  führen. 

46«  Wir  betrachten  jetzt  eine  homogene  anf  den  beiden  schie- 
fen Ebenen  ohne  Reibung  geleitete  Kette,  welche  in  einer  vertikalen 
Ebene  bleibt.  Sei  /  die  Länge  der  Kette  und  «  die  MassQ  der  Län- 
geneinheit, so  haben  wir  zunächst 

X  +  .t'  =  /  und  öx  +  At'  c=:  0. 

Die  Gewichte  der  beiden  Theile  der  Kette  sind  geXj  gsx\  und  die 
Kräfte,  welche  die  stattfindende  Beschleunigung  hervorbringen,  wür- 
den für  jeden  dieser  Theile  sein 

(fix         ,  (fix' 

Dasd'Alembert^sche  Princip  giebt  dann  bei  Weglassung  des  gemein- 
samen Factors  € 

(fix  (fix 

—  .T  -—7i  Sx  —  x'  —nr  dx'  +  gx  cos  -0"  dx  +  gx'  cos  d-'  dx'  =  0 , 
dfi  (lt\ 

mithin 

—  X  — ;7-  +  gx  cos  -9^  -J-  A  ^=:  0 , 

dr 

(fix' 

—  X  -j^  +  gx  cos^   -f-  A  =i  0; 

nach  Elimination  von  A  und  x'  folgt  hieraus 

— ^  t=  -^  Lc  CO*  0  +  (.T  —  /)  cos  ^' 

fl^  /       «    .  ^'v  /  l  cos  Q^       \ 

—  -7-  (COS^  +  COS^)  [x — -7)- 

l    ^  ^  \  COS  9  +  COS  -Ö" 7 
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Bennteen  wir  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

60  erhalten  wir  die  Differentialgleichung 

und  durch  Integration  derselben 

yz=ae    +ße        , 


at  ,    ^  —at  ,  l  COS  & 

x  =i  ae    +  ße       + 


C05  0  +  cos  -ö"' 

Die  Constanten  a,  |3  bestimmen  sich  durch  den  Anfangszustand;  für 
^  ==  0  wird  nämlich 

Icos  d'' 

.To=«  +    ß   +    _^-^_--^,   ,^=«(„_^), 

woraus  man  a  und  j?  finden  kann,  wenn  Vq  und  x^^  gegeben  sind. 
Kennt  man  nur-  die  momentanen  Kräfte,  welche  die  Anfangsge- 
schwindigkeit Vq  hervorbringen,  und  die  Anfangslage  der  Kette,  bo 
würde  man  wie  in  einen!  der  früheren  Fälle  verfahren. 

(f^X 

Der  Werth  von   -r-s-  wird  Null,  für 

l  cos  %''  .  , .       /  /  cos  ^ 

X  =  —  '-_ — r- r7,  mithin  X  = 


cos  -^  +  cos  -0""  -'^  cos  d'  +  cos  d-\^ 

d.  h.  wenn  die  beiden  Längen  or,  x'  den  Längen  der  beiden  schiefen 
Ebenen  proportipnal  sind ;  wäre  die  Kette  zu  Anfang  in  diese  Lage 
gebracht,  so  würde  sie  in  derselben  beständig  verharren. 

Bewegung  eines  biegsamen  Fadens. 

47.  Sei  B  die  Masse  der  Längeneinheit  eines  Fadens,  dessen 
Punkte  sämmtlich  von  Kräften  getrieben  werden ,  deren  Componen- 
ten,  auf  die  Längeneinheit  bezogen,  Ä\  1\  Z  sind,  und  dessen  End- 
punkte von  den  Kräften  ^j,  Fj,  2^,  X^»  ^2'  ^2  angegriffen  werden. 
Ein  Element  ds  steht  dann  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  Xds^  Yds, 
Zds  und  folglich  ist  nach  dem  d^Alembert^schen  Principe 

/[(—$)'-  +  (- 4) '*+(— S) "]  *L . 
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wobei  die  Integrationsgrenzen  sich    auf  die   Endpunkte  beziehen 
müssen.     Ferner  hat  man  öds  =3  0  oder 

-j-  ddx  +  -f  döy  +   ~  rf^z  =0. 
ds  ds       ^         ds 

Biese  Gleichnng  gilt  für  alle  Punkte  des  Fadens ;  multiplicirt  man 
sie  mit  einem  unbestimmten  Factor  A,  welcher  von  einem  Punkte^ 
zum  andern  variirt,  und  bildet  darauf  die  Summe  dieser  Gleichungen 
und  der  ersten »  so  erhält  mau 


/[(--$)-+ (•'-§)'^+(-'S)-] 


ds 


Ht 


^  döx  +  ^4.ä8y+^^4.ddz) 


>=0. 


ds 


ds 


Durch  theilweise. Integration  der  Gliedor  des  zweiten  Integrals,  wel- 
ches dieselben  Grenzen  wie  das  erste  hat ,  zieht  man  hieraus 

Vereinigt  man  die  Glieder  unter  dem  Integralzeichen ,  so  hat  man 
die  Coefficienten  von' Ja:,  6y^  dz  der  Null  gleich  zu  setzen;  diejenigen 
Ausdrücke,  welche  ausserhalb  der  Integration  stehen  und  sich  auf 
die  Grenzen  beziehen ,  müssen  einander  von  selbst  aufheben.  Dem- 
nach ergeben  sich  für  irgend  einen  Punkt  des  Fadens  zuerst  folgende 
drei  Gleichungen: 


((• 


\  ^         ,  /,  dx\ 


0  (-^® 
(- 


>  •  • 


und  wenn  die  beiden  Endpunkte  unabhängig  von  einander  sind,  so 
hat  man  noch  die  beiden  Gleichungen 


2)    { 
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</r 


+^.(5^<'-.+^^''..+$<'^"  "■ 


\ds2  ä$2  dS2 


Dio  Gleichungen  l)  sind  dieselben,  als  wenn  irgend  ein  Element  ds, 
statt  mit  den  andern  verbunden  zu  sein,  durch  eine  Kraft  aflficirt 
wäre»  deren  Componenten  sind 


"Of)- --{'!)■ -^«1). 


oder  auch  durch  Tangentialkräfte  an  seinen  beiden  Enden,  deren 
Componenten  sind 

» 

an  dem  ersten  Endpunkte  und 

an  dem  zweiten.  Die  Wirkung  der  Verbindung  der  Elemente  dp^ 
Fadens  ist  also,  in  jedem  Punkte  eine  durch  —  k  ausgedrückte 
Spannung  hervorzubringen. 

Nach  Elimination  k  aus  den  drei  Gleichungen  l)  hat  man  zwei 
Gleichungen  zwischen  .t,  y  •,  z,  i^  welche  in  jedem  Augenblicke  die 
Lage  aller  Punkte  des  Fadens  bestimmen. 

Was  die  Gleichungen  2)  betrifft,  so  wird  man  die  Anzahl  der  id 
ihr  befindlichen  Variationen  erst  möglichst  verringern  und  dann  ihre 
Coefficienten  gleich  Null  setzen.  Man  erhält  so  die  Gleichungen, 
welche  in  jedem  Augenblicke  die  Lage  der  Endpunkte  und  die  durch 
die  Integration  eingeführten  willkürlichen  Grössen  bestimmen,  in- 
dem man  mit  ihnen  die  Bedingungen  verbindet ,  welche  sich  auf  den 
Anfangszustand  und  die  Länge  des  Fadens  beziehen. 

Sind  die  an  den  Endpunkten  angebrachten  Kräfte  der  Null 
gleich  und  die  Endpunkte  beweglich ,  so  kann  man  den  Gleichungen 
2)  nur  durch  A^  =  0  und  Aj  ==  0  genügen ,  was  anzeigt ,  dass  die 
Spannungen  an  den  Endpunkten  beständig  Null  sein  müssen. 

Auszunehmen  ist  der  sehr  specielle  Fall ,  wo  der  Faden  bestan- 
dig senkrecht  auf  der  Curve   oder  der  Oberfläche  sein  würde ,  auf 
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welcher  einer  der  Endpunkte  zu  bleiben  gezwungen  wfire;  flir  diesen 
Endpunkt  würde  nämlich  die  Gleichung 

dx\  dx^  +  di/^  öi/i  +  dz^  fcj  c=j  0 

gelten,  und  es  wäre  die  Bedingung  l^;=^0  nicht  mehr  nötliig.  Eben- 
so würde  es  sich  mit  dem  andern  Endpunkte  verhalten. 

Bei  festen  Endpunkten  sind  die  Gleichungen  2)  von  selbst  er- 
Tullt ;  dann  kennt  man  X^^  Y^,  Z^,  Ä^^  ^2 >  ^^2 >  ^^^  ™^^  "wird  die 
Bedingung  ausdrücken  müssen ,  dass  die  Gleichungen  der  Curve 
durch  jene  Coordinäten  erfüllt  werden,  was  auch  ^sein  möge;  dieser 
Umstand  dient  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Grössen» 

48.  Man  könnte  die  vorigen  Gleichungen  direct  erhalten.  Be- 
zeichnet nämlich  T  die  Spaniiung  in  irgend  einem  Punkte ,  so  wird 
das  Element  ds  durch  Kräfte  getrieben,  deren  Gesammtcoraponenten 
u^ach  den  drei  Achsen  sind 

^*  +  .(rg),r*  +  .(T|),2*  +  <r^^> 

das  d'Alembert'sche  Princip,  auf  dieses  Element  angewendet,  giebt 

(.-.$)*  +  . (rf)  =  .. 

(.-40*.. (40=0, 
.(._,g)v,.  +  .(r-J)=., 

I 

welche  Gleichungen   sich  von  den  Gleichungen  j)  nur  durch  die 
Aenderung  von  —  A  in  T  unterscheiden. 

In  jedem  Endpunkte  des  Fadens  muss  Gleichgewicht  stattfinden 
zwischen  allen  ihn  treibenden  Kräften ,  wenn  man  die  Spannung  mit 
darunter  begreift;  denn  ein  geometrischer  Punkt  würde,  von  irgend 
einer  Kraft  afficirt,  in  einer  endlichen  Zeit  eine  unendliche  Ge- 
schwindigkeit erlangen.  Daraus  folgen  Gleichungen,  welche  mit 
den  Gleichungen  2)  identisch  sind. 

49.  Wir  betrachten  insbesondere  einen  Faden,  von  dem  der 
eine  Endpunkt  A  (Fig.  8)  fest  ist,  und  (Fig.  8. 

der  durch  irgend   einen  andern   festen  -^ 

Punkt  B  geht,   auf  welchem  er  gleiten 

kann  und  der  um  /  von  A  entfernt  ist. 

Seine  Verlängerung  ist  vertical  und  trägt  |r 
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ein  Gewicht  T,  welches  die  Spannang  des  Fadens  in  irgend  einem 
Punkte  in  der  Gleichgewichtslage  misst ;  letztere  sei  die  Gerade  AB^ 
wenn  n^an  die  Kräfte  X^  Y,  Z  gleich  Null  annimmt. 

Entfernt  man  den  Faden  unendlich  wenig  von  der  Geraden  AB^ 
indem  man  voraussetzt,  dass  die  Tangenten  an  den  verschiedenen 
Punkten  der  Curve,  in  welche  der  Faden  übergehen  wird,  nnendlicb 
kleine  Winkel  mit  der  Geraden  AB  bilden,  so  dehnt  er  sich  um  eine 
unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung,  die  man  Temachläs- 
sigen  darf;  überlässt  man  hierauf  jeden  Punkt  sich  selbst,  nachdem 
man  ihm  eine  gewisse  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt  hat ,  so  kann 
man  die  eintretende  Bewegung  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Zuerst  folgt  aus  der  hinsichtlich  der  Anfangslage  gemachten 
Voraussetzung,  dass,  bei  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen 
Grössen  zweiter  Ordnung,  jeder  Punkt  sich  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten Ebene  bewegen  wird,  und  folglich  der  Punkt  des  Fadens, 
welcher  ursprünglich  in  B  war,  als  unbeweglich  angesehen  werden 
darf;  demnach  ist  x  fUr  irgend  einen  dem  Werthe  des  Bogens  i  ent- 
sprechenden Punkt  constant ,  und  man  erhält 


dt^ 


=  0  und  folglich  ^(^-^)  =0; 


dx 
zugleich   ist  -3-  ==  1  ,    wenn   man    die  unendlich   kleinen  Grössen 

ds 

zweiter  Ordnung  vernachlässigt,  also  dl==i  0,  oder  l^=  c,  was  an- 
zeigt, dass  die  Spannung  des  Fadens  nicht  variirt,  sondern  bestün- 
dig dem  Gewichte  T  gleich  ist.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  l) 
werden,  wenn  man  s  für  o:  setzt,  was  nach  dem  Vorhergehenden  ge- 
stattet ist, 

d?~l  dx^'  'd?~  e  dx^' 

Nimmt  man  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  anfangliche  Figur 
des  Fadens  in  einer  und  derselben  Ebene  liege,  in  welche  man  die 
Achse  der^  l^gt,  so  hat  man  nur  noch  die  einzige  Gleichung 

d^y_Td^y 
'd^~  e  dx^ 

zu  betrachten ,  deren  Integral  ist 

3)  y=F(x  +  tj/j^  +  f(x-tyjy 

wo  F  und  f  willkürliche  Functionen  bezeichnen,    welche  sich  aus 
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den  anfängliclien  Lagen  nnd  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  des 
Fadens  bestimmen  lassen.  Wenn  nämlich  die  Anfangsfignr  des 
Fadens  zwischen  A  und  B  durch  die  Gleichung  y  =s  gj  (x)  ausge- 
drückt ist,  und  tf;  (x)  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  zur  Abscisse' 
X  gehörenden  Punktes  bezeichnet,  so  muss  die  Gleichung  3)  für 
/  =  0  geben. 

y  =  9(.t),  —  =  i|;(a:), 
was  zu  folgenden  Gleichungen  führt: 

mittelst  deren  man  F  (x)  und  /!  (x)  leicht  durch  g?.  (x)  und  tff  {x)  aus- 
drücken kann. 

Da  letztere  Functionen  nur  von  a:  =  0  bis  x  =  1  gegeben 
sind ,  so  lassen  sich  auch  F  (x)  und  f  (x)  nur  innerhalb  dieses  Inter- 
valles  bestimmen ,  so  dass  mau  nicht  für  alle  Werthe  von  i  den  ent- 
sprechenden Werth  von  y  angeben  kann.  "Wie  dieser  Mangel  zu 
ergänzen  ist,  werden  wir  später  zeigen,  -wo  wir  ausführlicher  auf 
derartige  Aufgaben  zurückkommen. 


Dreizehntes  CapiteL 
Relative  Bewegung  eines  Systemes. 


Specieller  Fall  der  relativen  Beweg^g. 

50.  Wenn  alle  die  Punkte,  ans  denen  das  System  bestellt,  voll- 
kommen frei  und  von  einander  unabhängig  wären ,  so  hätte  man  nur 
die  Theorie  der  relativen  Bewegung  eines  freien  Punktes  auf  jeden 
einzelnen  Systempunkt  anzuwenden.  Durch  Einführung  der  zwei 
inCapitel  III  erwähnten  fingirten  Kräfte  würde  man  die  relative  Be- 
wegung auf  eine  absolute  reduciren. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  wenn  wir  voraussetzen,  dass 
gewisse  Systempunkte  nicht  völlig  frei  sind ,  sondern  auf  gegebenen 
Flächen  oder  Curven  bleiben  müssen,  welche  letztere  fest  oder  be- 
weglich ,  von  constanter  oder  von  veränderlicher  Form  sein  können. 
Wären  die  Normalkräfte  bekannt,  die  von  diesen  Flächen  oder  Cur- 
ven herrühren,    so  würde  man  sie  mit  den  gegebenen  Kräften  ver- 
binden und  nachher  jene  Punkte  als  völlig  frei  betrachten  können, 
also  auf  den  ersten  Fall  zurückkommen.     Man  kennt  nun  zwar  die 
erwähnten  Normalkräfte  nicht,   doch  ist  diess  kein  Hindemiss,  sie 
wenigstens  als  unbekannte  Kräfte  in  Rechnung  s^  bringen.    Aller- 
dings vermehrt  man  dadurch  die  Anzahl  der  in  der  Aufgabe  über- 
haupt vorkommenden  Unbekannten,  dafür  erhält  man  auch  ebenso- 
viel neue  Gleichungen  als  neue  Unbekannte.    Soll  z.  B.  ein  Punkt 
auf  einer  gegebenen  Fläche  bleiben ,  so  hat  man  ebensowohl  die  un- 
bekannte Normalkraft  derselben,  als  auch   ihre   Gleichung  in  die 
Rechnung  einzuführen,  weil  die  Coordinaten  des  Punktes  inmier  die 
Gleichung  der  Fläche  befriedigen  müssen ;  ist  der  Punkt  gezwungen, 
sich  auf  einer  vorgeschriebenen  Gurve  zu  bewegen,    so  betrachtet 
man  letztere  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  und  hat  dann  zwei  un- 
bekannte Normalkräfte   und  zwei  neue  Gleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  des  Punktes  einzuführen.     Wie  man  sieht,  bleibt  die 
Aufgabe  immer  völlig  bestimmt.     Die  Gleichungen  der  betreffenden 
Curven  oder  Flächen  können  als  Functionen  der  Zeit  und  der  abso- 
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luten  oder  relativen  Coordinaten  'gegeben  sein ;  mittelst  der  bekann- 
ten Formeln  zur  Coordinatentransformation  bezieht  man  sie,  je  nach 
BedUrfniss,  auf  das  eine  oder  andere  Coordinatensystem. 

Wenn  zwei  Punkte  des  Systemes  in  constanter  Entfernung  von  , 
einander  bleiben  sollen,  so  treten  zwei  neue^leicb  grosse  und  ent- 
gegengesetzte Kräfte  auf,  welche  längs  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Funkte  an  den  letzteren  wirken.  Nach  Einführung  dieser 
Kräfte  kann  man  die  Punkte  als  frei  betrachten;  hierbei  wächst  die 
Anzahl  der  Unbekannten  um  eine,  nämlich  die  gemeinschaftliche 
Grösse  der  beiden  Kräfte,  gleichzeitig  hat  man  auch  eine  neueGIei-  . 
chung,  welche  ausdruckt,  dass  die  Entfernung  der  beiden  Punkte 
einen  constanten  Werth  behalten  soll.  Derartige  Bedingungen  las- 
sen sich  beliebig  vervielfältigen.  So  könnte  man  z.  B.  einen  und 
denselben  Punkt  mit  mehreren  anderen  verbinden  und  ihm  zugleich 
eine  oder  zwei  Flächen  uls  Spielraum  anweisen ;,  jede  dieser  Bedin- 
gungen bringt  eine  neue  Unbekannte  nebst  einer  neuen  Gleichung 
in  die  Rechnung  und  es  bleibt  daher  die  Aufgabe  immer  bestinimt« 
Diese  Bemerkungen  führen  zu  dem  Ergebnisse: 

Wenn  verschiedene  Punkte  eines  bewegten  Syste- 
mes gezwungen  sind,  in  constanten  Entfernungen 
von  einander,  oder  auf  Flächen  oder. auf  Curven  zu 
bleiben,  derenLagen  und  Formen  veränderlich  sein 
können,  so  ist  die  relative  Bewegung  dieses  Syste^ 
mes  gegen  drei  bewegliche  Achsen  identisch,  mit 
einer  absoluten  Bewegung,  die  auf  folgende  Weise 
gegen  drei  feste  Achsen  bestimmt  wird:  Man  lässt 
das  System  von  einer  Anfangslage  ausgehen,  die 
mit  der  relativen  Anfangslage  zusammenfällt;  man 
bringt  fernej  an  jedem  Punkte  Kräfte  an,  welche 
ebenso  durch  die  Zeit  und  die  neuen  absoluten  Coor- 
dinaten ausgedrückt  werden,  wie  die  gegebenen 
Kräfte  durch  die  Zeit  und  die  relativen  Coordina-, 
ten  ausgedrückt  wären;  zu  diesen  Kräften  fügt  man 
jene  fingirten  Kräfte,  die  bei  der  relativen  Bewe- 
gung eines  freien  Punktes  bestimmt  wurden,  end- 
lich stellt  man  noch  die  Gleichungen  auf,  wodurch 
ausgedrückt  wird,  dass  die  betreffenden  Punkte  in 
constanten  Entfernungen  und  auf  gegebenen  Flä- 
chen oder  Curven  bleiben  sollen,  indem  man  zu  de- 
ren Gleichungen,  in  Beziehung   auf  feste  Achsen, 
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.    die    gegebenen    in    relativen    Coordinaten     ausge- 
drückten Gleichungen  nimmt. 

Allgemeine  Betrachtimg  der  relatiren  Bewegung. 

51  •  Die  vorhin  angenommenen  Bedingungen  sind  nur  specieller 
Art,  kommen  aber  bei  relativen  Bewegungen  so  häufig  vor,  dass  sie 
eine  besondere  Untersuchung  verdienten.  Allgemein  wird  die  Sache 
auf  folgende  ^Veise. 

Die  Verbindungen  oder  Bedingungen,  welche  für  das  System 
gelten  sollen,  denken  wir  uns  durch  Gleichungen  zwischen  der  Zeit 
und  den  absoluten  Coordinaten  a:,  y,  z,  x\  y\  z  ,  x\ y\  'z\ ...  der  in 
Frage  kommenden  Systempunkte  M^  üf^  Jlt\ . . .  ausgedrückt.  Nun 
bleibt,  wie  früher  gezeigt  wurde,  die  absolute  Bewegung  dieselbe, 
wenn  man  sich  jene  Verbindungen  aufgehoben  denkt  und  dafür  an 
den  Punkten  neue  Kräfte  einfiihrt,  welche  aus  jenen  Verbindungs- 
gleichungen abgeleitet  werden  können.  An  dem  ^Punkte  Jlf  sind  diese 
Kräfte  normal  gegen  die  verschiedenen  Flächen,  welche  entstehen, 
wenn  man  in  diesem  Augenblicke  x,  y,  z  als  die  einzigen  überhaupt 
in  den  Gleichungen  vorhandenen  Variablen  ansieht;  die  Gompo- 
nenten  dieser  Kräfte,  parallel  den  x,  y,  z  genommen,  sind  Produkte 
aus  den  partiellen  in  Beziehung  auf  x,  y,  z  genommenen  Differential- 
quotienten jener  Flächeugleichungen  und  einem  gewissen  Factor, 
der  zwar  unbekannt,  aber  für  die  Derivirten  einer  und  derselben 
Gleichung  derselbe  ist.  Die  Anzahl  dieser  Unbekannten  stimmt  da- 
her überein  mit  der  Anzahl  der  Flächengleichupgen  und  man  kann 
deswegen  ebensowohl  die  Coordinaten  aller  Punkte  ermitteln  als 
auch  die  Grössen  und  Richtungen  der  neu  eingeführten  Kräfte,  welche 
die  Verbindungen  ersetzen  und  alle  Punkte  als  freie  zu  betrachten 
gestatten.  Hiemach  kommt  die  relative  Bewegung  auf  eine  absolute 
Bewegung  zurück,  bei  welcher  die  neuen  Kräfte  zu  den  gegebenen 
Kräften  und  zu  jenen  fingirten  Kräften  hinzugefügt  sind,  die  über- 
haupt zur  Reduction  der  relativen  Bewegung  eines  freien  Punktes 
auf  eine  absolute  Bewegung  desselben  erfordert  werden.  Die  An- 
zahl der  Unbekannten  ist  dabei  immer  gleich  der  Anzahl  der  vor- 
handenen Gleichungen. 

Es  wird  nun  an  den  Bedingungen  des  Systemes  nichts  geändert, 
wenn  man  alle  in  Rechnung  stehenden  Gleichungen  mittelst  der  ge- 
wöhnlichen Formeln  zur  Coordinatentransformation  so  umwandelt, 
dass  die  relativen  Coordinaten  an  die  Stelle  der  abisointen  Coordinaten 
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treten.  Mann  kann  daher  in  jedem  Augenblicke  als  neue  Coordinaten* 
achsen  drei  Gerade  nehmen,  welche  mit  den  beweglichen  Achsen 
momentan  ^nsammenfallen.  Die  Verbindungsgleichangen  sind  jetzt 
in  den  relativen  Coordinaten  ausgedrückt ,  und  die  Componeuten  der 
aus  den  Verbindungen  entspringenden  Kräfte  erscheinen  als  die  nach 
den  relativen  Coordinaten  genommenen  partiellen  Differenlialquo- 
tieuten  der  Verbindungsgleichungen,  multiplieirt  mitFactoren,  welche 
für  die  Derivirten  einer  und  derselben  Gleichung  denselben  Werth 
haben.     Diess  Alles  zusammen  führt  zu  dem  Kesultate : 

Die  relative  Bewegung  eines  Systemes  von  Punk- 
ten, die  durch  irgendwelche  Gleichungen  zwischen 
.ihren  relativen  Coordinaten  und  der  Zeit  verbun- 
den sind,  kommt  unter  folgenden  Umständen  auf 
eine  absolute  Bewegung  desselben  Systemes  zu- 
rück: I.  die  Anfangslage  des  Systemes  muss  mit' 
seiner  relativen  Anfangslage  zusammenfallen; 
2.  die  äusseren  Kräfte  werden  ebenso  durch  die 
absoluten  Coordinaten  ausgedrückt,  wie  die  gege- 
benen Kräfte  durch  die  relativen  Coordinaten  aus- 
gedrückt waren;  3.  hierzu  kommen  die  fingirten 
Kräfte  für  die  Eeduction  der  relativen  Bewegung 
eines  freien  Punktes  auf  seine  absolute  Bewegung; 
4.  endlich  sind  die  neuen  Verbindungsgleichungen 
•  auf  dieselbe  Weise  aus  den  absoluten  Coordinaten 
zu  bilden,  wie  die  ursprünglichen  Verbindungs- 
gleichungen aus  den  relativen  Coordinaten  gebil- 
det waren. 


n. 


Vierzehntes  CapiteL 

Allgemeine    Gesetze   fiir   die  Bewegung    freier 

Systeme. 


Die  Bewegung  des  Schwerpunktes. 

52.  Welche  Verbindungen  auch  in  einem  bewegten  Systeme 
vorhanden  sein  mögen,  so  findet  doch  vermöge  dieser  Verbindungen 
beständig  Gleichgewicht  statt  zwischen  den  Kräften,  deren  Compo- 
nenten  sind 

ä^x  dPy  S?z 

^—"■jjä-'   ^-"*-Ä5'    ^-"•^5- 

Dieses  Gleichgewicht  würde  durch  Einfuhrung  neuer  VcrbindungeDf 
welche  das  System  der  Punkte  zu  einem  starren  Systeme  machten, 
nicht  gestört  werden;  die  Gleichungen,  welche  dann  das  Gleichge- 
wicht  ausdrücken  müssten,  finden  daher  wirklich  statt,  wenn  man  die 
Verbindungen  so  lässt,  wie  sie  gegeben  sind. 

Wir  wollen  diese  Betrachtung  auf  den  Fall  eines  vollkommen 
freien  Systemes  im  Räume  anwenden.  Der  Gleichungen ,  welche  das 
Gleichgewicht  eines  starren  freien  Systems  bestimmen,  sind  sechs 
an  der  Zahl;  die  drei  ersten  drucken  aus,  dass  die  Summen  der 
parallel  zu  den  drei  Achsen  genommenen  Componenten  einzeln  ver- 
schwinden; die  drei  letzten  geben  an,  dass  die  Summen  der  Mo- 
mente der  Kräfte,  in  Bezug  auf  dieselben  Achsen  genommen ,  gleich- 
falls einzeln  verschwinden.  Wir  wollen  nacheinander  die  Fol- 
gerungen aus  beiden  Arten  von  Bedingungen  untersuchen. 

53.  Die  drei  ersten  Gleichungen  sind 
woraus  man  ableitet 
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Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  können  dadurch  transformirt 
werden ,  dass  man  die  Goordinaten  x^,  ^p  z^  des  Schwerpunkts  des 
Systems  einführt,  worunter  man  denjenigen  Punkt  versteht,  wel- 
cher in  irgend  einem  Zeitpunkte  der  Bewegung  der  Schwerpiinkt  des 
Systems  werden  würde ,  wenn  man  augenblicklich  alle  Punkte  unter 
einander  verbindet.  In  der  That  genügen  die  Coordinaten  dieses 
Punktes  den  Gleichungen 

2)  H  (mir)  ;=  Mx^ ,   £  (my)  =  My^ ,    Z  (mz)  =  Mz^, 

wo  JU  die  Gesammtmasse  des  Systems  bezeichnet.  Da  diese  Glei- 
chungen in  jedem  Augenblicke  stattfinden ,  so  darf  man  sie  in  Be- 
ziehung auf  die  Zeit  differentiiren ,  und  hat 

'        \     dtJ  dt'       \    dl/  dt '       \    dtJ  dl  * 

woraus  vermöge  der  Gleichungen  1)  folgt 

^  d?  d^  '        dl*  ' 

in  diesen  Gleichungen  liegt  der  Satz,  dass  die  Componenten  der  Be- 
schleunigung der  Bewegung  des  Schwerpunktes  dieselben  sind  wie 
für  einen  Punkt,  dessen  Masse  ^  wäre,  und  welcher  von  allen  ge- 
gebenen Kräften,  parallel  an  diesen  Punkt  versetzt,  getrieben  würde. 
Lässt  man  also  einen  Punkt  mit  der  Masse  W  von  der  Anfangslage 
des  Schwerpunkts  aus  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  und  in 
derselben  Richtung  bewegen,  so  werden  seine  Coordinaten  durch 
dieselben  Gleichungen  bestimmt,  wie  jene  des  Schwerpunkts,  und 
beide  Punkte  würden  in  jedem  Augenblicke  zusammenfallen. 

Was  die  Bewegung  im  Anfangszustande  betrifft,  so  wollen  wir 
annehmen,  dass  sie  durch  momentane  Kräfte  hervorgebracht  sei,  de- 
ren Componenten  ^,  ^,  C  für  den  Punkt  m,  -4',  B\  C'  für  den  Punkt 
m'u.  8.  w.  sein  mögen,  wobei  jedoch  diese  Kräfte  für  eine  beliebige 
Anzahl  von  Punkten  Null  sein  können.  Ersetzt  man  in  dem  Vor- 
hergehenden die  stetigen  Kräfte  durch  momentane,  so  treten  statt 
der  Gleichungen  l)  die  folgenden  ein 

6* 
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daraus  folgt  nach  d^n  Gleichungen  3),  welche  .vom  Beginne  der  Be- 
wegung an  stattfinden  und  die  wir  in  diesem  Augenblicke  grade  be- 
trachten wollen, 

^  dt  ^        dt  *        dt  ' 

diese  Gleichungen  entsprechen  den  Gleichungen  5). 

Man  sieht  also ,  dass  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Schwerpunkts  dieselben  sind  wie  für  einen  Punkt  mit  der 
Masse  M,  der  von  allen  momentanen  Kräften  getrieben  würde, 
Welche  die  Anfangsgeschwindigkeiten  des  von  der  Ruhelage  aus- 
gehenden Systems  bestimmen ,  wenn  diese  Kräfte  parallel  mit  sich 
selbst  in  diesen  Punkt  verlegt  wären.  Durch  Vereinigung  beider 
Sätze  erhält  man  folgendes  Princip : 

Die  Bewegung  des  Schwerpu^nkts  eines  beliebigen 
freien  Systems  ist  dieselbe,  als  wenn  in  ihm  die 
Massen  aller  einzelnen  Punkte  vereinigt  und  an 
ihn  die  momentanen  oder  stetigen  Kräfte,  welche 
den  Anfangszustand  sowohl  als  die  folgenden  Zu- 
stände des  Systems  hervorbringen,  parallel  mit 
sich  selbst  verlegt  wären. 

Nicht  überflüssig  ist  hier  eine  Bemerkung,  welche  sich  bei  der 
Behandlung  momentaner  Kräfte  oft  darbieten  kann.  Wenn  nämlich 
die  aus  den  Gleichungen  5)  gezogene  Folgerung  auf  derartige  Kräfte 
während  der  sehr  kurzen  Zeitdauer  angewendet  wird,  welche  sie  zur 
Hervorbringung  der  Anfangsgeschwindigkeiten  gebrauchen,  so  er- 
giebt  sich,  dass  die  Componenten  dieser  Geschwindigkeiten  genau 
dieselben  sind,  als  wenn  alle  Massen  im  Schwerpunkte  des  Systems 
vereinigt  und  alle  Kräfte  an  diesen  Punkt  verlegt  wären  ohne  die 
Art  ihrer  Wirkung  zu  ändern.  Dieser  Beweis  kommt  darauf  zurück, 
eine  Integration  auszuführen,  welche  sich  auf  jede  Componente  der 
Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwerpunkts  erstreckt;  und  so  folgt 
in  der  That  die  Gleichung  7)  aus  der  allgemeinen  Gleichung  5),  wenn 
man  diese  auf  sehr  grosse  Kräfte  anwendet,  welche  eine  sehr  kurze 
Zeit  wirken.  Die  Gleichung  selbst,  welche  uns  bei  allen  den  Fra- 
gen dienen  wird,  wo  momentane  Kräfte  auftreten,  d.  h.  die  An- 
wendung des  d'Alember fachen  Priucips  auf  Stösse,  ist  durch  eine 
analoge  Integration  erhalten  worden ,  welche  an  der  auf  stetige 
Kräfte  bezogenen  Gleichung  ausgeführt  wurde.  Weiss  man  diess 
einmal,  so  ist  es  besser,  nicht  jedesmal  auf  diese  Betrachtung  surück- 
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zugehen ,  sondern  die  momentanen  Kräfte  geradezu  so  einzufxihren, 
wie  wir  gezeigt  haben;  deswegen  stellten  wir  die  Gleichungen  6) 
und  7)  auf,  die  wir  der  vorigen  Betrachtung  zufolge  entbehren  konn- 
ten; letztere  hätten  wir  auch  zuerst  entwickeln  können,  als  wir  von 
dem  Anfangszustand  ausgingen ,  bevor  wir  die  folgenden  Zustände 
des  Systems  betrachteten. 

Wenn  das  System  feste  Punkte ,  Linien  oder  Oberflächen  ent- 
hielte, so  könnte  man  es  als  frei  betrachten,  indem  man  die  Kräfte 
einführte,  welche  aus  diesen  Bedingungen  hervorgehen;  das  obige 
Theorem  würde  jetzt  noch  gelten,  doch  müsste  man  auch  auf  die 
Kräfte  Rücksicht  nehmen ,  welche  nicht  gegeben  sind ,  und  erst  be- 
kannt werden ,  wenn  die  Bewegung  bestimmt  ist. 

64.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass,  wenn  keine  äussere  Kraft  auf 
das  System  wirkt,  d.  h.  wenn  alle  die  Kräfte  X^  F,  Z  Null  sind,  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  gradlinig  und  gleichförmig  wird.  Ihre 
Richtung  ist  die  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  folglich  überein- 
stimmend mit  der  Resultante  der  momentanen  Kräfte,  welche  das 
System  in  Bewegung  gesetzt  haben,  oder  auch  der  momentanen 
Kräfte,  welche  ihm  in  jedem  Augenblicke  die  Bewegung  mittheilen 
würden ,  welche  es  befolgt. 

Aber  selbst  wenn  die  Punkte  des  Systems  gegenseitige  gleiche 
und  entgegengesetzte  Wirkungen  auf  einander  ausübten ,  sie  mögen 
nun  stetig  oder  augenblicklich  sein,  so  würde  die  Bewegung  des 
Schwerpunkts  dadurch  nicht  beeinträchtigt  werden,  weil  diese  Kräfte, 
an  den  Schwerpunkt  versetzt,  sich  zu  zweien  aufheben  würden. 
Demnach  können  weder  Stösse  noch  plötzliche  zwischen  mehreren 
Punkten  des  Systems  hergestellte  Verbindungen,  noch  innere  Explo- 
sionen ,  welche  nothwendig  gleiche  und  entgegengesetzte  Wirkungen 
erzeugen,  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  ändern.  Hierin  besteht 
das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts. 

,  Wesentlich  ist  noch  die  Bemerkung,  dass  alle  genannten  Sätze 
unabhängig  von  der  Natur  der  Kräfte  und  den  Gesetzen  ihrer  Wir- 
kung sind. 

Das  Princip  der  Erhaltung  der  Momente. 

55.  Wir  betrachten  jetzt  die  drei  letzten  Gleichungen  des 
Gleichgewichts,  welche  ausdrücken,  dass  die  Momentesummen  der 


\ 
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cPx  df^v  cPz 

Kräfte  X — ^'^  -^ >    ^ —  '^   rf^ '    ^  —  ^  ~d?'  ^^^'*  ^^  Bezug  auf  drei 

Achsen,  Null  sind.   Die  erwähnten  Gleichungen  lauten 

.[,(._.$)_,(r-„$)]=o, 

oder  auch  bei  besserer  Anordnung 

Diese  Gleichungen  finden  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung 
statt;  sie  drücken  aus,  dass  die  Summen  der  Momente  der  gegebenen 
Kräfte,  bezogen  auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenachsen ,  den  Mo- 

m 

mentensummen  der  Kräfte  gleich  sind,  welche  den  freien  Punkten 
die  wirklich  stattfindende  Bewegung  crtheilen  würden. 

Wir  wollen  uns  besonders  mit  dem  Falle  beschäftigen ,  wo  die 
rechten-Seiten  der  Gleichungen  l)  Null  sind.  Dieser  Fall  tritt  zu- 
nächst ein ,  wenn  die  Kräfte  X^  F,  Z  verschwinden ,  d.  h.  wenn  das 
System ,  nachdem  es  in  Bewegung  gesetzt  ist ,  sich  selbst  überlassen 
bleibt,  ohne  dass  eine  äussere  Wirkung  hinzukommt.  Jener  Fall 
findet  weiter  statt,  wenn  die  Punkte  Wirkungen  unterworfen  sind, 
welche  an  dem  System  im  Gleichgewicht  sein  wurden ,  falls  es  stan 
wäre ;  denn  jene  rechten  Seiten  sind  die  Momentesummen  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  Achsen,  und  diese  Summen  sind  Null ,  wenn  die 
Kräfte  sich  'aufheben.  Diess  gilt  zugleich  für  alle  wechselseitigen 
gleichen  und  entgegengesetzten  Wirkungen,  folglich  auch  für  be- 
liebige Stösse  zwischen  den  verschiedenen  Theilen  des  Systems. 
Endlich  werden  jene  Summen  zu  Null,  wenn  alle  an  die  verschiede- 
nen Punkte  des  Systems  angebrachten  Kräfte  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gehen,   der  zum  Anfang  der  Coordinaten  gewählt  ist. 
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Da  nämlich  die  Componenten  X^  F,  Z  irgend  einer  der  Krüfte  den 
Coordinaten  des  Angriffspunktes  proportional  sind,  so  wird 

yZ^zY=^0,  zX--  xZv=:0,    xT-^yX  —  ^. 

Der  Fall,  mit  welchem  wir  nns  beschäftigen  wollen,  besitzt  demnach 
eine  grosse  Allgemeinheit. 

Die  Gleichungen  l)  werden  bei  dieser  Annahme 

Integrirt  man  nach  /  und  bezeichnet  die  drei  Constanten  mit  c,  c\  c\ 
so  erhält  man 

„    /   dz  dy\  _     /  dx  dz\ 

X' dl  dtj  \    dt  dtj  ' 

(     dy  dx\ 

Zm  \  X  -■  —  y  -—  )  =:  c  . 
\      dt        ^  dtj 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  die  Momentesummen  von 

,r    ^         -I  «^  ^^        ^y        dz     ,  .  ^ 

Kräften,  deren  Uomponenten  w-— ,  m  -     ,  m    ~  wären,  d.h.  vonmo-. 

dt         dt         dt 

mentanen  Kräften,  welche  jedem  freien  Punkte  von  der  Ruhelage 
aas  die  Bewegung  mittheilen  würden ,  welche  er  befolgt«  Demzu- 
folge enthalten  die  Gleichungen  3)  den  Satz: 

Auf  drei  rechtwinklige   Achsen  bezogen,    sind    die 
Summen    der   Momente    der    in   jedem   Augenblicke 
vorhandenen     ßewegungsquantitäten      unabhängig 
von  der  Zeit.     Diese  Constanz   der  Momentesumme 
gilt  auch  für  jede  vierte  Momentenachse. 
Mit  andern  Worten ,  wenn  man  in  jedem  Augenblicke  die  momenta- 
nen Kräfte,  welche  jedem  freien  Funkte  von  der  Ruhelage  aus  seine 
wh'kliche  Bewegung  ertheilen  würden ,  in  drei  andre  nach  den  drei 
Coordinatenachsen  gerichtete  Kräfte  und  in  drei  Paare  zerlegt,  welche 
dieselben  Richtungen  zu  den  Achsen  haben,  so  ist  die  Momenten- 
samme  der  Paare  für  jede  dieser  Richtungen  constant. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  das  sogen.  Princip  der  Erhäl- 
tung der  Momente.  Es  besteht  solange,  als  alle  in  dem  Systeme  vor- 
kommenden Veränderungen  aus  gegenseitigen  Einwirkungen 
entspringen,  also  z.  B.  auch,  wenn  ein  Theil  des  Sjstemes  aus  dem 
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gaBförmigen  Zustande  in  den  iropfbarflässigen  and  zuletzt  in  den 
festen  Zustand  überginge,  oder  wenn  sich  in  Folge  von  Temperatur- 
änderungen  die  gegenseitigen  Einwirkungen  änderten  u.  s.  w.,  wie 
dergleichen  Fälle  im  Planetensysteme  vorkommen. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung,  dass,  dem  d'Memberf  scheu 
Principe  gemäss ,  die  Momedtensummen  für  ein  System  von  momen- 
tanen Kräften i  welche  die  nämliche  Bewegung  hervorbringen,  auch 
dieselben  sind. 

55.  Es  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  wenn  man  in  irgend 
einem  Augenblicke  die  Bewegungsquantitäten,  welche  in  den  ver- 
schiedenen Punkten  des  Systems  auftreten,  als  Kräfte  betrachtet, 
und  sie  so  zusammensetzt,  als  wären  sie  an  ein  starres  System  an- 
gebracht, immer  dieselbe  Resultante  und  dasselbe  resultirende  Paar, 
bezüglich  eines  und  desselben  Coordinatenanfangs ,  zum  Vorschein 
kommt. 

Wendet  man  auf  diese  Kräfte  die. Sätze  an,  welche  in  der 
Statik  f(ir  die  Reduction  irgend  eines  Systems  von  Kräften  aufge- 
stellt wurden,  so  kann  man  folgende  Consequonzen  ziehen: 

Wird  irgend  ein  freies  System  durch  Kräfte  getrieben ,  welche 
sich  gegenseitig  aufheben  würden,  wenn  das  System  starr  wäre,  so 
ist  erstens  die  Summe  der  durch  die  Quantitäten  der  Bewegung  der 
verschiedenen  Punkte  dargestellten  Kräfte,  auf  eine  und  dieselbe 
Richtung  bezogen,  constant,  zweitens  bewegt  sich  der  Schwerpunkt 
des  Systems  parallel  mit  der  Resultante  der  an  einen  und  denselben 
Punkt  versetzten  Bewegungsquantitäten ,  drittens  bleibt  die  Mo- 
mentensumme der  Bewegungsquantitäten  constant  für  eine  und  die- 
selbe Gerade. 

Betrachtet  man  diese  Momente  in  Beziehung  auf  alle  Geraden, 
welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  des  Raums  gehen,  so  ist 
die  Gerade,  ftlr  welche  jene  Summe  am  gf össten  wird,  unveränder- 
lich; sie  ist  die  Achse  des  Resultantenpaares  der  Quantitäten  der 
Bewegung  bezogen  auf  jenen  Anfang.  Diese  Richtung,  sowie  der 
Werth  des  entsprechenden  gesammten  Momentes  sind  dieselben  för 
alle  Punkte  der  zur  Resultante  durch  eben  diesen  Punkt  gelegten  Par- 
allelen. Die  Richtung  kann,  ohne  dass  das  Moment  dasselbe  bleibt» 
nur  in  dem  Falle  dieselbe  sein ,  wenn  die  durch  die  Quantitäten  der 
Bewegung  dargestellten  Kräfte  auf  eine  Einzelkraft  reducirbar  sind. 
Dann  liefern  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  durch  diese  Kraft  und 
den  betrachteten  Punkt  gelegt  ist,  eine  und  dieselbe  Richtung  för 
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die  Achse  des  grössten  Momentes;  aber  das  Moment  ist  an  Grösse 
und  Richtung  nur  für  die  Punkte  einer  und  derselbeh  zur  Resultante 
parallel  gehenden  Oeraden  dasselbe. 

Es  giebt  eine  einzige  sogenannte  Centralachse,  welche 
parallel  zur  Resultante  liegt  und  die  Eigenschaft  hat ,  dass  sie  selbst 
fiir  alle  ihre  Punkte  die  Richtung  der  Achse  des  grössten  Momentes 
darstellt;  dies  Moment  ist  kleiner  als  das  Maximum,  welches  sich  anf 
jeden  andern  Punkt  des  Raums  bezieht.  Man  kann  sie  leicht  be- 
stimmen, sobald  man  die  Resultante  und  das  resultirende  Paar  in 
Rücksicht  auf  einen  gegebenen  Anfang  kennt.  In  dem  Falle ,  wo 
das  System  der  Kräfte,  welche  durch  die  Quantitäten  der  Bewegung 
dargestellt  werden,  sich  auf  eine  Einzelkraft  zurückftihren  lässt,  ist 
die  Gerade  ,  nach  welcher  diese  wirkt,  die  Centralachse  selbst. 

56.  Die  Erhaltung  der  Momente  bei  der  relativen 
Bewegung.  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  sich  die  Achsen, 
auf  welche  die  Lage  aller  Punkte  bezogen  sind ,  parallel  mit  sich 
selbst  fortbewegen ;  die  relative  Bewegung  kommt  dann ,  wie  bereits 
gezeigt  wurde,  auf  eine  absolute  Bewegung  zurück,  wenn  man  das 
System  in  beiden  Fällen  von  derselben  Anfangslage  ausgehen  lässt 
und  an  jedem  Pnukte  die  früher  angegebenen  fingirten  Kräfte  ein- 
führt. Im  vorliegenden  Falle,  wo  die  beweglichen  Achsen  nur  eine 
Verschiebung  erleiden ,  reduciren  sich  die  fingirten  Kräfte  an  jedem 
Punkte  auf  eine  beschleunigende  Kraft  gleich  und  antiparallel  der 
Kraft,  welche  einem  freien  materiellen  Punkte  die  nämliche  Bewe- 
gung ertheilen  würde,  wie  sie  der  Anfang  des- beweglichen  Coordi- 
natensystems  besitzt.  Wenn  nun  die  letzteren  Kräfte  den  gegebe- 
nen Kräften  das  Gleichgewicht  halten  oder  mit  ihnen  zusammen  eine 
Resultante  geben,  die  jederzeit  durch  den  Anfangspunkt  des  beweg- 
lichen Coordinatensystetns^  geht,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Momente  auch  für  diese  relative  Bewe- 
gung gültig  bleibt. 

Wir  wollen  dabei  voraussetzen,  dass  die  gegebenen  Kräfte  un- 
ter sich  an  dem,  als  starr  gedachten,  Systeme  im  Gleichgewichte 
sein  mögen;  die  fingirten  Kräfte  müssen  dann  gleichfalls  einander 
aufheben ,  oder  sie  müssen  eine  durch  den  Anfang  des  beweglichen 
Coordinatensystemes  gehende  Resultante  liefern.  Da  im  vorliegen- 
den Falle  die  fingirten  Kräfte  ein  System  paralleler  Kräfte  bilden, 
so  besteht  ihre  Resultante  aus  einer  im  Schwerpunkte  des  Systemes 
angreifenden  Kraft,  welche  antiparallel  der  beschleunigenden  Kraft 
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des  beweglichen  Co ordinatensjstems  wirkt,  und  deren  Intensität  dem 
Produkte  aus  dieser  beschleunigenden  Kiaft  in  die  Masse  des  Sy- 
stemes  gleichkommt.  Für  die  Anwendbarkeit  des  erwähnten  Frin- 
cips  ist  es  nun  erforderlich  und  genügend ,  dass  die  erhaltene  Besul- 
tante  entweder  verschwindet  oder  fortwährend  durch  den  Anfangs- 
punkt des  beweglichen  Ooordinatensystemes  geht;  die  letztere  Be- 
dingung ist  (wegen  der  Parallel  bewegung  desSystemes)  erfüllt,  weuD 
die  Richtung  der  beschleunigenden  Kraft  des  CoordinatenanfaBge> 
immer  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Wir  gelangen  damit  zu  fol- 
gendem Doppelsatze: 

DasPrincip  der  Flächen  gilt  auch  für  eine  relative  ' 
Bewegung',  wobei  die  Achsen  des  beweglichen  Sj- 
stemes  parallel  zu  sich  selbst  fortrücken,  wenn  er- 
stens die  aufdas  System  wirkenden  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte sind,  und  wenn  zweitens  die  beschleuni- 
gende Kraft  des  Coordinatenanfanges  entweder 
verschwindet  (was  eine  geradlinige  und  gleichför- 
mige Bewegung  desselben  geben  würde)  oder  fort- 
während durch'den  Schwerpunkt  des  Systemes  gebt. 

57.  In  dem  vorigen  Satze  bezieht  sich  das  Princip  dcr^Flacben 
auf  die  Unveränderlichkeit  der  relativen  Momente ;  man  könnte  aber 
fragen, -ob  sich  nicht  eine  Bewegung  angeben  Hesse,  bei  welcher  die 
relativen  3iomente  dieselben  sind,  als  wenn  der  Coordinatenanfang 
des  beweglichen  Systemes  in  Ruhe  bliebe.  Die  hierzu  nöthige  Be- 
dingung ergiebt  sich  auf  folgende  Weise. 

Irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Achsen  nehmen  wir  zum  ab- 
soluten (festen)  Coordinatensysteme  der  x^y^z  und  nennen  a,  p.  y 
die  zu  irgend  einer  Epoche  vorhandenen  Coocdinaten  des  beweg- 
lichen Coordinatenanfanges;  die  Momeutensumme  in  Beziehung  auf 
die  Achse  der  x  ist  Sann 


^■=^(/s-  =  l> 


und  die  Momentensumme,  bezogen  auf  die  gleichnamige  parallele 
Achse  des  beweglichen  Systemes 

Hieraus  folgt 

X—X-^  {Zmz  —  y£m)  ^  —  {Zmy  -  ßSm)  J?' 
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-  (^2-»,  I  -  y2-m  I) 


und  durch  Einführung  der  ganzen  Masse  M  und  der  Schwerpun^ts- 
coordinaten  a:^,  y^,  z^ 

X  -  r  =  (M,,  -  JHr)  ä  -  ^M„,  -  Mf!)  i 

Soll  nun  X  =1  X'  werden,  so  mnss.die  Bedingung  erfüllt  sein: 
dß  dy  dyy^        o^H    x   o  ^7  ^ß 

Unter  den  besondern  Arten,  auf  welche  derselben  gentigt  werden 
kann,  heben  wir  die  folgende  hervor 

dß  dy  dxly        -  dz.  ^  dy  dß 

oder 

P'7=-y\  :  z^  =  dß  :  dy=  dy^  :  dz^. 

Verfahrt  man  ebenso  ftir  die  übrigen  Momentensumraen ,  so  hat  man 
die  Proportion 

tx  '.  ß  '.  y  =1  x^  \  yy  i  z^  =  da  :  dß  \  dy  =  dx^  :  e/y,  :  (/z,, 

welche  sagt,  dass  sich  der  Coordinatenanfang  und  der  Schwerpunkt 
des  mobilen  Systemes  auf  einer  und  derselben  Geraden  bewegen, 
die  durch  den  Anfangspunkt  des  festen  Coordinatensystems  geht. 
Also: 

Wenn  sich  der  Anfangspunkt  des  mobilen  Systemes 
irgendwie  auf  der  Geraden  bewegt,  welche  der 
Schwerpunkt  dieses  Systemes  beschreibt,  so  sind 
die  relativen  Momentensummen  die  nämlichen,  als 
wenn  jener  Anfangspunkt  fest  bliebe. 

Hieraus  folgt  noch  der  speciellere  Satz: 

Wenn  die  Momentenachsen  parallel  zu  sich  selbst 
fortrücken  und  immer  durch  den  Schwerpunkt  des 
beweglichen  Systemes  gehen,  so  bleiben  die  rela- 
tiven Momentensummen   constant    und   zwar   so,  als 
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wenn  jene  Achsen  in  irgend  einer  ihrer  Lagen  un- 
beweglich verharrten. 

Das  Frinoip  der  Erhaltung  der  Flachen. 

58.  Die  Gleichungen  3)  können  noch  anter  einem  andern  Ge- 
sichtspunkt betrachtet  werden  und  zeigen  dann  eine  merkwurdi^^o 
geometrische  Eigenschaft  der  in  Rede  stehenden  Bewegung.  Um 
sie  kennen  zu  lernen  untersuchen  wir  die  Flächen,  welche  die  Pr<>- 
jection  des  nach  dem  Punkte  xyz  gezogenen  Yectors  während  der 
Bewegung  beschreiben. 

Sei  ^  der  Winkel  zwischen  der  Projection  des  Radius- vector 
auf  die  Ebene  YZ  und  der  Achte  der  positiven  y;  vorausgesetzt, 
dass  diese  Projection  sich  von  der  Achse  der  positiven  y  gegen  die 
der  positiven  z  dreht,  was  in  Bezug  auf  die  Achse  der  positiven  jc 

-        ^   z 
die  directe  Richtung  ist,  so  hat  man  lang  -^  =  — ,  wobei  die  Zeichen 

aller  Grössen  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  zu  nehmen  sind.  Aus 
dieser  Gleichung  folgt. 

d^     ydz  —  zdy 

cos^  &  y^ 

und  da  y  =  r  cos  %" ,  so  wird  femer 

rV^  =  ydz  —  zdy. 

Demnach  bedeutet  ydz  —  zdy  das  doppelte  Differential  des  von  dem 
Radius- vector  r  beschriebenen  Flächenraums;  er  besitzt  dasselbe 
Zeichen  wie  cf^,  und  ist  folglich  positiv  bei  der  directen,  und  negativ 
bei  der  rückgängigen  Bewegung.  Bildet  die  unendlich  kleine  im 
Raum  beschriebene  Fläche  einen  spitzen  Winkel  mit  der  Achse  der 
Xy  so  hat  die  Projection  des  Radius-vector  auf  die  Ebene  YZ  eine 
directe  Bewegung,  ist  jener  Winkel  ein  stumpfer,  so  ist  die  Bewe- 
gung eine  rückgängige,  mitbin  kommt  ydz —  zdy  an  Grösse  und  Vor- 
zeichen demProducte  aus  der  doppelten  unendlich  kleinen  im  Räume 
geschriebenen  Fläche  und  dem  Cosinus  des  Winkels  gleich,  welcher 
von  der  Aohse  dieser  Fläche  mit  der  Achse  der  positiven  x  gebildet 
wird.  Wenn  man  hiernach  mit  A,  X\  X''  die  Summen  der  Flächen  be- 
zeichnet, welche  von  den  Projectionen  der  Radien- vectoren  auf  die 
Coordinaten ebenen  beschrieben  werden,  nachdem  jede  Fläche  mit 
der  Masse  des  entsprechenden  Punktes  multiplicirt  worden  ist,  so 
können  die  Gleichungen  3)  unter  folgender  Form  dargestellt  werden : 
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dl 

dl' 

m 

/ 

dr 

// 

c* 

c , 

-  — 

c 

dt. 

1 

dt 

7 

d/ 

woraus 

folgt,  wenn  man  die  Flächen  von  der  Zeit  /  =  o  an  rechnet.  Diess 
giebt  den  Satz: 

Wenn  die  Punkte  eines  freien  Systems  nur  ihren 
gegenseitigen  Wirkungen  unterworfen  sind,  welche 
Voraussetzung  auch  Stösse  zwischen  d  en  yer.schie- 
denen  Punkten  des  Systems  mit  umfasst,  oder  all- 
gemeiner, wenn  sie  Kräften  unterworfen  sind,  wel- 
che an  dem  starr  gewordenen  Systeme  im  Gleich- 
gewicht sein  würden,  oder  überhaupt  beliebigen 
Kräften,  welche  durch  den  Coordinatenanfang  ge- 
hen, so  ist  die  Summe  der  Prdjectionen  der  Flächen, 
welche  von  den  Rad  ien-vectoren  aller  Punkte  be- 
'  schrieben  werden,  multiplicirt  mit  den  Massen  der 
betreffenden  Punkte,  d  er  Zeit  proportional,  wofern 
man  als  positiv  die  in  directer  Bewegung  beschrie- 
benen Fläcfhen  betrachtet,  und  als  negativ  diejeni- 
gen, welche  in  rückgängiger  Bewegung  beschrieben 
sind. 

Hierin  besteht  dasPrincip  der  Erhaltung  der  Flächen, 
Avelches  sich  von  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Momente  nur  for- 
mell unterscheidet. 

59.  Wären  zwei  Centra  der  Wirkung  vorhanden ,  so  würden  die 
rechten  Seiten  der  Gleichung  l)  nicht  mehr  Null  sein;  doch  würde 
der  eine  von  ihnen  verschwinden,  wenn  man  zur  Achse  der  z  die 
Gerade  nimmt,  welche  die  beiden  festen  Centra  verbindet;  denn 
man  hat  in  diesem  Falle 

J[  \  F=  a:  ;  y,  oder  xY  —  yX  =  0. 

Das  genannte  Princip  gilt  dann  nur  ftlr  die  Projectionen  auf  eine 
Ebene,  die  normal  gegen  die  der  Verbindungslinie  der  beiden  Centra 
liegt,  und  wenn  die  Paare,  welche  von  den  Quantitäten  der  Bewegung 
des  Systems  herrühren ,  nach  den  drei  Achsen  zerlegt  werden ,  so 
geben  sie. ein  in  Beziehung  auf  die  Achse,  welche  durch  diese 
beiden  Punkte  geht,  constantes  Se^ul^ntenpaar. 
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60.  Die  unv  er  ander  liebe  Ebene.  Will  man  die  Ebene 
bestimmen,  auf  welcber  die  Summe  der  Projectionen  der  Flächen, 
multiplicirt  in  die  Massen ,  am  grössten  wird ,  so  findet  man  leiciit, 
dass  die  Cosinus  der  Winkel  p,  9,  r,  velcbe  die  Ricbtnng  ihrer 
Achse  mit  den  Coordinatenacbsen  bildet,  folgende  Wertbe  haben: 

COg  p  =  -;=====;====.  j     COS  q  = 


^X'i  +  ^2  ^i'n'  j/l2  ^  X'2  ^  i"2' 


r 

cos  r  = 


y^z  +  1^2  4.  X'"2' 

oder 


cospz=—-  — =^,    cosq  = 


yc^  4-  c'2  +  c"2         *      yc^  +  e'2  +  c"^ 


c 

cos  r  = 


f/c'^  +  C'2  +  c"2 

Die  Lage  dieser  Ebene  ist  also  unabhängig  von  der  Zeit;  Lapiacf, 
welcher  diess  zuerst  bemerkte,  hat  ihr  den  Namen  der  unverän- 
derlicben  Ekene  gegeben.  Die  Gleichungen  3)  zeigen,  das« 
man  sie  bestimmen  kann,  wenn  für  irgend  einen  Augenblick  die 
Massen  der  verschiedenen  Punkte  des  Systems,,  ihre  Lagen  und  die 
Coroponenten  ihrer  Oesch windigkeiten  bekannt  sind.  Die  gegensei- 
tigen Wirkungen  dieser  Punkte  und  die  Stösse,  welche  zwischen 
ihnen  auftreten  können,  ändern  die  Kichtung  der  invariablen  Ebene 
nicht,  weil  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  immer  =  0  bleiben. 
Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  es  ein  festes  Centrum  der  Wirkung  oder 
einen  festen  Punkt  giebt,  wofern  man  ihn  zum  Anfang  nimmt. 

Man  sieht,  dass  diese  Ebene  nichts  Andres  ist,  als  die  Ebene 
des  resultirenden  Paares  der  Quantitäten  der  Bewegung,  und  es 
müssen  daher  alle  Sätze,  welche  für  die  letztere  Ebene  aufgestellt 
sind,  identisch  für  die  erste  gelten.  Wir  wollen  sie  hier  nicht  in 
Erinnerung  bringen. 

61.  Anwendung  auf  das  Weltsystem.  Betracbtet  man 
die  Sonne ,  die  Planeten  und  die  Trabanten  als  nur  durcb  ihre  gegen- 
seitigen Wirkungen  getrieben,  so  bewegt  sieb  der  Schwerpunkt  die- 
ses Systems  gleichförmig  in  gerader  Linie  mit  einer  Geschwindigkeit, 
welche  von  denjenigen  Geschwindigkeiten  abhängt,  die  allen  diesen 
Körpern  ertheilt  wurden ,  ab  sie  noch  sich  selbst  überlassen  waren. 
Da  wir  keinen  festen  Punkt  ^lennen ,  so  müssen  wir,  wenn  wir  einen 
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Anfang  der  Flächen  nehmen  wollen,  welcher  für  die  Ebene  des 
Maximums  der  Flächen  eine  unveränderliche  Richtung  giebt ,  einen 
Punkt  wählen,  welcher  sich  parallel  zu  der  vom  Schwerpunkt^  be- 
schriebenen Geraden  fortbewegt,  und  da  diese  Gerade  nicht  bekannt 
ist,  so  mussman  den  Schwerpunkt  selbst  nehmen.  Die  Ebene  des 
resultirenden  Paares  der  Quantitäten  der  Bewegung,  oder,  mit  an- 
dern Worten ,  diejenige  des  Maximums  der  relativen  Flächen  kann 
für  irgend  einen  Zeitpunkt  bestimmt  werden,  und  da  sie  immer  die- 
selbe bleibt,  wenn  man  auf  sie  alle  Punkte  des  Systemes  bezieht,  so 
dient  sie  zur  Vergleichung  der  astronomischen.  Beobachtungen  ver- 
schiedener und  namentlich  sehr  entfernter  Epochen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  diese  Ebene,  weil  sie  unabhängig  von 
der  Grösse  der  gegenseitigen  Wirkungen  ist,  sich  selbst  dann  nicht 
ändern  würde ,  wenn  das  Gesetz  der  Anziehung  der  Materie  ein  an- 
deres würde ;  sie  ist  auch  unabhängig  von  den  Veränderungen ,  wel- 
che in  der  Gestalt  der  Himmelskörper  vor  sich  gehen  können,  weil 
Jene  immer  von  Kräften  herrühren ,  welche  zu  zweien  gleich  und 
entgegengesetzt  sind.  Die  flüssigen  oder  gasförmigen  Theile  wür- 
den sich  auf  unveränderliche  Weise  mit  dem  festen  Theile  des  Pla- 
neten verbinden  können ,  die  Planeten  könnten  sich  unter  einander 
verbinden  oder  in  irgend  welcher  Weise  stossen,  sie  könnten  durch 
Explosionen  zertrümmert  werden ,  ohne  dass  diese  Ebene  verrückt 
würde.  Sie  bliebe  auch  dann  noch  dieselbe,  wenn  alle  Körper  des 
Systems  von  parallelen  und  ihren  Massen  proportionalen  Kräften 
angegriffen  würden;  denn  die  Bewegungen,  bezogen  auf  drei  Achsen, 
welche  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  in  constanten  Richtun- 
gen gelegt  sind,  würden  nicht  verändert  werden,  und  folglich  würden 
die  auf  diese  Ebenen  projicirtcn  Flächen  dieselben  bleiben. 


Die  Qleichung  der  lebendigen  Kraft. 

62.    Wir  wollen  jetzt  die  allgemeine  Bewegungsgleichung 

auf  den  Fall  anwenden ,  wo  an  die  Stelle  der  virtuellen  Verrückun- 
geu  6x^  öy,  dz  diejenigen  Aenderungen  gesetzt  werden,  welche  die 
Coordinaten  x^  y,  z  bei  der  wirklichen  Bewegung  des  Systemes  in- 
nerhalb der  Zeit  dt  erleiden;  mit  anderen  Worten  wir  nehmen 

Sx  =  dXj    öy  =  dyj  dz  =  dz. 
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Bevor  wir  aber  diese  Substitution  aasfübren,  haben  wir-erst  su  nnter- 
sachen,  ob  die  erwähnte  Annahme  gestattet  ist;  zu  diesem  Zwecke 
bemerken  wir  Folgendes. 

Es  bezeichne  X  =  0  eine  der  Bedingungsgleichnngen ,  welcher 
die  Coordinaten  x^  y^  z,  x\  y\  z\  x"  etc.  genügen  müssen  \  diese  Be- 
dingungsgleichung enthält  die  genannten  Coordinaten  und  daher 
auch  implicite  die  Zeit,  in  so  fern  sich  die  Coordinaten  mit  der  Zeit 
ändern ;  es  wäre  aber  denkbar,  dass  L  die  Zeit  noch  ausserdem  ex- 
plicite  enthielte ,  also  von  der  Form  L  =  F  {t^  Xj  y,  Zy  x\  . . .)  wäre, 
und  zwar  entspräche  diess  dem  Falle,  wo  die  Bedingung  L  im  Laufe 
der  Zeit  eine  andere  würde.  Den  ersten  Fall  vorausgesetzt,  müssen 
die  virtuellen  Verrückungen  immer  der  Bedingung 

dL  ^         dL  ^     .   dL  ^     .     dL  ^  ,    . 

■:;-ox  +  ^-  öy  +  ~-  öz  +  -—,  öx   +....  =  0 

dx  dy  dz  dx 

genügen;  aber  auch  wenn  die  Gleichung  X  =r=:  o  die  Zeit  explicite 
enthielte,  würde  doch  die  vorstehende  Bedingung  ungeändert  blei- 
ben, weil  sich  alle  virtuellen  Yerrückungen  auf  eine  und  dieselbe 
Epoche  beziehen,  mithin  t  hierbei  als  constant  anzusehen  ist.  An- 
dererseits muss  die  Gleichung  XczrO,  da  sie  für  alle  Zeiten  gilt 
richtig  bleiben,  sobald  /,  ar,  y,  z,  x\  y\  z\  x"  etc.  um  ihre  wirk- 
lichen Incremente  (// ,  dx^  dy^  dz^  dx  etc.  geändert  werden ;  dies^ 
giebt,  wenn  man  den  allgemeinen  Fall  voraussetzt^  dass  L  die  Zelt 
explicite  enthält, 

dL  ^,   ,  dL  ^     ,  dL  ^        dL  ^         dL  ^  .    , 

'^d(  +  —dx  +  —  dy  +  —'dz  +  —7dx   +...  =  o. 

dt  dx  dy  dz  dx 

Wollte  man  n%n  6x  =:  dx^  dy  sz:^  dy^  dz  =  dz  nehmen  ,  so  würden 
sich  die  beiden  Bedingungsgleichungen  so  lauge  widersprechen,  als 
nicht  für  alle  t 

dL 

-dl-"" 

ist.  Ebenso  verhält  sich  die  Sache  mit  den  übrigen  etwa  vorbände*  | 
nen  Bedingungen  L'  =  0,  L"  ==o  etc.,  und  man  ersieht  hieraus 
dass  die  virtuellen  Veränderungen  da:,  dy,  dz,  Sx'  etc.  nur  in  dem 
Falle  mit  den  wirklichen  Incrementen  dx,  dy,  dz,  dx'  etc.  identificlrt 
werden  dürfen,  wo  keine  der  Bedingungsgleichungen  X  =  0,  X'  =  0 
etc.  die  Zeit  t  explicite  enthält. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  anfangs  erwähnte  allge* 
meine  Bewegungsgleichung  zur  folgenden : 
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oder 

Die  linke  Seite  ist  die  Hälfte  des  Differentials  von 

WO  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  mit  der  Masse  m  bezeichnet; 
die  vorige  Gleichung  wird  daher 

1)     \dZmv'^  =  i:(Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 
> 

Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz: 

Der  Zuwachs,  welchen  die  halbe  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  aller  materiellen  Punkte  innerhalb 
ein  es  unendlich  kleinen  Zeitraumes  erhält,  beträgt 
ebenso  viel  als  die  algebraische  Summe  aller  der 
mechanischenArbeiten,  welche  die  gegebenenKräfte 
in  der  nämlichen  Zeit  verrichtet  haben. 

63.  Wenn  Z  {Xdx  +  Tdy  +  Zdz)  das  vollständige  Differential 
einer  Function  g>  (o;,  y,  z,  o:',  y',  z\  x'\  ,  .  .)  ausmacht,  worin  die 
Coordinaten  als  unabhängige  Yariabele  erscheinen,  so  lassen  sich 
beide  Seiten  der  Gleichung  zwischen  irgend  zwei  Epochen  integri- 
ren;  diess  giebt 

2)     ^Zmv^  —  l^mvQ^  =  (p  (ar, y,  z, x\  ...)  —  g>  {xq, y^,  z^,  x\,  ....) 

In  diesem  Falle  kann  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  bestimmt 
werden ,  sobald  man  nur  die  Lagen  aller  Punkte  in  den  beiden  be- 
trachteten Augenblicken  kennt,  und  jedesmal,  wenn  das  System 
durch  eine  und  dieselbe  Lage  wieder  hindurch  geht,  wird  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  wieder  dieselbe. 

Für  X  =^  Y=  Z=^o  verschwindet  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 2)  und  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  ist  constant.  Hierin 
besteht  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte. 

64.  Wirkt  nur  die  Schwere  auf  alle  Punkte  des  Systems,  ist 

also 

Z=0,   T=\)^  Z=-^  gdm, 

indem  man  die  Achse  der  positiven  z  in  entgegengesetzter  Richtung 
mit  der  Schwere  nimmt,  so  liefert  da^  Princip  der  lebendigen  Kräfte 

n.  7 
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die  folgende  Gleichung,  worin  z^  das  z  des  Schwerpunktes,  nnd^V 
die  geaammte  Masse  des  Systemes  bezeichnet, 

l  Zmv^  —  4  Zmv^  =z  —  gM  {z^  —  z^). 

Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  ist  &lso  nur  von  der  Höhe  des 
Schwerpunkts  abhängig,  und  sie  wird  immer  wieder  dieselbe,  sobald 
der  ^Punkt  durch  dieselbe  Horizontalebene  geht. 

64.  Wenn  das  System  eine  Lage  erhält,  in  welcher  es  iiu 
Oleichgewicht  sein  würde ,  sobald  seine  Punkte  keine  Geschwindig- 
keit hätten ,  so  wird  für  alle  virtuellen  Verschiebungen 

2m  (Xöx  +  YSy  +  ZSz)  =  0. 
Andererseits  darf  man 

dx  =:  dx ,    6y  =z  dy  f  ^z  ^=  dz 
nehmen ,  und  erhält  folglich 

£  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  —  0 ; 

demnach  ist  der  zweite  Theil  der  Gleichung  2) ,  da  sein  Differential 
verschwindet,  im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  rücksicht- 
lich aller  Werthe ,  durch  welche  er  successive  hindurchgeht ,  d.  b. 
die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems  erlangt  ihre  grossteii 
oder  kleinsten  Werthe ,  wenn  das  System  durch  die  Lagen  hindurch 
geht,  wo  es  ijm  Gleichgewicht  sein  würde,  wenn  seine  Punkte  olm<» 
Geschwindigkeit  dahin  gebracht  wären. 

64.   Wir- wollen  jetzt  beweisen,  dass  der  Ausdruck 

Z  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 

ein  exactes  Differential  bildet,  wenn  die  betrachteten  Kräfte  aus 
gegenseitigen  Wirkungen  zwischen  den  Punkten  des  Systems  be- 
stehen ,  welche  den  Massen  dieser  Punkte  proportional  sind  und  nur 
von  den  Entfernungen  der  letzteren  abhängen. 

Mit  .T,  y,  z,  x\  y\  z\  mögen  die  Coordinaten  von  zwei  Punkten 
bezeichnet  werden ,  deren  Massen  m ,  m  und  deren  Entfernung  / 
ist;  ihre  gegenseitige  Wirkung  wird  dann  diu'ch  mm  F  ausgedrückt, 
wo  F  eine  Function  von  /*  allein  bezeichnet;  die  drei  Componeutcn 
der  von  m'  auf  m  ausgeübten  Wirkung  sind  ferner,  als  eine  an- 
ziehende Kraft  betrachtet, 


mm  F  .  — -;; — ,  mm  F ,  —  ^--  ,  mm  F .  — 


—     so- 
la der  Samme 

2  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 
entspricht  jenen  Componenten  das  Olied 

*«•./  V  (fl— _?)  ^^  +  {y  —  y)  f^y  +  (^'—  ^)  ^^ 

mm  r  . ,. 

die  Componenten  der  Wiikung  von  m  auf  m'  liefern  den  ähnlichen 
Bestandtheil 

,       (ar  —  x)  dx  +  (y  —  y)  dy  +  {z  —  z)  dz 
mm  r  •  — — ^— , 

die  Vereinigung  beider  Ausdrücke  giebt 

,       (x~x)  {dx—dx)  +  (y~y')(dy—dy)  +  {z—z)  {dz—dz) 
— mm  t  . , 

was  sich  auf  —  mm  F  .  df  reducirt,  wenn  man  die  Gleichung 

berücksichtigt;  dagegen  würde  man  +  mm' F ,  df  gefunden  haben, 
wenn  die  Wirkung  eine  abstossende  wäre.  Demnach  sind  alle  Glie- 
der, welche  von  den  gegenseitigen  Wirkungen  der  Punkte  herrüh- 
ren, exacte  Differentiale,  wenn  diese  Wirkungen  nur  von  der  Ent- 
fernung abhängen  und  den  Massen  proportional  sind. 

Wir  haben  früher  bewiesen,  dass  es  sich  ebenso  mit  allen  Kräf- 
ten verhält,  welche  nach  festen  Mittelpunkten  wirken  und  einer 
Function  der  Entfernung  allein  proportional  sind. 

Das  obige  Theorem  findet  nicht  mehr  statt,  wenn  ein  wider- 
stehendes Mittel  oder  Reibung  vorhanden  ist;  die  Kräfte  JT,  F,  Z 
sind  dann  entweder  von  den  Componenten  der  Geschwindigkeit  oder 
von  dem  Drucke  gegen  Oberflächen  oder  Linien,  welche  Reibung 
hervorbringen ,  abhängig ,  und  die  Soimme 

Z  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 

ist  nicht  mehr  ein  exactes  Differential.  Man  beachte  noch,  dass  das 
Differential  —  mm'  F .  d/*,  welches  die  gegenseitigen  Anziehungen 
betrifft,  negativ  wird,  wenn  df  positiv  ist,  und  positiv  bei  negativen 
^A  ^10  gegenseitigen  Anziehungen  liefern  daher  einen  Zuwachs  in 
der  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  wenn  die  Punkte  sich  nähern, 
nnd  eine  Verminderung^  wenn  sie  sich  von  einander  entfernen. 
Ebenso  würde  bei  abstossenden  Kräften  die  Summe  der  lebendigen 

7* 
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Kräfte  wachsen,  wenn  die  Punkte  sich  entfernen,  und  abnehmen, 
wenn  sie  sich  nähern. 

66.  Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  wird  durch  einen  gegen- 
seitigen Stoss  der  Punkte  des  Systems  nicht  geändert,  wenn  die  zu- 
sammentreffenden Körper  nach  der  Compression  wieder  in  dieselben 
Zustände  zurückkehren,  in  welchen  sie  sich  vorher  befanden,  und 
wenn  die  abstossende  Kraft,  welche  sie  auf  einander  ausüben,  fiir 
dieselben  Zustände  dieselbe  ist;  denn  man  hat  in  diesem  Falle  ge- 
genseitige Wirkungen,  welche  nur  von  den  Entfernungen  der  Punkte 
abhängen,  zwischen  welchen  sie  stattfinden.  Anders^ dagegen  wird 
die  Sache ,  wie  wir  gleich  sehen  werden ,  wenn  die  sich  stossenden 
Körper  jener  Bedingung  nicht  mehr  genügen,  d.  h.  wenn  sie  nicht 
mehr  vollkommen  elastisch  sind. 

67.  Verlust  an  lebendiger  Kraft  beim  Stosse.  Neh- 
men wir  an,  dass  die  sich  stossenden  Körper  gar  keine  Elasticiiät 
besitzen,  und  bezeichnen  wir  mit  a,  fr,  c  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  beliebigen  Punktes  m  vor  dem  Stosse,  und  mit 
Ay  Bj  C  ihre  Werthe  nach  dem  Stosse,  welcher  zwischen  irgend 
welchen  Theilen  des  Systems  eintritt,  so  muss  vermöge  des  d'Alem- 
bert^schen  Princips,  dessen  Anwendbarkeit  auf  momentane  Kräfte 
wir  (No.  40)  nachgewiesen  haben,  Gleichgewicht  stattfinden  zwi- 
schen den  Stosskräften ,  welche  zu  zweien  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sind,  und  denjenigen,  deren  Componenten  für  jeden  Punkt 
durch 

.  dx  ^dy  ^dz 

dt'  dt'  dt 

oder,  dem  Vorigefl  zufolge,  durch 

m{a~Ä)^  m(b — B)y  m  {c — C) 

ausgedrückt  werden.  Mittelst  des  Princips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten erhält  man  nun  eine,  von  den  unbekannten  Kräften,  welche 
der  Stoss  erzeugt,  unabhängige  Gleichung,  wenn  man  zur  virtuellen 
Yerrückung  diejenige  nimmt ,  welche  nach  Beendigung  des  Stosses 
in  der  That  eintritt.  Die  Körper  werden  nämlich  aufhören,  auf 
einander  zu  wirken,  sobald  ihre  Geschwindigkeit  im  Sinne  der  ge- 
meinsamen Normale  dieselbe  ist,  dann  also  sind  die  virtuellen  Mo- 
mente der  beiden  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräfte  gleich  und 
von  verschiedenen  Zeichen ;  es  hat  daher  keinen  Nutzen ,  auf  sie  in 


—     101     — 

der  Gesammtoumme  Rücksicht  zu  nehmen ,  und  man  bekommt  so  die 
Gleichung 

Zm  [(a—A)  dx  +  (b^B)  dy  +  (c  — C)  dz]  =  0. 

Nun  ist 

dx  =  Adt,  dy  —  Bdt,  dz  =:  Cdl, 
also 

2m  {aA  +  6^  +  cC  —  A^—B^—C^)  =  0. 

Führen  wir  die  Bezeichnungen  ein 

a^+b'^  +  c^=v^,A:^+B^+C^=V\(a—Ay+{b—BY  +  {c—Cy=w\ 
woraus 

aA  +bB  +  cCi=  —^ ; 

so  wird  die  obige  Gleichung 

2m  (»2—  V^—w^)  =  0  oder  2mv^—2m  P  =  2mw\ 

diess  beweist,  dass  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  stattfindet, 
gleich  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  welche  sich 
auf  die  verlorenen  Geschwindigkeiten  beziehen.  Die- 
ser Satz  ist  bekannt  unter  dem  Namen  des  Carnot' sehen 
Theorems. 

Man  hat  dasselbe  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt ,  wo  die  sich 
stossenden  Körper  einen  beliebigen  Grad  von  Elasticität  besitzen; 
die  Schwierigkeit  jedoch ,  diesen  Grad  genau  zu  bestimmen ,  macht 
jene  Anwendung  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft 
fast  unmöglich.  Um  mit  einiger  Sicherheit  Gebrauch  davon  machen 
zu  können,  müssten  erst  zahlreiche  Versuche  angestellt  werden,  mit 
denen  man  sich  noch  nicht  beschäftigt  hat. 

Da  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  im  Falle  der  unelastischen 
Körper  =  2mw^  ist,  wenn  man  das  System  unmittelbar  vor  und 
nach  dem  Stosse  betrachtet,  so  haben  die  Punkte  ihre  Lage  noch 
nicht  merklich  geändert.  Bezeichnet  man  also  die  Coordinaten  die- 
ser Punkte  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Körper  zur  Berührung  kom- 
men, mit  it,  y,  z,  a:',  . . . .,  so  wird  die  Gleichung  l)  mit  Rücksicht 
auf  den  augenblicklichen  Verlust  an  lebendiger  Kraft: 


2) 


{ 


\2mv^  —  ]^2mvQ^^  (p  (a?,  y,  z,  x\  ... .)  —  g>  {xq,  y^  z^,  Xq\  . . .) 

—  ^2mw\ 
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Wir  werden  später  den  Gebranch  sehen,  welchen  man  von  den 
Oleichangen  l)  und  2)  bei  der  Berechnung  der  Wirkung  von  Ma- 
schinen macht. 

68.  Die  Gleichung  l)  nimmt  eine  bemerkenswerthe  Form  an, 

m 

wenn  man  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  des  Systems  in  dieselbe  einfährt.  Sind  nftmlich  x,  ^,  : 
die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in  Beziehung  auf  feste  Ach- 
sen, ^y  tIj  t  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt,  so  hat  man 

a:  =  Ä'j  +  I,  y  =  yi  +  t^,  2  =  Zi  +  ?, 

und  folglich 

■"  df'  '^  df  ^  dfl  "^  dfi  "^  di:'  "^  rf/2 

\  "^      \  dt   dl  ^    dl    dt  ^   dt    dt ) 

Bezeichnet  man  mit  v  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts,  mit  V 
die  Geschwin&igkeiten  in  der  Bewegung  rücksichtlich  des  Schwer- 
punkts ,  beachtet  man  ferner  die  Gleichungen 

und  nennt  M  die  gesammte  Masse  des  Systems ,  so  gelangt  man  zq 
der  Gleichung 

4)       Emv^  =  Zm  V'^  +  Mv^ ; 
die  Gleichung  ])  giebt  also 

» 

69.  Kücksichtlich  des  Schwerpunkts  ist  noch  folgende  iBemer- 
kung  nicht  Überflüssig.  ''Da  die  Bewegung  dieses  Punktes  dieselbe 
ist,  als  wenn  die  ganze  Masse  in  ihm  vereinigt  wäre  und  alle  Kräfte 
parallel  mit  sich  selbst  dahin  verlegt  wären,  so  kann  man  Eigen- 
schaften der  Bewegung  des  Schwerpunkts  aus  den  Eigenschaften  der 
Bewegung  eines  von  beliebigen  gegebenen  Kräften  getriebenen  ma- 
teriellen Punktes  herleiten.  Betrachtet  man  insbesondere  die  Glei- 
chung, welche  sich  auf  die  lebendige  Kraft  eines  materiellen  Pmik- 
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tes  bezieht,  und  wendet  dieselben  Beziehungen  wie  oben  an^  so  er- 
hält man  ^ 

5)      Id  {Mv^)  =  rf.r,  2X  +  rfy,  £Y  +  dz^  HZ, 

welche  Gleichung  in  vielen  Fällen  «dazu  dienen  kann,  unmittelbar 
den  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  v  des  Schwerpunkts  eines 
Systems  zu  liefern.  Wir  wollen  hier  eine  Anwendung  davon  ma- 
chen, um  eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Schwerpunkts  eines 
Systems  zu  beweisen. 

Die  Gleichung  l)  giebt,  wenn  man  in  ihr  Ztnv^  durch  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  4)  ersetzt, 

IdZmV^  +  \d  {Mv^)  =  i:{XdJL\+  Ydy  +  Zdz)-, 

bezeichnen  nun  £,  »/,  t  die  Üoordinaten  in  Bezug  auf  Achsen,  welche 
denen  der  x,  y,  z  parallel  sind  und  durch  den  Schwerpunkt  des  Sy- 
stems gehen ,  so  gelten  die  Beziehungen 

a;  =  a',  +  ^,y  =  y,  +  1?,  z^Zj  +  ?, 

dx  =  dx^  +  di,  dy  =  dy^  +  di],  dz  =  dz^  +  rff , 

und  die  vorige  Gleichung  wird  mit  Anwendung  von  Gleichung  5)  zur 
folgenden 

^d  (ZmF^)  =  2  {Xdl  +  Ydfj  +  Zdt), 

(1.  h.  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  findet  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  ebenso  statt,  als  wenn  er  ein  fester  Punkt  wäre. 

70.  Die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  bei  rela- 
tiver Bewegung.  Wie  früher  gezeigt  wurde,  kann  die  relative 
Bewegung  jedes  Punktes  als  eine  absolute  Bewegung  angesehen 
werden,  wenn  man  zwei  fingirte  Kräfte  einführt.  Letztere  sipd 
die  Reaction  des  betreffenden  Punktes  und  eine  auf  der  relativen 
Geschwindigkeit  senkrecht  stehenden  Kraft;  die  Arbeit  des  letzteren 
iät,  ihrer  Richtung  zufolge,  gleich  Null.  Wendet  man  nun  den 
Satz,  von  der  lebendigen  Kraft  auf  jene  absolute  Bewegung  an,  die 
mit  der  relativen  Bewegung  identisch  ist,  und  berücksichtigt  die 
vorige  Bemerkung,  so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  die  Glei- 
chung der  lebendigen  Kraft  auch  für  die  relative  Bewegung  des 
Systems  gültig  bleibt,  sobald  erstens  die  Verbindungsgleichungen 
nicht  explicite  die  Zeit  enthalten  und  wenn  zweitens  zu  den  gege- 
benen Kräften  noch  die  Reactionen  der  einzelnen  Punkte  hinzuge- 
fügt werden. 
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Bei  der  absoluten  Bewegung,  welche  mit  der  relativen  Bewe- 
gung identisch  ist,  sind  selbstverständlich  die  Bedingungsgleicbun* 
gen  aus  ihrer  ersten,  in  relativen  Coordinaten  gegebenen  Form  in 
die  neue  Form  umzusetzen,  welche  nur  die  absoluten  Coordinateu 
enthält;  der  Anfangszustand  ist  f^  beide  Bewegungen  derselbe; 
endlich  sind  auch  alle  Ejräfte ,  sowohl  die  gegebenen  als  die  hinzu- 
gekommenen, auf  absolute  Coordinaten  zu  bezieheif. 


Fttnfzehntes  Capitel. 

Anwendung  der   vorigen  Sätze  auf  den  Stoss 

sphärischer  Körper. 


^  Gerader  Stoss. 

71.  Wir  denken  uns  zwei  ans  homogenen  Schichten  zusammen- 
gesetzte Kugeln,  deren  Mittelpunkte  gleichförmige  Bewegungen 
nach  einer  und  derselben  Geraden  befolgen;  bei  dem  Zusammen- 
treffen dieser  Körper  werden  sich  die  Geschwindigkeiten  ändern,  die 
Mittelpunkte  aber  werden  nach  wie  vor  in  der  einen  oder  andern 
Richtung  auf  derselben  3-eraden  fortgehen ;  wir  stellen  uns  nun  die 
Aufgabe,  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  aus  den  ursprüng- 
lichen Geschwindigkeiten  zu  berechnen. 

Dabei  betrachten  wir  nur  die  Grenzfälle ,  wenn  die  beiden  Kör- 
per entweder  vollkommen  weich  oder  vollkommen  elastisch  sind,  und 
um  alle  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  welche  aus  der  Form  der 
Körper  nach  dem  Stosse  oder  aus  etwaigen  im  Innern  auftretenden 
Bewegungen  entstehen  könnten,  denken  wir  uns  die  Kugeln  auf 
zwei  materielle  Punkte  zurückgeführt.  Wir  nehmen  femer  an,  dass 
bei  grosser  Annäherung  zwischen  den  Körpern  eine  abstossende 
Kraft  auftritt,  welche  ftir  vollkommen  elastische  Körper  nur  eine 
Function  der  Entfernung  ist,  und  für  weiche  Körper  nach  einem 
gewissen  Grade  der  Annäherung  Null  wird. 

Zur  Abscissenachse  wählen  wir  die  Gerade,  auf  der  sich  die 
Punkte  bewegen  und  nennen  o:,  x  die  Abscissen  dieser  Punkte, 
m,  m  ihre  Massen,  v^  v  ihre  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stosse, 
r,  V'  ihre  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  und  betrachten  diese 
Orössen  als  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Bewegung  im 
Sinne  der  positiven  oder  negativen  x  vor  sich  geht.  Wenn  wir  hier- 
nach mit  x^  die  Abscisse  des  Schwerpunkts  der  beiden  Punkte  be- 
zeichnen ,  so  ist  beständig 

mx  +  mx  =  (m  +  m)  x^ ; 
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mithin  durch  Difiereutiation 

dx    .      ,dx        .      ,      ,.  d«r« 

di  ^       dt         ^  ^  dt 

•  rfo: 

Zufolge  des  Princips   der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  bleibt  -p 

/  dt 

constant ,  und  hat  denselben  Werth  vor  und  nach  dem  Stosse.    Der 

erste  Theil  behält  daher  gleichfalls  denselben  Werth  vor  und  nacli 

dem  Stosse ,  was  zuerst  folgende  Relation  giebt 

1)     ^  wr  +  mV  =  jwF'  +  fnV\ 

welches  auch  die  Zeichen  der  Grössen  r,  v\  F,  V'  sein  mögen,  und 
gleichviel ,  ob  die  Körper  weich  oder  elastisch  sind. 

Wir  unterscheiden  jetzt  die  beiden  genannten  Fälle.  • 

a.  Bind  die  Körper  vollkommen  unelastisch ,  so  hört  die  gegen- 
seitige Wirkung  auf,  sobald  ihre  Geschwindigkeiten  gleicb  werden 
und  in  demselben  Sinne  gerichtet;    es    ist  dann   F'=  F,    und   die 

Gleichung  i)  giebt 

m»  +  mv 

y  == jr — ~'  • 

m  -r  m 

Man  sieht,    dass  beide  Körper  nach  dem  Stosse  in  Ruhe  bleiben, 

wenn  die  Bedingung 

mv  +  m'v  =  0 


erfüllt  ist,  d.  h.  wenn  die  Quantitäten  der  Bewegung  gleicb  und  die 
Geschwindigkeiten  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  sind. 

Man  würde  leicht  nachweisen  können,  dass  die  Summe  der  le- 
bendigen Kräfte  nach  dem  Stosse  geringer  als  vorher  ist,  und  dass 
der  Unterschied  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  ausmacht,  welche 
den  verlorenen  Geschwindigkeiten  entsprechen. 

b.  Bei  vollkommen  elastischen  Körpern  wird  die  Summe  der 
lebendigen  Kräfte  nach  dem  Stosse  nicht  geändert,  und  man  erhält 
folglich 

2)  mv^  +  mv^  =  mK^  +  m  V'K 

Die  Gleichungen  l)  und  2)  bestimmen    V  und  V'  mittelst  v  und  v. 
Bringt  man  sie  auf  die  Form 

m(r— t;)  =  m'(t;'— O 
;„  (  F«  —  v^)  =  m  (v^  —  r^) 

so  findet  man  durch  Division  beider  Gleichungen 

3)  V+  v=r'  +  V  oder  V—  F'  =  —  (v—v)] 
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was  anseigt,    dass  die  relativen  Geschwindigkeiten  vor  und  nach 
dem  Stoflse  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

Die  Gleichungen  l)  und  3)  geben 

(m  —  m)  V  +  ^m'v 

J    rr'  C''*'  m)   p'    +  2  WP 

y  = --_ — 

m  +  m 

Sind  die  Massen  beider  Körper  gleich ,  so  folgt  aus  diesen  Formeln 

V=v   und   F'  =  t;, 

d.  h.  die  beiden  Körper  vertauschen  ihre  Geschwindigkeiten. 
Befindet  sich  die  eine  Masse,  etwa  m',  in  Ruhe ,  so  wird 

m  "^  m  »I  -f-wi 

d.  h.  der  bewegte  Körper  prallt  zurück,  wenn  er  eine  geringere 
Masse  als  der  andre  besitzt,  oder  er  setzt  seine  Bewegung  in  dem- 
selben Sinne  fort,  wenn  seine  Masse  die  grössere  ist ;  in  dem  einen 
wie  in  dem  andern  Falle  wird  seine  relative  Geschwindigkeit  =^  —  r, 
'  wie  aus  der  Gleichung  3)  hervorgeht. 

Wäre  ausserdem  noch  mz=:m\  so  ergiebt  sich 

Der  gestos^ene  Körper,  welcher  die  Geschwindigkeit  des  stos- 
senden  aufgenommen  hat,  kommt  also  seinerseits  wieder  in  Ruhe  so- 
bald er  auf  einen  anderen  ruhenden  elastischen  Körper  von  gleicher 
Masse  trifft  u.  s.  f. ;  dieses  Resultat  bestätigt  sich  durch  ein  sehr 
bekanntes  Experibent. 

Schiefer  Stoss. 

72.  Wir  betrachten  jetzt  den  allgemeineren  Fall ,  wo  die  Mit- 
telpunkte der  beiden  kugelförmigen  Massen  m  und  m  sich  nicht 
längs  derselben  Geraden  bewegen.  Für  den  Augenblick  der  Be- 
rührung nennen  wir  0  und  0'  die  Orte  der  Mittelpunkte ,  und  zer- 
legen die  Gescbwindigkeit  jeder  Kugel  in  eine  normale  Componente 
län^s  der  gemeinschaftlichen  Centrale  00'  und  in  eine  tangentiale 
Componente,  welche  in  die  gemeinschaftliche  Berührungsebene  fällt. 
Diese  Componenten  mögen  N  und  T  heissen  für  die  Masse  m,  N^  und 
r"  ftir  die  Masse  m. 
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Nach  den  früheren  Auseinandersetzungen .  über  die  Wirkung 
momentaner  Kräfte  können  wir  zuerst  die  Geschwindigkeiten  berech- 
nen ,  welche  die  beiden  Kugeln  erhalten  würden  wenn  nur  die  nor- 
malen Geschwindigkeiten  N  und  N^  vorhanden  wären;  setzen  wir 
nachher  die  so  berechneten  Geschwindigkeiten  mit  den  tangentialen 
Geschwindigkeiten  T  und  !t  zusammen ,  so  erhalten  wir  die  Grössen 
und  Richtungen  der  beiden  nach  dem  Stosse  Torhandenen  Geschwin- 
digkeiten. 

Demgemäss  betrachten  wir  die  Kugeln  erst  so  als  ob  sie  sich 
längs  der  Geraden  00'  bewegten- und  mit  den  Geschwindigkeiten 
N,  N*  zusammenträfen.  Hieraus  ergiebt  sich  bei  unelastischen  Kör- 
pern die  gemeinsame  Geschwindigkeit 

mN  +  tn'N'    "" 

t;= -p — 7—, 

m  +  m       • 

welche  in  die  Richtung  der  Geraden  00'  föllt;  dabei  sind  iV,  N^  und 
V  positiv  im  Sinne  von  00'  und  negativ  im  entgegengesetzten  Sinne 
O'O.  Ausser  der  gemeinsamen  Geschwindigkeit  v  hat  die  eine  Ku- 
gel noch  die  Geschwindigkeit  T,  die  andere  die  Geschwindigkeit  T\ 
Durch  Zusammensetzung  von  v  mit  T,  sowie  von  v  mit  T'  ergeben 
sich  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse. 

Bei  vollkommen  elastischen  Körpern  liefern  N  und  N*  die  neuen 
Geschwindigkeiten 

(tn  _  m')  iV  +  2m  N' 
m  +  m 

(m  —fn)N  +2mN 

V  = ; J 

von  denen  die  erste  mit  7\  die  zweite  mit  J'  zusammenzusetzen  ist. 
Für  m  =  m  geben  diese  Formeln 

v  —  lf,    v'=zN, 

die  Kugeln  tauschen  also  ihre  primitiven  normalen  Geschwindigkei- 
ten gegenseitig  ebenso  aus  wie  beim  geraden  Stosse. 

Wenä  die  Masse  m  sich  ursprünglich  in  Ruhe  befindet,  also 
JV*  =  0  ist ,  so  folgt  aus  den  obigen  Formeln 


V 


-,N,    V  =  —j- — jN; 


m  +  m  m  +  m 

bei  unendlich  wachsenden  m  nähert  sich  hier  v  der  Grenze  0,  v  der 
Grenze  —  N.    Durch  Zusammensetzung  'dieser  Grenzgeschwindig> 
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keit — N  und^  der  tangentialen  Geschwindigkeit  T  ergiebt  sich  fol- 
gender Satz: 

Wenn  eine  vollkommen  elastische  Kugel  auf  einen 
unerschütterlichen     und     vollkommen     elastischen 
Körper  stösst,  so  wird  sie  so  zurückgeworfen,  dass 
die  Geschwindigkeit   ihres   Mittelpunktes   ungeän- 
dert   bleibt    und    der   Abprallwinkel   dem    Anprall- 
winkel gleich  ist. 
Dieses  Reflexionsgesetz,  welches  dem  Gesetze  für  die  Zurück - 
werfang  der  Lichtstrahlen  von  spiegelnden  Flächen  analog  ist,  kann 
aach  leicht  direkt  bewiesen  werden. 

Wenn  die  zurückwerfende  Fläche,  statt  absolut  fest  zu  sein, 
eine  Bewegung  besitzt,  die  von  der  auftreffenden  Kugel  nicht  ge- 
ändert werden  kann ,  so  hat  man  in  den  Formeln  5)  nur  m'  =  oo  zu 
setzen ;  diess  giebt 

v=:—N+2N'=:—(N—2N'),    v=lf. 

Die  Normal componente  der  Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse 
ist  jetzt  nicht  mehr  dieselbe  wie  vorhin,  sondern  um  die  doppelte 
Xormalgeschwindigkeit  der  reflectirenden  Fläche  kleiner.  I^ür 
V  =  2^  wird  hier  t?  =  0;  die  auftreffende  Kugel  bleibt  dann  nach 
'Im  Stosse  in  der  Berührungsebene  der  Fläche. 


Sechzehntes  CapiteL 
Die    Trägheitsmomente. 


AUgemeine  Formeln. 

73«  Wie  sich  im  nächsten  Ca^tel  sseigen  wird ,  sind  bei  der 
Untersuchung  über  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  gewisse  In- 
tegrale erforderlich,  die  sich  auf  den  ganzen  Körper  beziehen,  und 
deren  Eigenschaften  man  genauer  kennen  muss.  Um  den  späteren 
Vortrag  nicht  zu  unterbrechen ,  schicken  wir  die  Betrachtung  dieser 
Integrale  voraus.  Dabei  denken  wir  uns  den  Körper  als  continuirlicb 
mit  Masse  erfüllt,  was  vielleicht  mit  der  wahren  Constitution  der 
Körper  nicht  völlig  übereinstinmit ,  aber  wenigstens  in  allen  Fällen, 
wo  es  sich  nur  um  äussere  und  nicht  um  Molecularkräfte  handelt, 
als  eine  Voraussetzung  erkannt  worden  ist,  deren  Ergebnisse  um 
keine  angebbare  Grösse  von  den  Thatsachen  der  Beobachtung  ab- 
weichen. 

Man  nennt  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf 
eine  Gerade  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  aller  seiner 
Elemente  in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  dieser  Geraden. 
Nimmt  man  letztere  zur  Achse  der  z  so  wird  das  Trägheitsmoment 
durch  den  Ausdruck 

dargestellt,  worin  dm  die  Masse  des  Elements  bezeichnet,  dessen 
Coordinaten  or,  y,  z  sind ,  und  das  Integral  sich  auf  die  ganze  Masse 
erstreckt.  Ebenso  sind  die  Momente  der  Trägheit  in  Bezug  auf  die 
Achsen  der  y  und  der  x 

f{x^+  z'')dm,    f(y^  +  z^)dm. 

74.  '  Kennt  man  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Be- 
ziehung auf  eine  Gerade,  so  ist  es  leicht,  dasselbe  in  Bezug  auf 
jede  andere  parallele  Gerade  zu  erhalten.  Nehmen  wir  die  erste 
Gerade  zur  Achse  der  z,  legen  wir  ferner  die  Ebene  der  zx  dnrcli 
die  zweite  Gerade,  und  bezeichnen  mit  a  den  Abstand  beider  Ge- 


—  in   — 


raden,  mit  M  die  Masse  des  Körpers  und  mit  Mlc^  sein  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  die  Achse  der  z,  so  gilt  für  das  auf  die  Parallele 
bezogene  Trägheitsmoment  der  Ausdruck 

r  {{x—ay  +  y2]  am  =   C {x'^  +  y«)  ^m  —  2a  Cxdm  +  Ma\ 
oder  wenn  man  mit  X]  die  Coordinate  des  Schwerpunkts  bezeichnet, 

75.  Liegt  der  Schwerpunkt  auf  der  Achse  der  z,  so  wird 
j*i^=0,  und  der  vorhergehende  Ausdruck  reducirt  sich  auf 

man  sieht ,  dass  er  nicht  von  d«r  absoluten  Lage  der  zweiten  Gera- 
den ,  sondern  bloss  von  ihrem  Abstände  von  der  ersten  Geraden  ab- 
hängt ;  demnach  bleibt  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  dasselbe 
in  Bezug  auf  alle  Erzeugungslinien  eines  beliebigen  geraden  Cylin- 
ders  mit  kreisförmiger  Basis ,  dessen  Achse  durch  den  Schwerpunkt 
^e»  Körpers  geht.  Für  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  irgend 
zwei  parallele  Gerade  folgt  hieraus ,  dass  ihr  Unterschied  gleich  ist 
der  Masse  des  Körpers  multiplicirt  mit  der  Differenz  ^er  Quadrate 
ihrer  Entfernungen  vom  Schwerpunkte  dieses  Körpers« 

Denkt  man  sich  ferner  die  Trägheitsmomente  für  alle  einer  ge- 
gebenen Kichtung  parallelen  Geraden  aufgesucht,  so  entspricht  das 
kleinste  jener  Trägheitsmomente  des  Körpers  der  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Geraden. 

76-  Wir  suchen  jetzt  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in 
Bezug  auf  irgend  eine  Gerade  AS^  welche  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  geht,  und  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel 
a^  ßi  y  einschliesst.  Daraus  wird  man  leicht  das  Trägheitsmoment 
in  Bezug  auf  eine  dieser  Geraden  parallele  d.  h.  in  Bezug  auf  eine 
lieliebige  Gerade  im  Räume  ableiten. 

Nennen  wir  a:,  y,  z  (Fig.  9)  die 
Coordinaten  des  Punktes  iXf  des  Körpers, 
dm  die  Masse  des  Elements,  zu  welchem 
der  Punkt  gehört,  und  fUllen  ein  Per- 
pendikel MP  auf  AS^  so  haben  wir 


(Fig.  9.) 


2 


:VP2  =  AM^—  AP^  =  ar2  +  y2  ^  z 
—  (x  cos  a  +  ycos  ß  +  z  eos  y)^, 

oder 


/r 
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» 

MP^  =  x^9iv?cc  +  y^sin^ß  +  z^sih^y  —  2yz  cos  ß  cosy 
—  2xz  €08  a  cos  y  —  ^y  cos  a  cos  ß. 
Wir  bezeichnen  jetzt  mit  fi  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Be- 
zug auf  AS  (n=z  I  MP^  dm)  und  setzen  zur  Abkürzung 

I  x^dm  =  a,    1  y^dm  :=z  b,    j  z^dm  =  c, 

I  yzdm  =  dy    j  xzdm  =  e,    j  xydm  =  /*, 

es  ist  dann 

liz=z  a  sin^  a  +  6  sin^  ß  "h  ^  ^^^  7 
—  2rf  cos  ß  cos  y  —  2e  cos  a  cosy — 2/ cos  a  cos  ß\ 

dabei  bestimmen  sich  die  Constanten  a,  6,  c,  d,  6,  /'durch  die  Natur 
des  Systems  und  durch  seine  Lage  in  Bezug  auf  die  Achsen.  Schnei- 
det man  auf  ^5  eine  Länge -<<iV^=-T=  ab   und  wiederholt  dieselbe 

Construction  für  alle  Richtungen,  welche  AS  um  den  Punkt  A  anneh- 
men kann,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  N  eine  geschlossene  Oberfläche, 
da  AN  immer  einen  reellen  nnd  endlichen  Werth  hat.  Um  ihre 
Gleichung  zu  erhalten,  wird  man  mit  Xy  y^'z  die  Coordinaten  von  ^V 
bezeichnen ,  es  ist  dann 

cos  a  =  xj/fif  cos  ß  =  yy^fi ,  cos  y^=z  f/fi^ 

—  =  O:*  +  y2   -L  ^2^ 

Die  vorhergehende  Gleichung,  welche  den  Werth  von  ft  giebt, 
wenn  man  a,  /3,  ^,  fi  eliminirt,  wird  nun  zur  folgenden 

1)     (b  +c)  x^  +  (ö  +  c)  y^  +  {a  +  b)  z^ — 2rfy«  —  2earz  —  ^ary  =  l . 

Der  Ort  ist  also  eine  Oberfläche  zweiten  Grades ,  deren  Mittelpunkt 
im  Coordinatenanfang  liegt,  und  zwar  ist  er  ein  Ellipsoid,  weil  kein 
Durchmesser  unendlich  werden  kann.  Poinsot  nennt  es  das  C  c  n  • 
tralellipsoid.  Gestalt  und  Lage  dieses  EUipsoids  hängen  durch- 
aus nicht  f  on  der  Wahl  der  Coordinatenachsen  ab ,  aber  seine  Glei- 
chung würde  einfacher  werden,  wenn  man  diese  Achsen  in  der  Rieh* 
tung  der  Achsen  des  EUipsoids  annähme,  welche  ein  einziges  Syrern 
bilden,  wenn  die  Grössen  dieser  Achsen  ungleich  sind,  wie  dies  im 
Allgemeinen  der  Fall  ist. 


•  • 
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Nehmen  wir  an ,  dass  man  dieses  System  gewählt  habe,  so  hän? 
gen  die  Werthe  der  Constanten  a,  fr,  c,  d^  e,  f  von  dieser  Wahl  ab, 
und  zwar  so ,  dass  die  Produkte  der  Yariabeln  in  der  Gleichung  des 
EUipsoids  nicht  vorkommen ;   man  erhält  folglich 

d=0,  c=0,  /*=0, 
oder 

/  yzdm  =  0,     1  xzdtn  =  0,    /  xydm  =  0. 

Also  giebt  es  immer  ein  solches  Achsensystem ,  dass  diese  drei  In- 
tegrale verschwinden,  welches  auch  die  Gestalt  des  Körpers  sein 
möge,  statt  dessen  man  sogar  eine  beliebige  Anzahl  getrennter  Kör- 
p<^r  nehmen  darf.  Dies  System  der  Achsen  des  EUipsoids  ist  ein 
einziges,  wenn  diese  Achsen  ungleich  sind.  ^Werden  zwei  von  ih- 
nen gleich,  so  ist  die  darauf  senkrechte  Achse  unveränderlich,  aber 
die  beiden  andern  Achsen  können  zwei  beliebige  rechtwinklige  Ge- 
rade  sein ,  welche  in  der  Ebene  dieser  Achsen  liegen.  Wenn  end- 
lich alle  drei  Achsen  gleich  sind,  so  hat  jedes  rechtwiDklige  Achsen- 
System,  welches  durch  denselben  Punkt  geht,  dieselbe  Eigenschaft. 
Man  hat  diesen  besonderen  Richtungen  den  Namen  Hauptachsen 
der  Trägheit  des  Körpers  gegeben. 

Nennen  wir  A^  B^  C  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Be- 
zug auf  seine  Hauptachsen  oder  ihre  Hauptträgheitsmomente, 
^  gelten  für  sie  die  Gleichungen 

b  +  c  =  A,  a+  c  =  B,  a  +  b  =  C, 

ond  die  Gleichung  l)  des  Centralellipsoids  wird 

77.  Das  Trägheitsmoment  ft  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Achse, 
v^elche  durch  den  Anfang  geht  und  mit  den  Hauptachsen  die  Win- 
^el  a^ß^  y  bildet,  findet  sich  durch  die  Bemerkung ,  dass  der  ent- 

>prechende  Radius  des  EUipsoids  gleich  -;=:  ist,  also  für  die  Coor- 
dinaten  seines  Endpunktes  o:,  y,  z  die  Gleichungen  bestehem 


cos  a  cos  3  cos  y 

Kf*  VV'  V(^ 
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■ 

^^bstituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  EUipsoids,   so  er- 
^Ih  man 

(1  =  A  cos^a  +  ^  cos^  ß  +  C  cos^  y. 

n,  8 
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Der  zweite  Theil  ist  offenbar  grösser  als  die  kleinste  von  den  Gros 
sen  A,  B,  67,  und  kleiner  als  die  grösste.  Daraus  schliesst  man,  dasi 
das  kleinste  and  das  grösste  der  Hanptmomente  der  Trägheit  aucl 
das  kleinste  und  grösste  der  Momente  sind,  welche  sich  auf  alle  Ge 
raden  beziehen,  welche  durch  denselben  Punkt  geh^n;  dieses  ße 
sultat  kann  man  auch  sonst  unmittelbar  aus  der  geometrischen  Yer 
gleichnng  der  Radien  des  EUipsoids  mit  seinen  Achsen  ableiten. 

In  dem  Specialfalle  A=B  wird 

fi^=  A  (cos^a  +  cos^ß)  +  C  cos^y^ 
oder 

(i  =  A  +  (C  —  A)co8^y', 

woraus  man  ersieht,  dass  die  Trägheitsmomente  dieselben  sind  fii 
alle  Geraden ,  welche  immer  durch  denselben  Punkt  gehen  und  mi 
der  ungleichen  Achse  gleiche  Winkel  bilden.  Diese  Bemerkun] 
kann  man  auch  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  des  Centralellipsoid 
ableiten,  welches  dann  ein  Rotationsellipsoid  um  die  Achse  der  z  ist 

Wäre  gleichzeitig  nur 


I  xzdm  =  0  und    /  yzdm  =  0, 


so  würde  die  Gleichung  des  EUipsoids  das  Produkt  xy ,  nicht  abe 
xz  und  yz  enthalten;  die  Achse  der  z  würde  also  eine  seiner  Haupt 
achsen  sein  und  folglich  eine  der  Hauptträgheitsachsen  in  Bezug  au 
den  Coordinatenanfang. 

78.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  es  solche  Punkte  giebl 
dass  die  drei  sich  darauf  beziehenden  Hauptträgheitsmomente  un< 
folglich  auch  alle  andern  gleich  sind.  Das  auf  diesen  Punkt  bezogeni 
Centralellipsoid  wird  dann  zu  einer  Kugel,  und  alle  durch  diesei 
Punkt  gehen  Geraden  werden  Hauptachsen.  Wir  wollen  der  Ein 
fachhdit  wegen  annehmen,  dass  man  zu  Coordinatenachsen  diejeni 
gen  Hauptachsen  genommen  habe,  welche  sich  auf  den  Schwerpuuk 
des  Körpers  beziehen ,  und  mit  x\  y\  z  die  Coordinaten  des  gesuch 
ten  Punktes  bezeichnen.  Denkt  man  sich  durch  diesen  Punkt  Par 
allelen  zu  den  drei  Achsen  der  x,  y,  z  gelegt ,  so  müssen  diese  Ge 
raden  in  Rücksicht  auf  diesen  Punkt  Hauptachsen  sein  und  es  is 
folglich : 

fiP  —  y)  (^  — O  dm  =  Oj     I  {z—z)  (.r  — .r)  dm==0, 
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/< 


(ar— .r)  (y— y)  dm:=0, 

mm  hat  man  der  Yoranssetznng  nach 

jyzdm  s=^0,   jxzdm  =  0,  j  xydm  =  0, 

/  xdm  =  0,1  yrfm  =  0,    j zdm  =  0. 

Die  vorigen  Gleichungen  werden  also,  wenn  man  mit  M  die  ge- 
sammte  Masse  des  Systems  bezeichnet, 

'Myz^='^^,Mxz=^KS^  Mxy  •=-{S\ 

was  erfordert,  dass  zwei  der  Grössen  x\  y\  z  verschwinden.  Sei 
f'=:0  and  y'j=o,  so  sind  die  Momente  in  Bezug  auf  die  neuen 
Achsen 

A  +  Mz^,  B  +  Mz"^,  C, 

Es  bleibt  nur  noch  auszudrücken  übrig,  dass  diese  drei  Werthe 
gleich  sind ,  wozu  die  Bedingung 

A  =  B,  A+Mz^=C 

gehört.  Demnach  müssen  zwei  der  Hauptmomente  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  gleich  sej^  und  die  gesuchten  Punkte ,  wenn  es  solche 
giebt,  auf  der  Achse  liegen,  welche  dem  dritten  Moment  entspricht. 
Damit  aber  z'  reell  ausfalle ,  ist  C  >  ^  erforderlich ;  man  erhält  also 
f^h  letzte  Bedingung ,  dass  dieses  dritte  Moment  das  grösste  sein  muss. 
Sind  alle  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  erhält  man  zw  ei  Punkte,  welche 
der  Frage  genügen ;  sie  liegen  auf  der  Achse  des  grössten  Moments 

2«  beiden  Seiten  des  Schwerpunkts  und  in  der  Entfernung  1/  - 
Ton  diesem  Punkte. 


C—A 


79.  Die  Hauptachsen  der  Trägheit,  welche  sich  auf  den  Schwer- 
punkt beziehen,  besitzen  die  merkwürdige  Eigenschaft,  Haupt- 
ubsen  in  Bezug  auf  irgend  einen  ihrer  Punkte  zu  sein  und  zu  con- 
j^girten  Ac'hsen  diejenigen  Linien  zu  haben,  welche  den  auf  den 
Schwerpunkt  bezüglichen  Achsen  parallel  gehen.  Betrachten  wir 
z.  B.  die  Achse  der  z,  und  verlegen  den  Anfang  in  irgend  einen  ihrer 
Punkte ,  dessen  z  gleich  h  sei ,  so  genügt  es 

2a  setzen.     Nun  hat  man  der  Voraussetzung  zufolge 

8* 


—     116    — 


und  femer 


also 


I  yzdm  =  0,    I  xzdm  =  0,    I  xydm  =  0 ; 
/ yzdm  =  I  yndm  +  ^  1  yäm  ac  I yzdm ; 
lyzdm===0  nnd  ebenso  f  xzdm  =  0; 


die  drei  Linien ,  welche  den  auf  den  Schwerpunkt  sich  beziehenden 
Hauptachsen  parallel  durch  irgepd  einen  ihrer  Punkte  gehen ,  sind 
demnach  Hauptachsen  für  diesen  Punkt. 

Beispiele. 

80.  Trägheitsmoment  eines  rechtwinkligen  Par 
allelepipedes.  Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  eines  liomo 
genen  Parallelepipedes  drei  zu  seinen  Kanten  parallele  Gerade,  s< 
bilden  sie  die  drei  Hauptachsen  in  Rücksicht  auf  den  Schwerpunkt 
Wir  wollen  die  Längen  der  Kanten  mit  a,  b^  c  und  die  Masse  de 
Parallelepipedes  mit  M  bezeichnen ;  die  Trägheitsmomente  in  Bezuj 

auf  die  ihnen  parallelen  Achsen  sind  dann 

< 

^^i,b^  +  c^)M,    ^^^{a^  +  c^)M,    ^^^{a^  +  b^)M. 

Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  Gerade ,  welche  die  Win 
kel  a,  j3,  y  mit  den  Kanten  a,  6,  c  einschliesst  und  in  einer  Entfcx 
femung  d  vom  Mittelpunkt  des  Parallelepipedes  liegt,  wäre  den 
zufolge 

Tx  Up^  +  c^)  co9^a  +  (y+c^)  cos^ß  +W  +  ^^)  cas^Y]  +  ^^' 

Nimmt  man  nach  einander  die  drei  Kanten  des  Parallelepipedes  z 
Momentenachsen ,  so  sind  die  entsprechenden  Trägheitsmomente 

J(d'  +  c2)i!f,    ^{a^  +  c')!^,    J(«'  +  *')^- 

81«   Trägheitsmomenteines  homogenen  Ellipsoidi 
Die  Gleichung  der  Oberfläche  sei 

aS  T^  jJ  ^'c»       '' 
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und  die  Aufgabe  gestellt,  das  Ti^ägheitsmoment  in  Bezug  auf  die 
Achse  der  z  zu  bestimmen.  Der  über  dem  Bechteck  dxdy  stehende 
Theil  des  Volumens  ist 

und  folglich  ist,  wenn  D  die  Dichtigkeit  der  Substanz  bezeiclftiet, 
das  Trägheitsmoment  des  Körpers 

weichen  Ausdruck  man  folgendermassen  zerlegen  kann : 


+ 


^^fJy'j/^-'^^-^^'^^y' 


▼ir  wollen  zunächst  den  ersten  Theil  behandeln   und  nach  y  zwi- 
schen den  Grenzen 

*  •  

—bj/l  —  '^md  +  *jK  1  — ^ 
integriren.     Das  Integral 

zwischen  diesen  Grenzen  genommen ,  ist  nichts  Andres  als  der  Flä- 


/-s 


eheniDhalt  eines  mit  dem  Kadius  b  y    l  —  -^  beschriebenen  Halb- 

x^ 
1 2)  ^^^  ™^^  muss  jetzt 

<i^  Ausdruck  * 

nbcDx^li ijda:^ 

von  o:  =  —  a  bis  a:  s=  +  a  integriren ;  diess  giebt 

—  Ttbca^D  oder 

15  5 

vo  if  die  Masse  des  Ellipsoids  bezeichnet. 
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Der  zweite  Ausdruck,  der  noch  zu  integriren  wäre,  unterscheidet 
sich  von  dem  ersten  nur  durch  Yertauschung  -von  x  mit  y  und  a  mit 

d,  er  führt  also  zu  ;    das   Trägheitsmoment  in   Bezug    auf  die 

5 

Achse  der  z  ist  folglich 

i(a2  +  d^)J!f . 
und  für  die  beiden  andern  Achsen  würde  man  finden 

In  dem  Falle  a  =  d  ;=  e  erhält  man  das  Trägheitsmoment  einer  Ku- 
gel in  Beziehung  auf  irgend  einen  Durchmesser ;  sein  Werth  ist 

•a^Jlf  oder  ^^nDa^. 

Lässt  man  den  Radius  a  dieser  Kugel  um  da  zunehmen,  so 
wächst  ihr  Trägheitsmoment  um  \nDa*da,  welcher  Ausdruck  das 
Trägheitsmoment  einer  kugelförmigen  Schicht  von  dem  Radius  o, 
der  Dicke  da  und  der  Dichtigkeit  D  angiebt.  Denkt  man  sich  D 
als  eine  gegebend  Function  von  a  und  integrirt  den  obigen  Ausdruck 
Zwischen  R  und  R\  so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  einer  hohlen 
nicht  homogenen  Kugel ,  deren  Dichtigkeit  nur  von  der  Entfernung 
vom  Mittelpunkte  abhängt. 

82.  Trägheitsmomente  homogener  Rotationskörper. 
In  der  a:^-Ebene  denken  wir  uns  eine  Fläche ,  begränzt  durch  zwei 
Curven,  deren  Gleichungen 

sein  mögen  und  durch  zwei  Gerade,  welche  in  den  Entfernungen  :r^ 
und  X  parallel  zur  y- Achse  gezogen  sind;  bei  der  Drehung  um  die 
or-Achse  erzeugt  diese  Fläche  einen  Rotationskörper,  dessen  Träg- 
heitsmomente in  Beziehung  auf  irgend  eine  durch  den  Coordinaten- 
anfang  gehende  Momentenachse  allgemein  mittelst  einfacher  Inte- 
grale dargestellt  werden  kann.  Man  hat  nämlich  zunächst,  wenn 
x^  yy  z  die  Coordinaten  eines  Körperpnnktes  M  sind  und  p  seinen 
Abstand  von  der  Momentenachse  AS  bezeichnet,  für  das  Trägheits 
moment  die  Formel 

fi=^  D   I  j  f  p^  dx  dydz, 

p^  c=  x^  sin^  a  +  y^  *«'**  ß  '¥  ^^  ^*^^  7 

—  2yjr  coB^  cos  y  —  2arz  cos  a  cosy  —  %xy  cosa  cos  ß. 
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Statt  des  bisherigen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  bedient  man 
sich  hier  mit  Yortheil  eines  gemischten  Systems,  welches  in  der 
£b«ne  yz  polar,  längs  der  .r- Achse  aber  rechtwinklig  ist,  d.  h.  man 
setzt 

y  =  r  cos  (0,  z  =  r  sin  (o^  dy  dz  ==  r  dta  dr. 

Darin  bedeutet  r  die  Entfernung  des  Punktes  M  von  der  o?- Achse 
und  &  den  Neigungswinkel  von  r  gegen  die  Ebene  xy ;  die  Grenzen 
für  o  sind  0  und  27r,  r  geht  von  y^  bis  F,  x  von  x^  bis  X'^  hier- 
nach ist 

X      T     '^ 

(iz=z  D   j       f       I  p'^  r  dxdr  dw, 

p^  =  x^  stn^  a  +  r^  cos^  o  siri^  j3  +  r^  sin^  a  sin^  y 

—  2r2  cos  CD  sin  oo  cos  ß  cos  y  —  2xr  sin  oa  cos  a  cosy 

—  %tr  cos  o>  cos  a  cosß. 

Nach  Substitution  des  Werthes  von  p^  wird  (i  durch  sechs  dreifache 
Integrale  ausgedrückt,  die  leicht  auf  emfache  Integrale  zurückführ- 
bar  sind  ;  es  ist  nämlich 

X       T     J3»t  X 

I        j       j  x^  r  dx  dr  d(o  =  n  j  x^  {Y^  —  y^^)  dx, 

X       V     1^  X       Y    pst 

I       /        I  ^  ^^*'  oodx  drdG)=  j        j       f  r^  sin^  od  dx  dr  da 

X 

=  i7tJ(Y^-y,^)dx; 

Xq 

die  letzten  drei  Integrale  verschwinden.     Für  das  gesuchte  Träg- 
heitsmoment ergiebt  sich  demnach 


(t^Dxlsin^aJ x^{Y^  —  yQ^)  dx^ 


Xq 


+  J  («•«»/}  +  sin^y)  J(r*—y,*)  dx 


«0  ■' 


1 
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Noch  einfacher  wird  diese  Formel  in  folgenden  zwei  Fällen : 

a)  Die  Homentenachse  falle  mit  der  geometrischen 
A  chse  zusammen;  es  ist  dann  «  =  0,  ß  ^=  y=  90^  mithin 

Beispielweis  hat  man  fUr  einen  abgestampften  Kegel ,  dessen  Halb- 
messer a  und  b,  und  dessen  Höhe  h  sein  möge , 

a— fr 

h 
folglich 


Fo  =  0,   Y=b  +  —i—x,  Äro  =  0,  X=Ä, 


% 

=  ^^i>3r  (a*  +  a^b  +  a^b^  +  ab^  +  b^)  h 

oder  wenn  M  die  Masse  des  abgestumpften  Kegels  beseichnet. 


8 


a«— 6* 


Für  die  Kngel  ist  zn  nehmen 

man  findet  damit  das  frühere  Besultat  wieder. 

b)  Die  Momentenachse  stehe  senkrecht  anf  der  geo- 
metrischen Achse  und  möge  in  diesem  Falle  zur  Achse  der  y 
genommen  werden ;  es  ist  dann  a  =  90^,  ß  =^0,  y  =  90^  i  folglich 

(i=I):c}Jx^  (F^  — yo')  dx  +  ^^(F^— V)  dx 

Für  einen  Vollkegel,  dessen  Radius  a,  dessen  Höhe  h  ist,  und  bei 
weichem  die  Momentenachse  durch  die  Spitze  geht,  hat  man       m 

a 
yo  =  0,    Y=  -x,Xq  =  0,  X==h, 

mithin 

fi  =  i  Da  (A2  +  1  fl«)  aH  =  Ki-a^  +  A«)  ilf, 

wo  jlf  die  Masse  des  Kegels  bezeichnet. 
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Ffir  eine  Kugel ,  deren  Radius  a  ist  und  deren  Mittelpunkt  um 
rrom  Coordinatenanfang  oder  von  der  Momentenachse  absteht,  gel- 
ten die  Substitutionen  ' 

yg  =  0,    T^=^a^  —  {x  —  cYy  a?o  =  ^  —  ^>  X  ^=1  c  +  a\ 
man  findet  mittelst  derselben 

wo  .¥  die  Masse  der  Kugel  bedeutet. 


CapiteL 

Bewegung  eines  starren  Körpers  um  eine 

feste  Achse. 


Allgemeine  Formeln. 

83.  Wir  betrachten  einen  festen  Körper,  dessen  Gestalt  and 
Dichtigkeit  gegeben  sind,  nnd  der  auf  unyeränderliche  Weise  mil 
einer  festen  Achse  verbanden  ist,  um  welche  er  sich  frei  drebei 
kann.  Alle  seine  Punkte  oder  bloss  eine  endliche  Anzahl  von  ibnei 
werden  durch  gegebene  Kräfte  getrieben ,  und  es  handelt  sich  dar 
um,  die  Bewegung  dieses  Körpers  zu  bestimmen,  wenn  etweder  du 
Anfangsgeschwindigkeiten  seiner  Punkte  gegeben  sind,  oder  wem 
man  bloss  die  momentanen  Kräfte  kennt,  wodurch  sie  hervorgebrach 
wurden. 

Liegen  die  gegebenen  Kräfte  nicht  in  den  auf  der  Drehungs 
achse  senkrechten  Ebenen,  so  kann  man  jede  Kraft  in  zwei  Compo 
nenten  zerlegen,  von  denen  die  eine  dieser  Achse  parallel  ist  an< 
die  andre  in  einer  auf  ihr  senkrechten  Ebene  wirkt;  die  erste  wir« 
durch  den  Widerstand  der  Achse  aufgehoben,  und  man  kann  als 
bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  von  m  abstehen.  Wir  setzei 
daher  voraus,  dass  alle  gegebenen  Kräften  in  Ebenen  wirken,  welch 
auf  der  festen  Achse  senkrecht  stehen. 

Dem  d^Alembertschen  Princip  zufolge  besteht  Gleichgewich 
zwischen  den* gegebenen  und  zwischen  den  Kräften,  die  denjenigei 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  welche  jedem  Punkte,  diesen  al 
frei  gedacht,  die  Bewegung  ertheilen  würden,  der  er  wirklich  folgl 
Die  letzteren  Kräfte  sind 

d^x  df^y  d^z 

für  das  Element,  dessen  Hasse  dm  und  dessen  Coordinaten  x,  y, 
sind;  im  vorliegenden  Falle  jedoch  ist  es  besser,  die^ tangentiale  un 
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normale  Componente  zu  betrachten;  die  erste  bewirkt  den  Zuwachs 

an  Geschwindigkeit,   die  zweite  ist   die  Centripetalkraft  und  wird 

durch  den  Widerstand  der  Achse  aufgehoben,  weil  jeder  Punkt  einen 

Kreisbogen  beschreibt,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  Jiegt.  Man 

kann  sich  daher  auf  die  Betrachtung  der  Tangentialkraft  beschrän- 

dv 
ken,  welche  durch  >--  dm  dargestellt  wird,  wenn  man  mit  v  die  Ge- 

dt 

sehwmdigkeit  dieses  Punktes  bezeichnet.  Heisst  femer  r  der  Abstand 

dieses  Punktes  von  der  Achse  und  d-  der  Winkel,  der  von  zwei  durch 

die  Achse  gehenden  Ebenen  gebildet  wird ,  von  denen  die  eine  fest 

nnd  die  andre  mit  dem  Körper  beweglich  ist ,  so  hat  man  auch 

d^       .  .,  y  .    dv  d^a 

»  =  r  -r-  und  folglich  -—  =  r  —-5-  • 
dt  °  dt  dt^, 

Die  Geschwindigkeit  gilt  dann  als  positiv,  wenn  der  Winkel  ^ 
«Sehst,  und  die 'Eiraft  wird  als  positiv  angesehen,  wenn  sie  diesen 
Winkel  zu  vergrössem  strebt.  Nun  besteht  die  Gleichgewichtsbe- 
dingnng  bei  i?inem  festen  Körper ,  der  sich  um  eine  Achse  drehen 
kann,  darin,  dass  die  algebraische  Summe  der  Momente  der  Kräfte 
in  Beziehung  auf  diese  Achse  verschwindet,  indem  man  die  Momente 
der  Paare  als  positiv  oder  als*  negativ  betrachtet,  je  nachdem  sie  den 
Winkel  ^  zu  -vergrössem  oder  zu  verkleinem  streben.  Bezeichnet 
also  P  irgend  eine  der  gegebenen  Kräfte  und  p  ihren  Abstand  von 
der  Achse,  so  gilt  vermöge  des  Gleichgewichts  zwischen  den  Kräften 

Pnnd  —  r  — 5  die  folgende  Gleichung: 

ZPp  —  Sf^  -^dm^O, 

vo  die  Summen  sich  auf  alle  Punkte  des. Körpers  beziehen.  Im 
zweiten. Gliede  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  kann  der  Factor 

^  vor  das   Summenzeichen   treten,    und   dann  wird   dies  Glied 

=  -jjZr^dm*  BezereBnen  wir  mit  Mk^  das  Trägheitsmoment,  wel- 
ches sich  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  zur  Achse  parallel  gehende 
(rerade  bezieht,  mit  M  die  Masse  des  Körpers  und  mit  /  die  Entfer- 
nung des  Schwerpunkts  von  der  Achse ,  so  ist 

Zr^dm  =  jr^dm  ^  M  {k^  +  l^) 

nnd  die  vorige  Gleichung  wird  daher  zur  folgenden 
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<P^  _         ZPp 

Im  Allgemeinen  ändern  sich  die  Kräfte  mit  der  Lage  des  Körpers ; 
sind  sie  von  der  Zeit  unabhängig ,  so  sind  ihre  Momente  bekannte 
Functionen  von  ^,  und  indem  man  die  Gleichung  l)  integrirt,  erhält 
man  9  als  Function  von  t  und  zwei  willkürliche  Constanten.  Diese 
Constanten  und  folglich  auch  die  Bewegung  aller  Punkte  des  Kör- 

pers  lassen  sich  bestimmen ,  wenn  man  die  Werthe  von  ^  und  —  für 
^  dt 

1=2  0  kennt,  d.  h.  wenn  die  Lage  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
im  Anfange  der  Bewegung  bekannt  sind. 

Um  die  Integration  der  Oleichung  l)  auszuführen ,  wollen  wir 
ihre  rechte  Seite  mit  q>{%')  bezeichnen ;  multipliciren  wir  die  nun- 
mehrige Gleichung 

auf  beiden  Seiten  mit  Ud^  und  integriren  von  dem  Anfangswerthe 
^  =  <&Q  an ,  so  erhalten  wir 

wo  CD  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet;  daraus 
wird  femer 

dt  = — . 


Die  Ausführung  dieser  Quadratur  liefert  t  als  Function  von  ^"^  die 
willkürliche  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  gleichzeitig 
i  =2  0  und  d  =  -^0  sein  musfl.  "^ 

Sind  die  gegebenen  Kräfte  so  beschaffei^lass  für  sie  die  Glei- 
chung der  lebendigen  Kräfte  besteht,  so  führt  diese  unmittelbar  zur 
Gleichung  2) ,  weil  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes ,  welcher   in 


d%  . 
^cDse  iiegi,  =  r 

Summe  2,mv^  gleich  wird 


der  Entfernung  r  von  der  Achse  liegt,  =  r  —  ist  und   mithin   die 


„     ,       d^'^        dd^  „     , 
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Drückt  man  dann  den  zweiten  Tbeil  der  Oleichnng  der  lebendigen 
Kräfte  als  Function  der  Variabein  d"  allein  aus,  was  immer  möglieb 

ist,  so  findet  man  (  -r-  )  als   Function  von  6*  und   gelangt  so  zur 

Gleichung  2). 

84.  Wir  wollen  insbesondere  einen  schweren  Körper  betrach- 
ten, welcher  sich  nm  eine  horizontale  Achse  drehen  kann;  wir  neh- 
men diese  zur  y- Achse  ,nnd  die  der  Schwere  entgegengesetzte  Rich- 
tung zur  Achse  der  z;  %  möge  der  Winkel  sein,  welchen  die  durch 
^ie  feste  Achse  und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gejiende  Ebene 
mit  der  Yerticalebene  YZ  bildet ,  endlich  wollen  wir  voraussetzen, 
dass  dieser  Winkel  von  der  Achse  des  positiven  z  gegen  die  Achse 
der  positiven  x  hin  wachse ,  also  im  Sinne  der  directen  Bewegung. 
Das  Moment  in  Bezug  auf  das  Element  dm  ist  gxdm ,  und  es  strebt 
den  Winkel  d"  zu  vergrössern,  wenn  x  positiv  ist,  und  zu  vermin- 
dern bei  negativen  x  \  die  Gleichung  ])  wird  also 

d^^  gZxdm 

oaer  wenn  man  mit  X|  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  bezeichnet, 

Nan  ist  x^  =  /  tin  ^  mithin 

Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form  wie  jene ,  welche  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  um  den  Anfang  in  der  Ebene  JCZ  bestim* 
Qien  würde.  Bezeichnet  man  mit  R  den  Abstand  dieses  bewegten 
Punktes  vom  Anfang ,  oder  die  Länge  dieses  einfachen  Pendels ,  so 
^hält  man  als  Gleichung  seiner  Bewegung 


d^d^ 


=  4-  sin  ^. 


dfi         R 

I^iese  Gleichung  lässt  sich  aus  No.  3)  ableiten ,  wenn  man  annimmt, 
dass  die  ganze  Masse  des  Körpers  in  einem  um  B  von  der  Achse 
mfemten  Punkte  concentrirt  sei ;  sie  wird  mit  der  vorigen  iden- 
tisch Air 


—     126     — 

Sind  ftlr  t  =  0  die  Werthe  von  ^  und  -;-in  beiden  Fällen  dieselben, 

dt  ' 

80  ist  aucb  die  Bewegung  beider  Körper  stets  dieselbe.  Die  Bewe- 
gung eines  schweren  Körpers  nm  eine  feste  Achse  kommt  somit  auf 
die  Bewegung  des  einfachen  Pendels  zurück ,  und  wir  brauchen  des- 
halb  nur  auf  die  Dbcussion  der  letzteren  zu  verweisen, 

85.  Wir  erwähnen  für  diesen  besondem  Fall  noch  die  Anwen- 
dung, welche  sich  allgemein  von  dem  Princip  der  lebendigen  l^äfte 
machen  lässt.  Hier  sind  nämlich  ^  =  0,  F=0,  Z  =  —  ^  dm  die 
Componenten  der  an  ein  beliebiges  Massenelement  dm  angebrachten 
Kraft;  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  wird  daher 

(d^\^  '  r 

—J  Zmr^  =  —  1Z  jgdmdz=i  —  ^g  Zzdm  +  C, 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Nennt  man  z^  das  ; 
des  Schwerpunkts  des  Körpers ,  so  hat  man 

£ zdm  =  Mzy  =  Ml  cos  ^. 

Bestimmt  man  ferner  die  Constante  durch  die  Bedingung,  dass  die 

*     dd" 

Anfangswerthe  von  ^  und  —  seien  ^q  und  cd  ,  so  geht  die  vorige 
Gleichung,  wenn  wie  früher 

gesetzt  wird,  in  die  folgende  über« 


( 


Tt)""~  Ä^+7^  (CO»«  -  cos  *o)  +  < 


die  nichts  Andres  als  das  erste  Integral  der  Gleichung  3)  ist.  Die 
weitere  Rechnung  würde  denselben  Verlauf  wie  der  Theorie  des 
einfachen  Pendels  haben. 

Ist  die  feste  Achse  gegen  den  Horizont  geneigt,  so  reicht  eine 
blosse  Zerlegung  der  Schwerkraft  hin,  um  diesen  Fall  auf  den  vori- 
gen zurückzufuhren. 

Botation  eines  Körpers  in  Folge  einer  momentanen  Kraft 

86.  Wir  haben  die  Bewegung  eines  Körpers  um  eine  Achse  nn- 
ter  der  Voraussetzung  bestimmt ,  dass  seine  Anfangslage  und  seine 
anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bekannt  seien;  wenn  aber  statt 
dieser  Geschwindigkeit  nur  die  momentane  Ejraft ,  welche  sie  her- 


—     127    — 

% 

9 

vorbringt,  gegeben  ist,  so  hat  man  erst  zu  bestimmen,  welche' Ge- 
schwindigkeit der  Körper  annimmt,  wenn  er  während  einer  sehr 
kürzen  Zeit  der  Wirkang  einer  Kraft  unterworfen  ist,  weiche  einem 
freien  Punkte  eine  bekannte  Quantität  der  Bewegung  mitgetheilt 
haben  würde.  Zerlegt  man  diese  Kraft  in  zwei  andere,  von  denen 
die  eine  parallel  zur  Achse  und  die  andere  in  einer  darauf  senk- 
rechten Ebene  liegt,  so  bringt  letztere  allein  die  Bewegung  hervor. 
Wir  vollen  mit  P  ihren  Werth  und  mit  p  ihren  Abstand  von  der 
Achse  bezeichnen;  das  d^AIembert'sche  Princip  liefert  dann  die 
Gleichung 

G)£r^dm  =  Pp , 

worin  (9  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet;  unter  Anwendung 
der  bisherigen  Bezeichnungen  erhält  man  daraus 

__         Pp 

Da  ^omit  die  durch  den  Stoss  erzeugte  Winkelgeschwindigkeit  be- 
kannt ist,  so  lässt  sich  die  Bewegung  wie  vorher  bestimmen,  und 
wenn  keine  Kraft  auf  den  Körper  wirkt,  so  giebt  die  Gleichung  l) 

nnd  die  Winkelgeschwindigkeit  bleibt  constant. 

87.  Wir  wollen  annehmen,  dass  der  Impuls  durch  den  Stoss 
emes  materiellen  Punktes  erzeugt  sei ,  der  die  Masse  fi  besitzt  und 
sich  mit  einer  Geschwindigkeit  v  bewegt,  deren  Richtung  in  einer 
zur  Achse  senkrechten  Ebene  und  um  die  Grösse  f  von  der  Achse 
(Qtfemt  liegt;  überdies  setzen  wir  voraus,  dass  diese  Masse  mit  dem 
Korper  in  dem  Punkte  vereinigt  bleibe ,  in  welchem  sie  auf  ihn  trifft, 
und  dessen  Entfernung  von  der  Achse  mit  h  bezeichnet  werden 
möge. 

Zerlegt  man  die  Geschwindigkeit  v  nach  der  Normalen  und  nach 
^w  Tangente  des  Kreises,  welchen  der  Punkt  beschreibt,  wo  der 
^toss  stattfand ,  so  wird  die  erste  Componente  aufgehoben  und  der 

^erth  der  zweiten  ist  -^.     Bezeichnen  wir  mit   »  die  Winkelge- 

h 

schwiudigkeit  des  Systems  nach  dem  Stosse ,  so  hat  die  Masse  (i  die 
^Geschwindigkeit  -~  —  ha  verloren ,  und  die  Quantität  der  Bewe- 
gung, welche  die  Rückwirkung  des  Körpers  ihn  hat  verlieren  lassen, 
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ist  fi  ( -7-  —  ^<0 ) ;  dies  also  ist  dass  Maass  der  momentanen  Kraft, 

welche  auf  die  Masse  (i  ausgeübt  wird,  und  d^  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung gleich  sind ,  so  ist  dies  auch  das  Maass  der  momentaueii 
Ejraft,  welche  auf  den  gegebenen  Körper  gewirkt  hat.  Man  komm! 
so  auf  den  vorigen  Fall  zurück  und  erhält 


(ih  ( Y —  Äflj  j  =  cajj^dm^ 


livf 
woraus  »  =~ 


Der  Nenner  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  aus  dem  gegebenei 
Körper  und  der  Masse,  welche  sich  mit  ihm  vereinigt  hat,  zosam 
mengesetzten  Systems.  Bezieht  man  die  Summe  2  auf  die  Gesammt 
heit  beider  Massen,  so  ist  einfacher 

ftg/* 

09  er: _  ■    ■  • 

Zr^dm 

Geschieht  der  Stoss  gleichzeitig  von  mehreren  Körpern ,  deren  Mas 
sen  fA,  ft',  ft"  etc.,  deren  Geschwindigkeiten  »,  r',  v"  etc.,  und  be 
welchen  die  Entfernungen  der  Richtungen  der  Geschwindigkeitei 
von  der  Achse  /*,  f\  f\  etc.  sind ,  so  ist  entsprechend 

^vf  +  \L  V  f  +  \l'  v"  f"  +  etc. 


(0 


Ir^dm 


wo  das  Trägheitsmoment  Ir^dm  sich  auf  die  Vereinigung  aller  Kör 
per  bezieht. 

Venohiedene  Eigensohaften  der  Botation  um  eine  feste  Achse. 

88.  Ein  fester  Körper,  welcher  um  eine  horizontale  Achsi 
schwingt,  heisst  ein  Zusammengesetz tes  Pendel;  unter  de 
Länge  desselben  versteht  man  die  Länge  des  einfachen  Pendeh 
welches  dieselbe  Bewegung  hat.  Die  Länge  des  zusammengesetzte! 

Pendels  ist  demnach  =  /  +  -7-;  sie  wird  nicht  geändert,  wenn  mai 

dem  Körper  eine  beliebige  andere  Lage  giebt,  indem  man  ihn  ui 
eine  Achse  dreht,  welche  der  durch  den  Schwerpunkt  gehende] 
Achse  parallel  wäre ;  denn  /  und  h  würden  dieselben  Werthe  beibe 
halten. 

Man  nennt  Schwingungsmittelpunkt  eines  zusammenge 
setzten  Pendels  jeden  Punkt  dieses  Körpers  oder  jeden  fest  mit  die 
sem  Körper  verbundenen  Punkt,  dessen  Bewegung  dieselbe  ist  al 
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Tenner  isolurt  und  gezwungen  wäre,  sich  durch  die  Einwirkung  der 
Schwere  am  dieselbe  Achse  zu  bewegen.    Hiernach  sind  alle  Punkte 

derjenigen  Geraden,  welche  in  der  Entfernung  l  +  -j  parallel ^ur 

Achse  gezogen  ist  und  in  der  durch  Achse  und  Schwerpunkt  gehen- 
-den  Ebene  liegt,  Schwingungsmittelpunkte ;  sie  liegen  um  die  Grösse 

~  anterhalb  des  Schwerpunktes.     Einige  Schriftsteller  nennen  spe- 

eidler  Schwingungsmittelpunkt  denjenigen  dieser  Punkte,  welcher 
auf  der  Yerticalen  durch  den  Schwerpunkt  liegt. 

Da  die  Abstände  des  Schwerpunktes  von  der  Achse  und  von 
der  Linie  der  Sehwingungsmittelpunkte  zum  Producte  Ar^  geben ,  so 
f«4gt  daraus,  dass,  wenn  man  letztere  als  feste  Achse  nimmt,  die  erste 
zorLinie  der  Schwingungsmittelpunkte  wird.  Die  Länge  des  Pendels 
iitdann  dieselbe  wie  vorbin  und  seine  Bewegung  identisch  mit  jener. 
Ebenso  verhält  es  sich ,  wenn  man  zur  Achse  der  Aufhängung  jede 
^dre  parallele  Gerade  nimmt,  welche  in  derselben  Entfernung  vom 
Schwerpunkte  liegt,  weil  /  und  k^  sich  bei  dieser  Voraussetzung 
sieht  ändern. 

Ueberhaupt  ist  die  Bewegung  dieselbe  um  alle  Achsen,  welche 
dem  Pendel  dieselbe  Länge  geben.  Bezeichnet  man  mit  /  die  Ent- 
fernung irgend  einer  Achse  vom  Schwerpunkte ,  mit  or,  /5,  y  die  Win- 
kel, welche  ihre  Richtung  mit  den  Hauptachsen  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  bildet,  und  mit  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung 
^&f  diese  Achsen,  so  ist  jederzeit 

Mk^  =:  A  cos^a  +  B  cos^ß  +  C  cos'^y, 

k^ 
Bfld  die  Lange  '  +  y  des  Pendels  wird 

A  cos^a  +  B  cos^ß  +  C  cos^y, 
I  -I-  ■-  ■ '  • 

Diese  Länge  kann  also  für  eine  unendliche  Menge  verschiedener 
Geraden  dieselbe  bleiben,  weil  or,  /?,  y,  /  unbestimmt  sind. 

89.  Kennt  man  die  Werthe,  welche  diese  unbestimmten  Grössen 
tüben  müssen ,  damit  der  vorige  Ausdruck  ein  Minimum  werde ,  so 
^^iss  man  auch ,  um  welche  Achse  die  Bewegung  stattfinden  muss, 
•^mit  die  Schwingung  in  der  kleinstmöglichen  Zeit  vor  sich  gehe. 

Von  allen  Achsen  nun,  für  welche  k^  constant  ist,  entspricht 

k^ 
diejenige ,  welche  das  Minimum  für  die  Länge  /  +  y  giebt ,  dem 

n.  9 
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Werthe  /  =  A: ;  uud  die  Länge  des  Pendels  ist  dann  gleich  ^,  Sie 
wird  demnach  am  kleinsten,  sobald  Ar  seinen  kleinsten  Werth  erreicht. 
Die  Schwingung  ist  daher  die  kürzeste,  wenn  die  Drehangsachse 
parallel  liegt  zur  Achse  des  kleinsten  Trägheitsmoments  in  Besag 
auf  den  Schwerpunkt ;  ihre  Entfernung  k  yon  dieser  Achse  ist  gleich 
der  Quadratwurzel  des  Verhältnisses  dieses  Trägheitsmoments  znr 
Masse  des  Körpers. 

90.  Stoss  gegen  die  Achse.  Die  momentane  Kraft,  welche 
den  Körper  in  Bewegung  setzt ,  übt  auf  die  feste  Achse  einen  Stos 
aus ,  der  von  Kräften  herrührt ,  welche  sich  mittelst  ihrer  Festigkeit 
das  Gleichgewicht  halten.  Nehmen  wir  diese  Achse  zur  Achse  der 
z,  und  zur  Ebene  der  x  und  y  die  durch  den  Angriffspunkt  der  Kralt 
gelegte  senkrechte  Ebene,  zerlegen  wir  ferner  diese  Kraft  in  zwfi 
andere,  von  denen  die  eine,  Z,  der  festen  Achse  parallel,  nnddie 
andere,  P,  in  der  Ebene  XY  liegt  und  zu  Componenten  X,  Fhat, 
so  muss  Gleichgewicht  herrschen  zwischen  den  Kräften  —  X^—h 

—  Zy    und   denjenigen,  welche   durch    die  BewegungsquantiUten 

m  — ,  I»  — ,  m  —  in  Bezug  auf  alle  Elemente  des  Körpers  gemessen 

werden;  dabei  ist  -—  =  o,  weil  die  Bewegung  um  die  Achse  der : 

stattfindet.  Bezeichnen  x,  y^  z  die  Coordinaten  des  Elementes  d». 
r  seinen  Abstand  von  der  Achse,  d"  den  Winkel,  welcher  von  der 
Achse  der  x  mit  der  Frojection  des  von  diesem  Elemente  auf  di^ 
Achse  gefällten  Perpendikels  gebildet  wird,  und  co  die  hervorge- 
brachte Winkelgeschwindigkeit,  so  gelten  die  Gleichungen 

a:  =  r  cos  d'^  y  =  r  sin  &.  —-  =  00: 

dt  ' 

durch  DifiPercntiation  wird  aus  ihnen 

dx  ,   ^  dd"    dy  ^d&      .      dx  dy 

und  die  Componenten-  der  an  das  Element  dm  angebrachten  Kraft, 
parallel  znr  Achse  der  x  und  y,  sind  —  (oydm  und  +  ioxdm.  Wenn 
man  jetzt  das  System  dieser  Kräfte  in  Verbindung  mit  —  X^'—  ^^ 

—  Z  in  drei  nach  den  Achsen  der  a:,  y,  z  gerichtete  Kräfte  und  ib 
drei  Paare,  deren  Achsen  eben  diese  Richtungen  haben,  zerlegt, -<* 
haben  jene  Elräfte  die  Werthe 

—  X  —  <o3fy^ ,  —  F  +  (oMxi ,  —  Z, 
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vo  x^  j  Vi  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Körpers  bezeich- 
oen;  die  drei  Paare  sind 

hZ  +  <o2xzdm,  —  öZ  +  toZyzdm^  aT —  hY —  toZrHm^ 

wo  a  und  h  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kraft  bedeuten. 
Xan  ist  das  letzte  Paar  vermöge  des  um  die  Achse  herum  vorhan- 
denen Gleichgewichts  von  selbst  Null ,  und  die  auf  die  Achse  aus- 
geübten Wirkungen  rühren  nur  von  den  beiden  andern  Paaren  und 
Ton  den  nach  drei  Achsen  gerichteten  Kräften  her. 

91.  Mittelpunkt  des  Sto 86  es.  Wir  wollen  jetzt  die  Bedin- 
gungen aufsuchen,  unter  welchen  die  feste  Achse  keinen  Stoss  er- 
leUet.  Dazu  ist  nöthig,  dass  unabhängig  von  dieser  Achse  Oleich- 
gewicht bestehe ,  und  dass  folglich  die  nach  den  Achsen  gerichteten 
Kräfte  sowie  die  in  den  Coordinatenebenen  liegenden  Paare  einzeln 
verschwinden.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die 
Ebene  der  x  und  z  durch  den  Schwerpunkt  gehe,  dass  folglich 
jfi  =  0  sei,  so  erhalten  wir  folgende  Bedingungen: 

Sxzdm  =  0,  Syzäm  r=:  0,  aY —  ioZrHm  ==  0. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  die  Winkelgeschwindigkeit;  die 
beiden  vorhergehenden  zeigen  an ,  dass  die  Achse  der  z  eine  der 
Hauptachsen  ist,  velche  sich  im  Coordinatenanfang  schneiden.  Die 
erste  lehrt,  dass  die  Kraft  in  einer  auf  der  festen  Achse  senkrechten 
Ebene  liegen  muss,  und  die  zweite  beweist,  dass  sie  senkrecht  auf 
der  durch  die  Achse  und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehenden 
Ebene  steht. 

Um  die  Entfernung  a  der  momentanen  Kraft  von  der  Achse  als 
Fimction  der  gegebenen  Grössen  kennen  zu  lernen,  hat  man  in  die 
letzte  Gleichung  für  oo  seinen  aus  der  dritten  Gleichung  hervorgehen- 
'^en  Werth  zu  substituiren  und  findet  so 

Zr'^dm 

Zeichnet  Mk^  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
iorch  den  Schwerpunkt  zur  Achse  gelegte  Parallele ,  so  wird  diese 
Oleichang 

«  =  *!  +  —; 

0»^  folglich  ist  a  gleich  der  Entferaong  der  festen  Achse  vom  Schwin- 

9* 
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gangamittelpnnkte  des  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Achse.  Soll  dem* 
nach  die  Achse  keinen  Stoss  erleiden ,  so  ist  es  nothwendig  and  ge- 
nügend : 

1^.  dass  die  Kraft  senkrecht  gegen  die  Ebene  gerichtet  sei, 
welche  durch  die  Achse  und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  geht, 

2^.  dass  diese  Achse  eine  der  Hauptachsen  des  Körpers  in  Bc 
zug  auf  den  Punkt  sei,  in  welchem  sie  von  derjenigen  Ebene  ge 
troffen  wird ,  welche  auf  ihr  senkrecht  steht  und  den  Stoss  enthält 

3^.  dass  der  Abstand  der  Kraft  von  der  Achse  derselbe  sei,  wi< 
derjenige  des  Mittelpunkts  der  .Schwingung  des  Körpei's  um  dies< 
Achse. 

Die  letzte  Bedingung  zeigt,  dass  die  vorliegende  Aufgabe  nn 
möglich  ist,  wenn  der  Schwerpunkt  auf  der  Achse  selbst  liegt;  dam 
würde  nämlich  die  ICraft  sich  in  einer  unendlichen  Entfernung  be 
finden  müssen. 

Der  Punkt,  in  welchem  die  Kraft  angebracht  werden  mass,  di 
also  in  der  durch  die  Achse  und  den  Schwerpunkt  gehenden  Eben 
liegt,  heisst  der  Mittelpunkt  des  Stosses;  er  liegt  auf  der  Ge 
raden,  welche  die  Schwingnngsmittelpunkte  enthält. 

Wenn  umgekehrt  der  Körper  um  diese  Achse  in  Bewegung  wän 
so  würde  man  denselben  plötzlich  mittelst  einer  an  den  Mittelpunl 
des  Stosses  angebrachten  Kraft  anhalten  können,  ohne  dass  dadurc 
eine  Wirkung  auf  die  Achse  hervorgebracht  werden  könnte ,  wen 
nämlich  alle  Umstände,  so  wie  wir  sie  angegeben  haben,  stattfindei 

In  dem  Falle ,  wo  nur 

£xzdm  v=^  0,  £yzdm  =  0,  Z=  0 

wäre,  würde  der  auf  die  Achse  ausgeübte  Stoss  sioh  auf  eine  Kra 
reduciren,  welche  durch  den  Anfang  geht,  und  folglich  aufgehobf 
würde,  wenn  dieser  fest  ist.  Die  momentane  Kraft  bringt  dat 
eine  anfängliche  Bewegung  um  die  Achse  der  z  hervor,  als  wer 
diese  fest  wäre.  Dasselbe  würde  eintreten,  wenn  statt  einer  einzige 
Kraft  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften  in  derselben  Ebene  vo 
banden  wäre ,  denn  mittelst  des  festen  Punktes  werden  sie  immer  a 
eine  einzige  Kraft  zurückgeführt  werden  können. 

92.  Der  auf  die  Achse  während  derBewegung  aiii 
geübte  Druck.  Das  Gleichgewicht,  welches  nach  dem  d^Aler 
bert^schen  Princip  stattfindet,  erzeugt  in  jedem  Augenblicke  auf  d 
feste  Achse  einen  Druck,  welchen  man  wie  bei  «iner  momentane 
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Kraft  berechnen  kann«  Sind  Xäntj  Tdm^  Zdm  die  Componenten  der 
an  das  Element  dm  angebrachten  Kraft,  so  findet  Gleichgewicht  statt 
zwischen  den  Kräften 

+  Xdm^  +  Ydm,  +  Zdm, 
und  den  Kräften 

.  d^x  ,  d^y  ,  d^z  , 

TOD  denen  die  dritte  Null  ist,  da  die  Bewegung  um  die  Achse  der  z 
\i)x  sich  gehen  soll.     Nennt  man  ^  den  Winkel,  welcher  von  der 
Achse  der  a:  mit  der  Projection  des  von  irgend  einem  Punkte  des 
Körpers  auf  die  Achse  der  z  gefüllten  Pei^endikels  gebildet  wird,  ^ 
und  (0  die  Winkelgeschwindigkeit,  so  hat  man  die  Beziehungen 

x=ircosv^^  y:=zr  stn  &,  — -  =  » ; 

dt 

Voraus 

d^x  -  da)     ä^y  „      ,       rf© 

dt^  \  r^  dt'  dt^  ^  ^     dt 

>  • 

^yeIln  man  femer  das  System  aller  Kräfte  in  drei  nach  den  Achsen 
gerichtete  Einzelkräfte  und  drei  in  den  Coordinatenebenen  liegende 
Paare  zerlegt ,  so  haben  jene  drei  Kräfte  die  Werthe 

d(Q 
ZXdm  +  Gi^Mx,  +  My.—, 

dt 

STdm  +  (o^My\  —Mx^^, 

2Zdm. 

l)ie  Momente  der  Paare ,  deren  Achsen  nach  den  Achsen  der  .t,  y,  z 
gerichtet  sind ,  werden  ausgedrückt  durch 

E  [%fZ  —  zY)  dm  —  cal^Zyzdm  +  -z-  2xzdm , 

dt 

£  (zX  —  xZ)  dm  +  Gx^Zxzdm^  A — —  Zu-zdm , 
V  /  dt 

E  ixT  —  yX)  dm  —  ^ZrHm. 

^  dt 

Das  letzte  Moment  ist  wegen  der  Bedingung  des  Gleichgewichts 
Null,  und  der  Druck,  welcher  in  jedem  Augenblicke  auf  die  Achse 
»Qsgefibt  wird ,  rührt  von  den  beiden  andern  Paaren  und  den  drei  in 
(iem  Anfange  angebrachten  Kräften  hör. 


^ 
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93.  Permanente  Drehungsachsen.  Wir  wollen  anneli« 
men,  dass  der  Körper  statt  einer  festen  Achse  nur  einen  festen 
Punkt  besitze,  den  wir  zum  Anfang  wählen  wollen;  femer  setzet 
wir  voraus ,  dass  keine  äussere  Kraft  den  Körper  angreife ,  endlicl 
stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Bedingungen  zu  bestinunen,  untei 
welchen  die  Bewegung,  wenn  sie  um  die  Achse  der  z  begonnen  hat 
so  fortfährt,  als  wäre  diese  Achse  unveränderlich  fest. 

Hierzu  genügt  offenbar,'  dass  alle  Kräfte  mittelst  des  festei 
Punktes  mit  einander  im  Oleichgewicht  sind.  Nun  hebt  dieser  Funk 
die  drei  in  ihm  angebrachten  Componenten  auf,  es  genügt  also,  dasi 
die  drei  Paare  verschwinden,  was  folgende  Bedingungen  giebt: 

-— -  =  0 ,  Zxzdm  :^=  0,  Zyzdm  =  0. 
dl 

Es  ist  also  nothwendig  und  genügend ,  dass  die  Achse  der  z  eine  de 
Hauptträgheitsachsen  sei ,  welche  sich  in  dem  festen  Punkte  schnei 
den.  Demnach  besitzt  jeder  mit  dem  festen  Körper  verbunden! 
Punkt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  ihn  fest  macht,  und  de 
Körper  sich  um  eine  seiner  Hauptachsen  der  Trägheit  in  Bezug  au 
diesen  Punkt  zu  drehen  beginnt  und  keine  äusseren  Kräfte  einwii 
ken,  er  sich  gleichförmig  um  diese  Achse  zu  drehen  ebenso  fo^rtfäbri 
als  wenn  letztere  fest  wäre,  unter  diesem  Gesichtspunkte  betracht« 
heissen  jene  drei  Achsen  die  permanenten  Drehungsachse! 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  Läge  der  Anfang  im  Schwerpunkt 
des  Körpers ,  wäre  also  .a?]  =  0  und  ^^  =  o ,  so  würden  die  dara 
angebrachten  Kräfte  von  selbst  verschwinden,  und  es  wäre  nicl; 
mehr  nöthig ,  dass  dieser  Punkt  fest  sei ;  d.  h. 

Wenn  ein  ganz  freier  Körper  sich  um  eine  seine 
durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Hauptachsen  zudre 
hen  anfängt,  und  keine  neue  Kraft  an  ihn  angebracb 
wird,  so  setzt  er  seine  Bewegung  gleichförmig  um  di 
Achse  fort. 

Diese  drei  Achsen  heissen  natürliche  Drehungsachse 
oder  permanente  Drehungsachsen  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt. 

Der  obige  Satz  bleibt  in  der  Hauptsache  auch  dann  noc 
richtig,  wenn  die  in  der  Ebene  xy  wirkenden  Kräfte  auf  ei 
Paar  zurückkommen ;  nur  ändert  sich  dann''  die  Winkelgeschwic 
digkeit. 
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Anfingliche  Bewegung   eines  festen  Körpers,  welcher  sich   um 
einen  festen  Punkt  dreht  und  der  Einwirkung  momentaner 

Kräfte  unterworfen  ist 

94.  Alle  an  einem  festen  Körper  angebrachten  Kräfte  lassen 
sich  bekanntlich  auf  eine  durch  einen  Punkt  gehende  Einzelkraft 
and  aaf  ein  Paar  zurückführen.  Da  jener  Punkt,  als  fester  Punkt 
genommen,  einzig  und  allein  die  Einzelkraft  aufhebt,  so  wird  die 
Bevegangnur  noch  durch  das  Paar  hervorgebracht.  Dieses  Paar 
wollen  wir  in  drei  Paare  zerlegen,  deren  Achsen  die  Kichtungen  der 
Hauptachsen  des  Körpers  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  haben ;  zu- 
gleich wollen  wir  dieselben  zu  Coordinatenachsen  nehmen  und  Z,  M^ 
y  die  Momente  dieser  Paare  nennen. 

Wir  wissen ,  dass  die  Geschwindigkeit  eines  jeden  Punktes  da- 
durch gefunden  wird ,  dass  man  die  einzelnen  von  jedem  Paare  her- 
vorgebrachten Geschwindigkeiten  zusammensetzt.  Nun  ist  das  mit 
dem  Momente  L  versehene  Paar  in  der  Ebene  enthalten ,  welche 
senkrecht  auf  einer  Achse  steht ,  die  in  Bezug  auf  ihren  Schnittpunkt 
mit  dieser  Ebene  Hauptachse  ist ;  sie  bringt  also  eine  Bewegung  um 
diese  Achse  hervor ,  und  die  erzeugte  Winkelgeschwindigkeit  ist  = 

-,  wenn  A  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die- 

jenige  Achse  bezeichnet,   längs  welcher  man   die  x  zählt.    (Vgl. 

No.  «6.) 

Nennt  man  ebenso  B  und  C  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
die  Achsen  def  y  und  2: ,  so  bewirken  die  beiden  andern  Paare 
DrehaDgen  um  eben  diese  Achsen  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten 

~  und  -— ;  man  hat  also,  wenn  diese  Winkelgeschwindigkeiten  mit 

Ui  ^\  &'  bezeichnet  werden, 


(0 


Wie  wir  früher  gezeigt  haben,  lassen  sich  diese  drei  Bewegun- 
gen nach  den  Regeln  über  geometrische  Bewegungen  zusammen- 
setzen und  es  geht  aus  ihnen  eine  rotirende  Bewegung  hervor,  deren 

Grösse  gleich  ^00^  +  co'^  +  co''^  ist,  und  die  um  eine  Achse  statt- 
&ndet,  die  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  cc^ß^y  bildet,  deren 
Cosinas  den  Grössen  o,  m\  o"  proportional  sind. 
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Betrachtet  man  jetzt  das  Centralellipsoid ,  dessen  Gleichung 

Ax^  +  Py2  +  c'z^  =  1 

ist,  ßo  weiss  man,  dass  —  ,  — ,  ~  den  Cosinus  dei*  Winkel  proportio- 

A       IS        C/ 

nal  sind ,  welche  der  conjugirte  Durchmesser  der  Ebene 

Lx  •\'  My  +  JVlr  =  0 

mit  den  Achsen  einschliesst;  also  ist  die  augenblickliche  Drehnngs- 
achse  der  conjugirte  Durchmesser  dieser  Ebene.  Das  Perpendikel 
auf  diese  Ebene  bildet  mit  den  Achsen  Winkel,  deren  Cosinus  den 
Momenten  Z,  Jlf,  "N  proportional  sind;  diese  Normale  ist  daher  nichts 
Anderes  als  die  Achse  des  Paares  des  Impulses;  daraus  geht  nach- 
stehender Satz  hervor: 

Die  Achse  der  Drehung,  welche  durch  ein  Paar  an 
einem  festen  mit  einem  festen  Punkte  versehenen  ^Kör- 
per hervorgebracht  wird,  ist  der  conjugirte  Dur  c hm  es- 
ser  der  Ebene  des  Paares  in  dqm  Centralellipsoid. 


Achtzehntes  Capitel. 

Drehung  eines  starren  Körperi^  um  einen  festen 

Punkt. 


Allgemeine  Formeln. 

95.  Bei  der  folgenden  Untersuchung  denken  wir  uns  ein  starres 
Panktesystem  oder  einen  starren  Körper  mit  einem  festen  Punkte 
rerbnnden  und  von  beliebig  gegebenen  Kräften  afficirt;  unter  der 
Voraussetzung ,  dass  der  Anfangszustand  des  Systemes  gleichfalls 
bekannt  ist,  soll  für  jede  beliebige  Epoche  der  Ort  und  die  Ge- 
schwindigkeit jedes  einzelnen  Punktes  bestimmt  werden. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  drei  durch  den  festen  Punkt 
gehende  und  mit  dem  Körper  verbundene  rechtwinklige  Coordinaten- 
achfien,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Bewegung  dieses  Coordi- 
natensystemes  zu  ermitteln  und  zwar  kann  jede  augenblickliche 
Lage  desselben  entweder  durch  die  neun  Winkel  bestimmt  werden, 
welche  die  beweglichen  Achsen  mit  drei  absolut  festen  Achsen  bil- 
den, oder  durch  die  drei  Winkel,  von  denen  bei  der  Transformation 
rechtwinkliger  Coordinaten  Gebrauch  gemacht  wird.  (S.  Anhang 
zam  ersten  Bande.) 

Um  nun  zu  den  Bewegungsgleichungen  zu  gelangen ,  benutzen 
▼ir  wieder  das  d'AlemberV sehe  Princip,  wonach  in  jedem  Augen- 
Micke  Gleichgewicht  stattfinden  muss  zwischen  den  gegebenen 
Kräften  und  jenen  Kräften,  welche  den  wirksamen  beschleunigen- 
den Kräften  gleich  und  entgegengesetzt  sind  oder,  kürzer  ausge- 
drückt, zwischen  den  gegebenen  Kräften  und  der  Reaction  des  Sy- 
stemes. Hieraus  entspringen  drei  Bewegungsgleichungen  von  schon 
bekannter  Form  und  bezogen  auf  irgend  ein  zu  Grunde  gelegtes 
Coordinalensystem ;  letzteres  I)raucht  übrigens  nicht  absolut  fest  zu 
fiein,  denn  jene  Bewegungsgleichungen  gelten  für  irgend  eine  be- 
liebig aus  der  Zeit  herausgegriffene  Epoche  und  für  irgend  ein  in 
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diesem  Augenblicke  gerade  vorhandenes  Coordinatensystem ,  es  k 
daher  auch  ganz  gleichgültig,  welche  Lage  dieses  Coordinatensystejr 
hat.  Am  zweckmässigsten  wählt  man  dazu  das  mit  dem  Körptr 
verbundene  und  mit  ihm  bewegliche  Coordinatensystem  und  trans- 
formirt  nachher  die  erhaltenen  Gleichungen,  indem  man  die  auf  das 
bewegliche  System  bezogenen  Coordinaten  durch  die  Coordinaten 
eines  absolut  festen  Achsensystemes  ausdrückt.  Diesen  Gedanken- 
gang wollen  .wir  nun  ausführen. 

• 

96.  Die  Componenten  der  beschleunigend  en  Kraft. 
In  dem  beweglichen  Achsensystem  mögen  x^,  t/^^  z^  die  Coordinaten 
eines  materiellen,  die  Masse  dm  enthaltenden  Punktes  bezeichnen 
und  u^  v^  w  seine  Seitengeschwindigkeiten  parallel  den  Achsen  der 
.T^ ,  ^j ,  z^\  nach  der  Zeit  dt  gehen  diese  Seitengeschwindigkeiten 
über  in  u  -^  du  ^  V  -i-  dv,  rv  +  dfVy  sind  aber  nicht  mehr  parallel 
den  Achsen  der  ^i »  Vi  >  2:1 ,  sondern  vielmehr  den  Lagen ,  welche  die 
genannten  Achsen  zur  Zeit  i  +  dt  haben;  -diese  neuen  Richtungen 
mögeri  X2y  ^2»  ^2  heissen. ^  Was  nun  die  Werthe  von  u^  v^  m  be- 
trifft, so  kennt  man  sie  aus  den  früheren  phoronomischen  Unter- 
suchungen (S.  269  des  ersten  Bdes.),  nämlich 

1)  w  =  g«i  — ryi,   v  =  rx^—pz^,   nf=py^  —  qXi] 

die  Zunahmen  derselben  sind,  weil  ^1 1  yj  >  z^  nicht  von  der  Zeit  ab- 
hängen, 

2)  du  =  Zi  dq  —  y^dr ,   dv^=^x^dr  —  Zydp ,   rfw  ==  y^  dp — x^dq\ 

man  hat  daher  auch  die  Werthe  von  tt  +  c/m,  p  +  ^p,  «'  +  dw. 

Um  nun  die  Componenten  der  beschleunigenden  Kraft  zu  finden, 
darf  man  nicht  etwa  du,  c/i;,  dw  schlechthin  durch  dt  dividiren  ,  denn 
der  Satz,  dass  die  Zunahme  fler  Seitengeschwindigkeiten,  dividirt 
durch  die  Zunahme  der  Zeit,  die  Componenten  der  beschleunigenden 
Kraft  liefern ,  gilt  nur  unter  der  Bedingung ,  dass  die  Incremente  der 
Seitengeschwindigkeiten  auf  dieselben  Coordinatenachsen  bezogen 
sind,  wie  die  Seitengeschwindigkeiten  selber.  Hier  ist  diess  nicht  der 
Fall ,  daher  müssen  die  Seitengeschwindigkeiten  u  +  c/t/,  v  +  dt?, 
w  •■\'  dtv^  welche  den  Eichtungen  x^i  y^^  H  entsprechen,  erst  auf 
die  Achsen  der  a:^,  y^^  z^  projicirt  werden;  von  den  erhaltenen  Pro- 
jectionen  sind  dann  u,  v,  n^  abzuziehen  und  die  Reste  dupch  dt  zu 
dividiren* 

Bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes  tfm,  be- 
zogen auf  ein  absolut  festes  Coordinatensystem,  so  sind  die  Cosinus 
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der  Winkel,    welche  x^   mit   den   absoluten  Achsen   bildet,    der 
Reihe  nach 


/      ff 


mitbin  sind  die  Cosinus   der  Winkel  zT^chen  X2  und  denselben 

festen  Achsen 

a  +  rfrt ,    ö'  +  da\    a"  +  da\ 

Aehnliche  Ausdrücke  gelten  für  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  7y 
QDd  Fj  sowie  Z^  und  Zj  mit  den  festen  Achsen  bilden ;  es  ist  daher 
leicht  genug,  die  Cosinus  aller  neun  Winkel  zwischen  X^,  F^,  Z^ 
einerseits  und  J^2)  ^2^  ^2  Andererseits  zu  berechnen/  So  hat  man 
zunächst 

cos X2 X^:=^{a'^  da)  a  +  («'  +  da)  a  +  («"  +  da")  d' 

=  a^  +  ö'^  +  a"2  -^  a  da  ^  a  da    +  d' da' 

d.  i.  wenn  man  die  Gleichung  a^  +  a'^  -^  a'"^  =  1  berücksichtigt  und 
die  imendlich  kleinen  Grössen  gegen  die  Einheit  vernachlässigt, 

3)        c(W  X2-ri  =  1 ,  ebenso  cosT^  Fi  ==  1,  cos  Z^  Z^  =2 1. 

Femer  ist  z.  B.  für  den  Winkel  zwischen  Fj  und  Z^ 

cosT^  Z^  =  {h  +  d6)  c  +  {b'  +  dh')  c  +  (6"  +  db'')c" 

=  hc  +  6V  +  b"c'  +  crfft  +  c'(/6'>+  c"  dh"  \ 

wegen  6c  +  &'c'  +  6"c"  =  0  wird  hieraus 

cosY^  Z^  ^=1  c  db  +  c  dh' '+  ^ "  dh"  =  j»  rf/. 

Auf  gleiche  Wei^e  erhält  man 

cos  Z2Ti  =  b  de  +  \!  de  ,+  6"  rfc"  =  —  pdl^ 

also  überhaupt  folgende  Beziehungen  « 

!co*  Fj  Zj  =  — '  cos  Z2  Yi  =:  p  rf/, 
cos  Zj  Xj  c=: CO*  JTj  Zj  ==  g  (//, 
C05  -rlTj  Fj  .^=?  —  CÖ5  Fj  -Tj  =  r  cf/. 

Die  zar  Zeit  i  +  dt  längs  der  Achse  der  X^  stattfindende  Seiten- 
geschwindigkeit ist  hiemach 


*)  Man  ersieht  aus  den  obigen  Formeln,  das«  die  Grössen  pdt,  q  dt, 
^dt,  welche  die  momentane  Drebnngaaohae  und  die  Componenten  der  Winkel- 
^esehwindigkeit  bestimmen ,  eine  geometrische  Bedeutung  haben ;  jede 
Ton  ihnen  ist  nHmlich  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  einer  Achse  in  ihrer 
«rsten  Lage  und  einer  der  auf  ihr  senkrechten  Achsen ,  letztere  in  der  zwei- 
ten,  durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  heryorgemfenen  Lage  genommen. 
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{u  +  du)  cos  X2  JT,  +  (p  +  dv)  cos  Y^  Zj  +  (»  +  dw)  cos  Z^X^ 

=  fi  +  du  —  (P  +  dv)  rdt+{w-\'  dw)  q  dl\ 

zieht  man  hiervon  u  ab  und  dividirt  den  Rest  durch  dL  so  erhält  man 
für.  die  Componente  der  beschleunigenden  Kraft  längs  der  nämlichen 
Achse : 

_  —  (9  -f-  (f p)  r  +  (w  +  dw)  q. 

Es  bedarf  nur  der  Sabstitution  der  Werthe  von  p,  dv^  w,  dWy  um  die 
fragliche  Componente,  welche  u  heissen  möge,  vollständig  entwickelt 
zu  haben.  Selbstverständlich  fallen  dabei  die  unendlich  kleinen 
Grössen  gegen  endliche  Grössen  weg  und  so  ergeben  sich  für  die 
Componenten  der  beschleunigenden  Kraft  schliesslich  die  Werthe 

w'  =  ^i  ^  —  yi  ^  +  fl'  (pyi— ^-^i)  —  r  irxy^—PH) » 

5)         ^  t;'  =  .Tj  ^  ^  2:1  ^  +  r  {qzy^  —  ry^)  —  p  {py^—qx^)  , 

97.  Die  Gleichungen  der  Bewegung.  Bezeichnen 
JT^,  T^j  Z^  die  drei,  den  beweglichen  Achsen  parallelen  Compo- 
nenten der  am  Punkte  ^1 ,  ^^ ,  Zi  angebrachten  bewegenden  Kraft, 
so  fuhrt  das  d'Jlembert^sche  Princip  zu  folgenden  drei  Gleichungen 

^  (yi  ^'  —  ^1  ^')  dm  =  S{tf^Z^~  z^  r,), 
S  (zj  u  —  x^  w)  dm=£  {z^  X^  —  x^  Zj), 
2"  (.Ti  V  —  yj  u)  dmv=^i:  (,t,  Y^  —  y^  J",). 

Die  auf  der  linken  Seite  angedeuteten  Summen  beziehen  sich  auf 
die  ganze  Masse,  die  Summen  rechter  Hand  auf  die  äusseren  Kräfte, 
welche  sowohl  an  alle  Punkte  des  Körpers  als  an  gewisse  besondere 
und  der  Anzahl  nach  begrenzte  Punkte  angebracht  sein  können. 
Die  letzteren  Summen  lassen  sich  durch  die  Elemente  ausdrücken, 
welche  die  Lage  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  bestimmen ,  sie 
sind  also  bekannte  Functionen  der  Winkel  9?,  ^,  ^  und  vielleicht 
von  /,  letzteres  in  dem  Falle,  wenn  die  Ejräfte  von  der  Zeit  ab- 
hängen. 

Die  linken  Seiten  der  obigen  Gleichungen  vereinfachen  sich 
sehr,   wenn   man   die  Hauptträgheitsacnsen   des  Körpers  zu    den 
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Achsen  cc^  9  S^i »  ^i  nimmt;  dann  verschwinden  die  Summen  Zy^z^dm^ 
Sz^x^dm^  £x^y^dm^  und  wenn  man  mit  A^  By  C  die  Trägheitsmomente 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Achsen  der  ar^,  y^,  z^  und  mit  L^M^N 
die  Sommen  rechter  Hand  bezeichnet,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen : 


6) 


B^={C-A}rp  +  M, 
C^={A--B)pq  +  N. 


Diese    Gleichungen    sind   noch   mit   den   bekannten   früheren 

Formeln 

pdl  :=  cdb  +  cdb'  +  c"dh'\ 

qdi  =  acfc  +;  ddc  +  a'dc\ 

rdi  =!=:  ft  rfa  +  h'dd  +  h'*dd' 

zu  verbinden,  welche  letzteren  gleichfalls  durch  die  Winkel  <&, 
€p  und  ^  ausgedrückt  werden  können ;  setzt  man  nämlich  für  a,  d ^ 
d'  b... c   ihre  Werthe  (Bd.  1.  S.  422),  so  findet  man  leicht 

pdi  ==  cos  q>  d^  -^  sin  tp  sin  d"  dtff^ 

7)  ^  grf/  =  —  sin  q>  d^  +  cos  (p  sin  d  cftf;, 

rdt  =  dq)  +  cos  O  rf^. 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  bilden  zusammen  ein  System  von 
sechs  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  den  sechs  Unbe- 
kannten/?,  ^9  r,  9,  'tffj  O;  letztere  können  daher  mittelst  jener  Glei- 
chungen als  Funktionen  der  Zeit  /  ausgedrückt  werden.  Die  Werthe 
der  bei  den  Integrationen  auftretenden  sechs  willkürlichen  Constan- 
ten bestimmen  sich  durch  die  anfönglichen  Lagen  und  Geschwindig« 
keiten. 

Verschiedene  Eigenschaften  dieser  Bewegung,  falls  keine  äusseren 

existiren. 


98-  Anwendung  des  Princips  der  Flächeu.  Wenn 
ein  fester  Körper  sich  um  einen  festen  Punkt  bewegt ,  so  könnten 
die  Geschwindigkeiten,  welche  alle  seine  Punkte  in  einem  beliebi- 
gen Zeitpunkte  besitzen ,  in  diesem  Augenblicke  durch  momentane 
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Kräfte  hervorgebracbt  werden ,  welche  auf  den  Körper  wirkten, 
wenn  er  in  dieser  Lage  in  Buhe  wäre ;  in  Folge  des  festen  Punktes 
würden  dann  alle  Kräfte  auf  ein  Paar  znrttekfiihrbar  sein.  Dieses 
Paar  ist  identisch  mit  demjenigen,  welches  aas  den  Quantitäten  der 
Bewegung  hervorgeht,  denen  die  verschiedenen  Punkte  des  Körpers 
unterworfen  sind;  zerlegt  man  daher  beide  Paare  in  drei  andete, 
deren  Achsen  nach  drei  festen  rechtwinkligen  Geraden  gerichtet 
sind ,  so  müssen  die  componirenden  Paare  dieselben  sein.  Nun  lehrt 
das  Princip  der  Flächen,  dass,  wenn  keine  äusseren  Kräfte  existiren, 
die  Summen  der  Momente  der  Bewegungsquantitäten  in  Beziehung  auf 
drei  feste  Achsen  constant  bleiben,  und  mithin  ein  und  dasselbe  Moment 
geben,  dessen  Achse  eine  unveränderliche  Richtung  hat.  Die  mo- 
mentanen Kräfte,  welche  in  jedem  Augenblicke  dem  in  Ruhe  ge- 
dachten  Körper  in  derjenigen  Lage^  die  er  gerade  einnimmt,  die  wirk- 
lich stattfindenden  Oeschwindigkeiten  ertheilen  würden,  sind  also 
auf  ein  Paar  reducirbar,  welches  immer  dieselbe  Achse  und  dasselbe 
Moment  besitzt.  Wir  wollen  die  Aclise  und  dieses  Moment  aufsuchen. 
Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Bewegungsquantitäten, 
welche  in  irgend  einem  Augenblicke  nach  den  Hauptachsen  ^der 
Trägheit,  auf  welchen  die  x^^  ^j,  z^  gezählt  werden,  zerlegt  sind, 
so  haben  die  Momente  der  von  ihnen  hervorgebrachten  Paare  fol- 
gende Werthe  • 

,     2*  (y^  w  —  Zi  v)  dtriy    ^  {z^  u  —  x^  w)  dm^    £  (x^  v  —  y^  u)  dm ; 

und  indem  man  für  u^  v^  w  ihre  durch  die  Gleichungen  ö)  gegebe- 
nen Werthe  substituirt,  findet  sich 

iZ{y^iv  —  2j  v)  dm  =  Äp^ 
2{r^u  —  x^w)dm  =  Bq^ 
Z{x^v  —  yj  w)  dm  z=:  Cr, 

Diese  Grössen  sind  nicht  constant,  weil  die  Achsen  der  x^  t  ^i ,  z^ 
nicht  fest  sind,  dagegen  bleibt  die  Summe  ihrer  Quadrate  unver- 
änderlich, weil  das  resultirende  Moment  constant  ist;  man  hat  daher, 
wenn  dieses  Moment  mit  k  bezeichnet  wird, 

Kennt  man  den  Anfangszustand  des  Körpers  d.  h.  seine  anfängliche 
Lage  so  wie  die  Anfangsgeschwindigkeiten  oder  die  momentanen 
Kräfte,  welche  sie  erzeugt  haben,  so  sind  die  Anfangswerthe  von  Ap^ 
Bq,  Cr  und  folglich  auch  die  von/?,  q^  r*bekannt. 
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Nennen  wir  ferner  OK  die  Richtung  der  Achse  des  resnltirenden 
Paares  der  Bewegnngsqaantitäten,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
dieser  Kicbtnng  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Achsen  folgende  Glei- 
chongen  • 

10)         cos  KOX^  =  ^y   cosKOY^^^,  cos  KOZ^.  ==:  ^, 

K  K  K 

ond  in  Bezng  auf  die  festen  Achsen : 

Aap  +  Bhq  +  Ccr 


11) 


cos  KOX  — 


cosKOY  ^=^ 


k 

Aap  +  Bh'q  +  Ccr 
k 


j4a  p  +  Bb  Q  A-  Cc  r 
cos  KOZ  =        ^  ^     ,  ^  ^  ' 

k 


Die  Zähler  dieser  Ausdrücke  sind  constant  wegen  der  Unverander- 
liclikeit  der  Richtung  OK, 

Die  Formeln  7)  beweisen  den  schon  bekannten  Satz ,  dass  die 
Cosinus  der  Winkel,  welche  die  momentane  Achse  mit  X^^  F|,  Z^  bil- 
det, dieselben  deichen  wie  die  Grössen  p,  q^  r  besitzen.  Die  Com- 
ponenten  der  momentanen  Drehung  nach  den  Richtungen  der  Haupt- 
trägbeitBachsen  sind  nämlich  Drehungen ,  welche  die  componirenden 
Paare  Ap,  Bq,  Cr  hervorbringen  würden;  sie  haben  also  dieselben 
Zeichen  wie  diese. Paare  und  folglich  wie  p,  q^  r, 

99.  Anwendung  des  Princips  derlebendigenKräfte. 
Man  weiss ,  dass  die  Gültigkeit  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte 
nicht  aufhört ,  wenn  Punkte  eines  Systems  mit  festen  Punkten  ver- 
bunden sind ,  und  dass  die  von  diesen  letzten  Punkten  herrührenden 
Kräfte  keinen  Einfluss  auf  das  Resultat  ausüben.  Im  vorliegenden 
Falle,  wo  die  äusseren  Kräfte  Null  sind,  muss  die  Summe  der  le- 
bendigen  Kräfte  constant  bleiben.  Wir  wollen  ihren  Werth  mit  h  be- 
zeichnen; diese  Constante  bestimmt  sich  aus  dem  Anfangszustande 
des  Körpers;  um  sie  zu  berechnen  bemerken  wir,  dass  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  {x^ ,  y^,  z^)  folgendes  ist: 

—  ^qry^z^  —  2rpz^x^  —  2pqx^y^. 

Durch  Mnltiplication  mit  dm  und  Integration  über  die  ganze  Aus- 
dehnung der  Masse  erhält  man  die  Summe  h  der  lebendigen  Kräfte 
für  einen  beliebigen  Augenblick ;  sie  ist 
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1)  Äp^  +  Bq^  +  (7r2  =  Ä. 

F&gt  man  za  den  Gleichungen  8)  und  ll)  die  Bedingung  hinzu,  dass 

die  Winkelgeschwindigkeit  Yj^  +^^  +  r^  constant  bleiben  soll,  so 
erhält  man  zwischen  j9,  q^  r  drei  Gleichungen,  welche  Py  q^  r  be- 
stimmen, wenn  A^B^C  ungleich  sind;  die  Drehungsachse  int  in  die- 
sem Falle  unbeweglich.  Die  Gleichungen  6)  erfordern  dann ,  dass 
zwei  der  Grössen  py  q^  r  verschwinden  $  weil  dfp,  dq,  dr,  X,  My  N 
sämmtlich  Null  sind.  Die  Bewegung  geschieht  also  um  eine  der 
Hauptachsen  der  Trägheit ,  wie  es  leicht  vorauszusehen  war. 

100.  Winkel  zwischen  der  momentanen  Achs  e  nnd 
der  Achse  des  resultirenden  Paares.  Für  den  Winkel  e 
zwischen  diesen  beiden  Achsen  findet  man  aus  den  Werthen  der  Co- 
sinus der  Winkel ,  welche  sie  mit  X] ,  F| ,  Z|  bilden ,  folgende  Be- 
stimmung : 

Ap'^  +  Bq^  +  Cr2  h 

cos  €  =  —    =   -—  • 

k  /p2   ^  ^2  ^   ^2  ka 

Diese  Gleichung  giebt 

h 

CO  cos  £  =  — , 
k 

und  beweist  folgende  merkwürdige  Eigenschaft :  die  augenblick- 
liche Winkelgeschwindigkeit  liefert  eine  in  Bezug  auf 
die  Achse  des  resultirenden  Paares  constante  Compo- 
nente,  welches  Paar  das  des  Maximums  der  Flächen 
oder  der  invariabelen  Ebene  ist. 

101.  Lage  der  momentanen  Achse  in  Bezug  auf  das 
Centralellipsoid.     Die  Gleichung  des  Centralellipsoidfl  war 

^.Ti^  +  By^^  +  Czi^  =  1  ; 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  in  einem  beliebigen 
Punkte  X(,  ^j,  Z|  mit  den  beweglichen  Achsen  einschliesst ,  sind  da- 
her den  Grössen  ^Xj,  By^,  Cz^  proportional;  ferner  sind  die  Cosinus, 
welche  sich  auf  das  resultirende  Paar  beziehen ,  den  Grössen  ^p^ 
Bq^  Cr  proportional.    Beide  Gerade  werden  identisch  für 

p  q  r' 

d.  h.  wenn  der  zum  Punkte  ^^ ,  yj ,  z^  gehörende  Radius- vector  des 
Ellipsoids  mit  der  momentanen  Drehungsachse  zusammenfällt;  daraus 
folgt  der  von  Poinsol  gefundene  Satz : 
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Wenn  man  an  das  Centralellipsoid  eine  Tangenten- 
ebene legt,  welche  der  Ebene  des  resultirenden 
Paares  parallel  liegt,  so  stellt  der  nach  dem  Be- 
rührungspunkte gezogene  Badius  -  vector  die  mo- 
mentane Drehungsachse  dar. 

102.  Die  Winkelgeschwindigkeit  als  Function  des 
Radius  -  vector  de.s  Ellipsoids.  Da  die  Coordinaten  des 
Pols  der  Drehung  auf  dem  Centralellipsoid  d.  h.  desjenigen  Punktes, 
in  welchem  diese  Oberfläche  von  der  momentanen  Achse  getroffen 
wird,  den  Grössen  /?,  ^,  r  proportional  sind,'  so  gelten  folgende 
Gleichungen,  in  denen  B  die  Länge  des  Radius -vector  des  Ellip- 
soids und  P  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  dem  Mittel- 
punkte auf  die  berührende  Ebene  gefallt  ist: 

p  q  r 

y  pi  +  ^2  ^  r^  }/Ap^  +  Bq^  -f  CV 

]/j^p^  -t-  B^^  +  (?r^  ' 
Die  drei  letzten  Glieder  liefern  die  Beziehungen 

üierans  'folgen  mehrere  wichtige  Sätze ,  welche  zuerst  von  Painsoi 
aufgestellt  sind. 

Die  Gleichung  cd  =  R  yh  liefert  zuerst  das  Theorem: 
Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  demjenigen  Radius- 
vector  des  Ellipsoids  proportional,  um  welchen  die 
angenblickliche  Drehung  stattfindet. 

Die  Gleichung  P  =  ^-T— beweist ,  dass  das  Perpendikel,  wel- 
ches von  dem  festen  Punkte  auf  die  Ebene  gefällt  ist,  welche  das 
Ellipsoid  im  Pole  der  Drehung  berührt,  constant  bleibt.  Nun  ist 
diese  Ebene  auch  der  festen  Ebene  des  resultirenden  Paares  paral- 
lel ,  mithin  ihre  Lage  unveränderlich  d.  h. 

Das  Centralellipsoid  berührt  immer  die  Ebene,  wel- 
che  parallel   zur  Ebene    des   resultirenden  Paares 
IL  10 
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in  der  Entfernung  ^-v-  construirt  wird.     Ihr  Beruh- 

rungspunkt  ist  der  Pol  der  Drehung,  und  folglich 
findet  keine  gleitende  Bewegung  auf  der  festen 
Ebene  statt. 

Diese  Eigenschaft  liefert  eine  sehr  elegante  geometrische  geo- 
metrische Darstellung  des  von  dem  Körper  befolgten  Ganges. 

103-     D  i  e  F  0 1 0  i  d  e.     Lässt  man  eine  Ebene  sich  so  bewegen, 
dass  sie  sowohl  das  Centralellipsoid  als  eine  concentrische  mit  dem 

Radius  —r-  beschriebene  Kugel  fortwährend  berührt,  so  bilden  ihre 

K 

Berührungspunkte  mit.  dem  Ellipsoid  eine  stetige  Curve,  den  geo- 
metrischen Ort  der  Pole.  Diese  sogenannte  Poloide  liegt  symme- 
trisch g%^Gix  zwei  Hauptebenen;  auf  die  Hauptachsen  des  Körpers 
bezogen,    wird  sie  durch  folgende  zwei  Gleichungen  bestimmt: 

woraus  man  ableitet: 

12)    A  (k^  —  Ah)  Xi^  +  B  (k^  —  Bh)  y^^  +  C  (^^  _  CK)  z,2=o; 

dieser  Gleichung  entspricht  ein  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Haupt- 
achsen in  derselben  Bichtung  wie  die  des  Ellipsoids  liegen,  und 
welcher  der  Ort  der  momentanen  Achsen  in  Bezug  auf  den  Körper 
ist.  Um  die  Lage  seiner  Mantelfläche  zu  finden,  sei  A  das  grösste 
Trägheitsmoment  und  C  das  kleinste ;  man  erhält  dann 

^2'_  Ak  =  B{B  —  A)q^  +  C  {C  —  A)  r\ 


13) 


k'^  —  Bh:=  C  [C  —  B)  r^  +  A  {A  —  B)p\ 


[  Ar«  —  6^Ä  =  ^  (^  — 


C)p'^  +  B{B--qq\ 

und  hieraus  ergiebt  sich  weiter 

k'^  —  Ah  <0  und  k'^  —  Ch>  0. 

Diese  beiden  Ungleichungen  kann  man  auch  unmittelbar  durch  die 
Bemerkung  erhalten,  dass  -j^  das  Quadrat  des  Abstandes  des  Mittel- 
punkts von  der  Ebene  ist,  welche  das  ElHpsoid  in  dem  Punkte 
^{%  Vx^  ^1  berührt;    daraus  folgt 
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die  elliptischen  Sclinitte  des  Kegels  stehen  daher  senkrecht  auf  der 
Achse  der  oc^  wenn 

k'^  —  Bh>  Oy 

and  senkrecht  auf  der  Achse  der  z^  wenn 

k^  —  Bh<  0. 

Dies  sind  die  Achsen  des  kleinsten  und  grössten  Trägheitsmoments 
des  Körpers. 

Für  B  =  C  wird  der  Kegel  zu  einem  Umdrehungskegel  um  die 
Achse  der  x^  ^  für  ^  =  ^  ist  er  es  um  die  Achse  der  z^ ,  für  A  :=  B 
=  C  sind  Py  q,  r  constant,  und  die  Bewegung  geschieht  am  eine 
feste  Achse. 

Wenn  k^  einer  der  Grössen  Ah^  Bh^  Ch  gleich  wird,  so reducirt 
*>ich  der  Kegel  auf  eine  Ebene;  wenn  aber  A^  B^  C  nicht  alle  drei 
gleich  sind ,  so  hat  man  nothwendig : 

k'^~Ah<(i\mdLk'^—Ch>  0; 

Also  kann  nur  k^  — ■  Bk  verschwinden ,  und  in  diesem  Falle  ist  die 
Gleichung  des  Orts  der  momentanen  Achsen : 

x^^  _C{k^—Ch)_C{B—q 
^^'  V  —  j  (^Ä  — ^2)  —  j(^A  —  B) 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Ebenen  dar,  welche  durch  die  Achse 
der  ^1  gehen ,  die  zugleich  die  Achse  des  mittleren  Trägheitsmo- 
mentes ist;  sie  schneiden  das  EUipsoid  in  zwei  Ellipsen,  welche  die 
Oerter  der  Pole  sind  und  folglich  die  Eigenschaft  besitzen ,  dass  die 
Entfernung  des  Mittelpunkts  von  der  Ebene,  welche  das  EUipsoid 
in  einem  beliebigen  Punkte  dieser  Ellipsen  berührt,  constant  bleibt; 
diese  Cntfemnng  ist  offenbar  die  Länge  der  mittleren  Halbachse  des 
Ellipsoids. 

Bei  positivem  k'^ — Bh  umgiebt  der  Kegel  die  Achse  der  .r,,  und 
die  Gleichung  12)  liefert: 

x^        C  (F  —  Ch)        C  (B  —  C) 
2,2  ^  A  {Ah  —  k'^)  ^  aIa  —  B) 

10» 
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also  liegen  alle  Erzeugenden  auf  der  Seite  der  positiven  z^  unter- 
halb der  beiden  erwähnten  Ellipsen;  bei  negativem  k^  —  Bk  He- 
gen sie  oberhalb.  Diese  beiden  Ellipsen  tbeilen  das  Ellipsoid  il 
vier  solche  Fächer,  dass,  wenn  die  augenblickliebe  Achse  zu 
irgend  einer  Zeit  sich  in  dem  Innern  des  einen  von  ihnen  befindet 
sie  immer  darin  bleibt  und  sich  um  die  Hauptachse  dreht,  welche 
in  eben  demselben  Fache  liegt;  liegt  sie  in  einer  der  trennenden 
Ebenen ,  so  bleibt  sie  auch  beständig  in  dieser. 

Wenn  zwei  fast  gleiche  Achsen  vorhanden  sind,  so  wird  clas 
eine  der  Fächer  selir  eng,  und  dann  geht  die  Polcurve,  obgleich  bie 
eine  grosse  Ausdehnung  in  diesem  Fache  hat,  sehr  nahe  bei  dem 
Endpunkte  der  grossen  oder  kleinen  Achse  vorbei;  es  findet  aUo 
nicht  immer  Stabilität  fUr  die  momentane  Achse  statt,  wenn  sie  an- 
fänglich der  Hauptachse  des  kleinsten  oder  grössten  Trägheits- 
moments sehr  nahe  ist ;  giebt  es  dagegen  nicht  zwei  beinahe  gleiche 
Achsen ,  und  liegt  die  augenblickliche  Achse  nahe  der  Achse  des 
kleinsten  oder  grössten  Trägheitsmomentes ,  so  wird  sie  sich  während 
des  ganzen  Verlaufs  der  Bewegung  nur  selir  wenig  von  diesen  ent- 
fernen. Ist  die  anfängliche  Drehungsachse  nahe  bei  der  Achse  de^ 
mittleren  Trägheitsmomentes,  so  entfernt  sich  die  Poloide  immer 
beträchtlich  von  dem  Endpunkte  dieser  Achse  und  die  Stabilität  i^t 
nicht  mehr  sicher.  Hierzu  wäre  nöthig,  dass  der  Pol  nicht  die 
ganze  Curve  durchliefe,  und  dieser  Umstand  erfordert  eine  Unter- 
suchung. 

Kennt  man  die  Polcurve  und  die  anfängliche  Geschwindigkeit 
der  Drehung  sowie  die  momentane  Achse ,  um  welche  letztere  statt- 
findet, so  kann  man  sich  leicht  die  weitere  Bewegung  des  Körpers 
darstellen.  Nach  einer  unendlich  kleinen  Zeit  hat  sich  nämlich  der 
Körper  um  einen  bestimmten  Winkel  gedreht;  man  kann  also  auch 
den  Punkt  der  Polcurve  bestimmen,  welcher  der  Berühruiigspunkt 
mit  der  festen  Ebene  ist;  man  kennt  dann  den  Badius  des  Ellipsoids 
und  folglich  den  neuen  Werth  der  Drehungsgeschwindigkeit;  auf 
gleiche  Weise  erfährt  man  die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  nach 
einem  zweiten  unendlich  kleinen  Zeiträume  u.  s.  w.  Man  sieht  leicht, 
wie  man  die  Curve  bestimmen  könnte,  welche  von  den  snccessiven 
Lagen  des  Poles  auf  der  festen  Ebene  gebildet  wird.  Wir  wollen 
jedoch  nicht  weiter  auf  diese  Einzelheiten  eingehen. 

104.  Zweite  geometrische  Darstellung  der  Bewe- 
gung   des  Körpers.     Die  momentane  Drehungsachse  beschreibt 
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im  Räume  eiue  conische  Oberfläche ,  welche  den  festen  Punkt  zum 
Mittelpankt  and  zur  Basis  diejenige  Gurve  hat,  welche  von  dem 
Pole  auf  der  festen  Ebene  beschrieben  wird.  Nehmen  wir  sie  als  be- 
kannt an,  so  erhellt  leicht,  dass  sie  immer  eine  Kegelfläche  berührt, 
welche  mit  dem  Körper  verbunden  und  der  Ort  der  successiven  La- 
gen der  momentanen  Drehungsachse  im  Körper  ist.  Da  sich  die 
momentane  Achse  in  jedem  Augenblicke  auf  beiden  Oberflächen  be- 
enden muss,  so  haben  letztere  immer  eine  gemeinsame  Erzeugende. 
Nach  Verlauf  einer  unendlich  kleinen  Zeit  fällt  die  unendlich  nahe 
Erzengende,  welche  zu  dem  beweglichen  Kegel  gehört,  mit  einer 
Erzengenden  des  festen  Kegels  zusammen ,  und  da  sie  sich  bei  die- 
ser Bewegung  ntir  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung 
verschiebt,  so  folgt  daraus,  das6,  wenn  man  auf  beiden  Kegeln, 
von  einer  gemeinsamen  Kante  ausgehend,  zwei  entsprechende  Kan- 
ten nimmt,  welche  von  der  ersten  um  unendlich  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  abstehen ,  dieselben  von  einander  um  Grössen  zwei- 
ter Ordnung  entfernt  sind,  d.  h.  dass  beide  Kegel  sich  berühren. 
Ausserdem  gleitet  der  bewegliche  Kegel  nicht  auf  dem  andern,  weil 
die  Berübrungskante  die  momentane  Drehungsachse  ist.  Die  Dre- 
hung des  Körpers  um  einen  festen  Punkt  kann  dem- 
nach mittelst  zweier  Kegelflächen  construirt  werden; 
der  eine  Kegel  ist  vom  zweiten  Grade  und  mit  dem 
Körper  so  verbunden,  dass  er  sich  nur  mit  diesem  be- 
legen kann.  Dieser  Kegel  rollt  ohne  Gleitung  auf 
einem  absolut  festen  Kegel,  welcher  um  die  Achse 
des  resultirenden  Paares  herumliegt.  Der  letztere 
Kegel  ist  transcendenter  Art,  hat  aber  Aehnlichkeit 
mit  einem  geraden  Kreiskegel,  dessen  Mantel  wellen- 
förmig gefurcht  ist.*) 


^)    Den  geometrischen  Ort  der  Punkte ,  welche  in  der  Tangentialebene 
die  saccessiven    Pole    darstellen,    nennt  Poinsot    die 
Serpoloide.     Sie  ist  die  Basis    des  festen  Kegels 
^^  hat  die  in  beistehender  Figur  angegebene  Form. 

Man  vergleiche  überhaupt  mit  dem  Obigen  die 
iosgerst  elegante  Abhandlung  Poinsot' 8 ^  wovon  eine, 
deutsche  Uebersetznng   existirt    unter    dem    Titel; 
'^eue   Theorie    deri-Drehung    der    Körper,    v 
^OD?owwo^    Uebersetzt  von  H.  Schellbach.    Ber-      ^ 
\  Verlag  von  Hayn.  1851. 
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105-  Der  Ort  der  aufeinanderfolgenden  Lagen,  wel- 
che die  Achse  des  resultirenden  Paares  im  Innern  des 
Körpers  einnimmt.  Bezeichnen  x^,  y^y  z^  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Achse  dieses  Paares  in  Bezug  auf  die  beweg- 
lichen Achsen,  so  gelten  die  Beziehungen 

.  x^_Ap_      iri_Bq 

*^^  z^~   Cr'    z^~  Cr' 

Die  Gleichungen  12)  und  15)  geben  femer 

16)     A  (k^  —  Ah)  p^  +  B  {k^—  Bh)  q^  +  C  {k^  —  Ch)  r^  —  0. 

Durch  Elimination  von  — ,  —  aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält  man 

r     r 

die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche ,  nämlich : 

17)      g_A).,^+(|^-A)y,^+(^_A)..^=0. 

» 

Dies  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades ,  dessen  senkrechte  Schnitte  auf 
die  Achse  des  kleinsten  oder  auch  des  grössten  Trägheitsmomentes 
Ellipsen  sind. 

Für  ^  =  C  ist  der  Kegel  durch  Umdrehung  um  die  Achse  der 
0^1  entstanden ,  für  ^  =:^  ^  ist  er  es  um  die  Aclise  der  z^. 

Wenn  ^  r=:  ^  e=  (7,  so  hat  man  Ar*  =  Ah:^  die  Gleichungen  16) 
und  17)  werden  identisch,  und  die  Gleichung,  welche  man  aus  den- 
selben gezogen  hatte,  lehrt  nichts  mehr;  aber  die  beiden  Gleichun- 
gen in  (15)  werden 

was  beweist,  dass  die  Achse  des  resultirenden  Paares  mit  der  mo- 
mentanen Drehungsachse  zusammenfallt.  Dasselbe  Kesultat  hatte 
man  auch  aus  der  Formel  ableiten  können ,  wclclie  den  Winkel  zwi- 
schen beiden  Richtungen  giebt.  Dieser  Fall  findet  statt,  wenn  die 
Bewegung  um  eine  unveränderliche  Achse  vor  sich  geht. 

106.  Verschiedene  Formeln.  Man  erhält  noch  einige 
brauchbare  Relationen,  wenn  man  die  zweiten  Theile  der  Gleichun- 
gen 4)  mit  den  Summen  der  Projectioncn  von  UyV^w  auf  a:,  y,  r 
identificirt.  Setzt  man  die  Gocfficienten  von  ^] ,  ^| ,  z^  auf  beiden 
Seiten  gleich,  so  erhält  man  folgende  neue  Beziehungen : 
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// 


18) 


da        _  da        ^,         ,     da'         ,„  ,, 

-  =  br-cq,  —  =  br-cq,—=>b  r-c  q, 


ff 


db  dh  f  ,    db'  „  „ 

-  =  cp-ar,—^cp-ar,  —  :=cp-ar, 


ff 


de  ,     de  f        .f    de'  f,         .„ 

^  —  =  aq  —  bpy—=aq—bp,—  =  a  q  —  b  p. 


Man  zieht  ans  diesen  Gleichungen  noch  die  drei  folgenden  : 

pda  +  q^  +  ^dc  =  0, 
pda'  +  qdb'  +  rdc'  =  0 , 
pda'  +  qdb''  +  rdc"  =  0. 

Berechnung  des  speciellen  Falles,  wenn  der  Körper  von  keiner 

äusseren  Kraft  getrieben  wird. 

107.    Wenn  keine  äussere  Ejraft  existirt,  so  hat  man 

Z  =  0,  iJf  =  0,  JV=0, 
und  die  Gleichungen  (6)  reduciren  sich  auf 


19) 


'  ^^  =  (^'-^)'--P' 


C^^{J-B)pq, 


Multiplicirt  man  die  erste  mit  p ,  die  zweite  mit  q ,  die  dritte  mit  r 
uad  addirt  die  Producte,  so  folgt 


.,|,+  ,,|  +  c4; 


0; 


die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

20)  Ap^  +  Bq^  +  Cr^=h, 

wo  k  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  welche  nach  dem  oben 
Gefundenen  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems  ist. 

Man  erhält  ein  zweites  Integral,  wenn  man  die. Gleichungen 
19)  mit  Apy  Bqy  Cr  multiplicirt  und  nachher  addirt ;  man  findet  zuerst 
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woraus 

21)  ^p^  +  S^q^  +  C^r^  =  k^,  I 

I 

wo  k  eine  neue  willkürliche  Constante  bezeichnet,  welche,  wie  wir| 
gesehen  haben,  das  Moment  des  resultirenden  Paares  der  Bcwe-i 
gnngsquantitäten  des  Systems  ist.  Diese  beiden  Constanten  A  und  | 
A-,  sowie  die  Anfangswertho  von  j9,  q^  r  sind  leicht  aus  den  gegebenen  i 
Anfangswerthen  herzuleiten.  Die  Achsenrichtung  des  resultirenden 
Paares  und  sein  Moment  sind  nämlich  bekannt,  entweder  durch  die 
momentanen  Kräfte,  welche  die  Anfangsgeschwindigkeiten  erzeu- 
gen, oder  vermöge  dieser  anfänglichen  Geschwindigkeiten  selbst. 
Demnach  kennt  man  zunächst  Ar,  ebenso  seine  componirenden  Paare 
in  Beaug  auf  die  Achsen  J^i ,  ^i ,  z^^  deren  anfängliche  Lagen  gege- 
Wu  sind:  aus  ihren  Momenten  Ap^  Bq^  Cr ^  ^<^lgt,  dassp,  9,  r  nach 
Gnisse  und  Zeichen  im  Anfange  der  Bewegung  bekannt  sind.  Die 
Constante  A  bestimmt  sich  daher  von  selbst  nach  No.  24. 

Wenn  man  aus  den  Gleichungen  20)  und  2l)  die  Werthe  von 
p  und  q  durch  r  ausdrückt  und  sie  in  die  dritte  Gleichung  (I9)  ein- 
seist,  so  entsteht  eine  Gleichung,  welche  t  als  Function  von  r  mit^ 
tolst  einer  Quadratur  ergiebt.    Man  findet  zunächst 

22)     p^  = ,  ,  ,    '     , 1  «^  = 


Die  Zeichen ,  welche  man  ftir  p,  9,  r  nehmen  muss ,  sind  im  Anfangs- 
Bustando  durch  die  Lage  der  Achse  des  resultirenden  Paares  in  Be- 
Biehung  auf  die  Hauptachsen  gegeben,  weil  die  letzteren  für  diesen 
Augenblick  bekannt  sind.     Da  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 

Achse  dieses  Paares  mit  den  drei  Richtungen  einschliesst,  —-,  -— ,  -r- 

k      k      k 

sind,  80  kennt  man  die  Werthe  und  Zeichen  von  p,  ^,  r  für  diesen 

Zeitpunkt.     Die  Gleichungen  19)  geben  die  Differentialquotienten 

von  Py  q^  r  als  Functionen  dieser  Grössen;   sie  behalten  immer  ihr 

erstes  Zeichen,  so  lange  p^q^r  das  ihrige  bewahren,  und  folglich 

ändern  sich  die  letzten  Grössen  immer  in  demselben  Sinne ,  so  lange 

keine  von  ihnen  verschwindet.     Wenn  p  durch  Null  hindurchgeht, 

so  lehrt  die  erste  der  Gleichungen  19) ,  welche  den  Werth  von  — 

in  diesem  Augenblicke  giebt,  welches  das  Zeichen  von  p  unmittelbar 
nachher  sein  wird ;  in  gleicher  Weise  verfährt  man  immer,  wenn  eine 
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der  drei  Grössen  Null  wird  und  ist  daher  nie  in  Ungewissheit  Über 
die  Zeichen  von  p,  q^  r. 

Sabstitnirt  man  die  Werthe  von  p  und  g,  welche  durcji  die  Glei- 
chung 22)  gegeben  sind,  in  die  dritte  der  Gleichungen  19),  und  nimmt, 
am  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben ,  fllr  p  und  q  dasselbe 
Zeichen,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 


a)  *=  "^y^^"- 


yk^—Bh  +  C{B—C)  r2  yAh  —  k^  +  C  (€  —  A)  r^ 

lh<  Integral  der  rechten  Seite  ist  im  Allgemeinen  ein  elliptisches, 
aber  durch  die  gewöhnlichen  Functionen  ausdrückbar,  wenn  zwei 
der  Grössen  A^  J?,  C  gleich  sind,  oder  wenn  k^  einer  von  den  drei 
Grössen  Ah,  Bh,  Ch  gleich  kommt,  was  dem  früheren  zufolge  nur  bei 
der  mittleren  möglich  ist.  Die  Integration  der  Gleichung  (23)  giebt 
/als Function  von  r,  und  die  Constante  wird  durch  den  Anfangswerth 
von  r  bestimmt ;  durch  Umkehrung  der  Gleichung  kann  man  r  als 
Fnnction  von  t  ausdrücken,  ebenso  p  und  q  mit  Anwendung  der 
Gleichungen  (22). 

Um  die  vollkommene  Lösung  des  Problems  zu  erhalten,  hat 
man  noch  die  Winkel  9,  ^,  i|;  aus  p,  ^,  r  zu  berechnen;  und  zu  die- 
sem Zwecke  dienen  die  schon  ftüher  erwähnten  Gleichungen : 

pz=2  cos  w  ~-  +  sin  g>  sin  ^  -z- , 
^  ^  di  ^        ^  dt^ 


24) 


d%^  d'üf 

q  =  —  sintp— — |-  CO*  0)  sin  9^  — - , 
ü  "*"  dt  ^  dt' 

^  ^^   .   ^^ 
r'=cosd^  -T-  +  —-' 
dt         dt 


Man  kann  sich  in  derselben  Absicht  auch  der  Formeln  9)  be- 
dienen, von  denen  immer  die  eine  in  den  beiden  andern  enthalten 
ist.  Der  Einfachheit  wegen  wird  man  aber  die  Achse  des  resultiren- 
den  Paares  zu  einer  der  Coordinatenachsen  z.  B.  zur  Achse  der  z 
nehmen. 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  9)  sind  nichts  Anderes  als 
die  Grössen  a ",  b'\  c'  und  nach  den  Wcrthen  dieser  letzten ,  welche 
Inder  Einleitung  als  Functionen  von  97, 1^,  «d*  gegeben  sind,  werden 
diese  Gleichungen : 

S)  — ^  =  sin  ^  stn  q>j  -~  =  stn  O  cos  99 ,  —  =:=  cos  ^. 

n  K  K 
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Hieraus  ergeben  sich  cos  d^  und  fang  g>  als  Functionen  von  p,  q^  r  and 
folglich  von  U  Da  diese  trigonometrischen  Linien  in  jedem  Augen- 
blicke bekannt  sind,  ohne  dass  ein  Zweifel  über  ihre  Vorzeichen 
herrscht,  so  sind  auch  die  Winkel  selbst,  welche  sich  in  stetiger 
Weise  ändern,  vollständig  bestimmt.  Um  endlich  den  Winkel  tf;  zu 
finden,  macht  man  von  den  Gleichungen  24)  Oebrauch,  Durch  Elimi- 

nation  von  —  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man 


oder 


p  sing>  +  q  cos  q>:==i  sin  d"  -j- , 


; ; =  51«'^    -—  , 

k  sin  d'  dl  ' 


woraus 


mithin  schliesslich : 

26)  di,=  j^^^^Jdt. 

Substituirt  man  jetzt  für  dt  seinen  durch  die  Gleichung  23)  gegebe- 
nen Werth ,  so  erhält  man  ohne  Ungewissheit  über  die  Zeichen  den 
Werth  von  d'^  als  Function  von  r  und  dr.  Der  Winkel  ^  findet  sieb 
nun  als  Function  von  r  und  mithin  von  i  durch  eine  Integration, 
welche  auf  elliptische  Functionen  reducirt  und  genau  in  denselben 
Fällen  ausgeführt  werden  kann  wie  die  auf  dt  bezügliche.  Die  Con- 
staute  bestimmt  sich  durch  die  Anfangswerthe  von  ^  und  r. 

Wir  betrachten  zunächst  die  erwähnten  besonderen  Fälle. 


Der  Specialfall  A  =  B. 
106.    In  diesem  Falle  reduciren  sich  die  Gleichungen  19)  auf 

^  =0,  mithin  r  =  «, 
dl 

wo  n  eine  durch  den  Anfangs  zustand  bestimmte  Constante  bezeich- 
net, und 

dp       A—  C 
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ß) 
woraus 


dg 
dt 

C  — 
A 

A 
-np 

dp 
^dt  + 

dg 
Ut 

0 

nnd  folglich 

p2  +  1^2  =  m\ 

wo  91^  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet. 

Man  sieht  also,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  constant  bleibt, 
obgleich «p  and  q  es  nicht  sind;  ihr  Werth  ist 

Die  Gleichnngen  20)  und  21)  würden  dieselben  Resultate  geliefert 
haben.  Um  p  als  Function  von  t  zu  erhalten,  hat  man  g  aus  den 
Gleichungen  a)  und  ß)  zu  eliminiren ,  indem  man  die  erste  differen- 

tiirt  und  dann  für  -j-  seinen  aus  der  zweiten  Gleichung  gezogenen 

dt 

jI Q 

Werth  nimmt ;  man  findet  so ,  wenn  — - —  =  ft  gesetzt  wird , 

^P     12    2 

^  +  l^'n^P  =  0 

folglich 

p  =^  M  sin  {(int  +  s) , 

wo  M  und  e  willkürliche  Constanten  bezeichnen ;  man  erhält  dem- 
nach 

1      dp        __        /  ,     V 

g=  —  •  -TT-  ==  m  cos  (unt  +  f) , 
(in     dt  ^ 

und  da  p^  +  g^  =  tn\  so  wird  noch 

M^±  m. 

Lässt  man  also  die  Constante  m  ein  beliebiges  Zeichen  annehmen, 
so  ergeben  sich  für  p,  g  folgende  Werthe : 

y)    pi=m  sin  (jint  +  e) ,  g  =^  m  cos  {fint  +  e). 

Um  die  Constanten  m,  e  zu  bestimmen ,  seien  />q  und  ^q  die  Anfangs- 
werthe  von  p  und  ^ ;  es  ist  dann 


PQ=zm  sin  f ,  gQZ=  m  cos  c,  m  =  +  YPo+g^' 

Der  Winkel  e  ist  bestimmt,  wenn  man  das  Zeichen  von  m  ge- 
gewählt hat,  weil  man  dann  seinen  Sinus  und  Cosinus  kennt.     Die 


1 
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AenderuDg  des  Zeichens  von  m  würde  e  hloas  nm  180^  ändern,  mu 
hat  daher  die  freie  Wahl  zwischen  beiden  Zeichen.  BeispielsweL^e 
nehmen  wir 


und  suchen  die  Winkel  %  rjf^  <&. 
Die  Gleichungen  25)  geben 

cos^=  —^  fang  9?  =  —  =  tar^g  {junt  +  €). 

Zwei  Bögen ,  welche  dieselbe  Tangente  besitzen ,  können  sich  nur 
durch  eine  ganze  Zahl  von  Halbkreisen  unterscheiden ,  mithin  difie- 
riren  q)  und  lani  +  e  nur  um  ein  Vielfaches  von  »,  dass  man  beliebig 
wählen  kann.  Führen  wir  vorzugsweise  den  Anfangswerth  ff^  tob 
fp  ein,  so  wird  offenbar 

Die  Gleichung  26)  geht  nun  in  die  folgende  über 

und  giebt 

k(h  —  Cn^)      , 

wo  tf^o  der  bekannte  Anfangswerth  von  tf;  ist. 

Der  constante  Werth  von  cos  %'  lehrt,  dass  der  Schnitt  des 
Aequators  dieses  EUipsoids  mit  der  festen  Ebene  des  resultirenden 
Paares  sich  gleichförmig  bewegt,  und  dass  folglich  die  Drehungs- 
achse sich  ebenfalls  gleichförmig  auf  ihrer  conischen  Oberfläche  be- 
wegt. Der  Werth  von  tp  zeigt,  dass  irgend  ein  beliebiger  aber  be- 
stimmter Radius  des  Aequators  sich  gleichförmig  in  Bezug  anf  den 
variablen  Schnitt  des  Aequators  mit  der  Ebene  des  resultirenden 
Paares  bewegt.  Uebrigens  darf  die  Winkelgeschwindigkeit  fin  dieser 
Bewegung  nicht  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers,  welche 

j/w*  +  «^  ist,  verwechselt  werden. 

Endlich  macht  die  momentane  Achse  mit  der  Achse  der  z^  einen 

Constanten  Winkel,   weil  sein  Cosinus  =  ■  ,  =  ist:  sie  be- 

schreibt  also  einen  Kreis  auf  dem  Umdrehungsellipsoid. 

Man  wird   femer    noch  bemerken,   dass   die  momentane 
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Achse,  die  Umdrebungsachse  des  EUipsoids  und  die 
Achse  des  res altir enden  Paares  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Dazu  genügt  der  Nachweis,  dass  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  momentane  Achse  und  die  Achse  des  resultiren- 
den  Paares  mit  den  Achsen  der  x^  und  y^  bilden ,  einander  propor- 
tiunal  sind;   denn  sie  liegen  dann  in  einer  Ebene,   die  durch  die 

Achse  der  Z|  geht ,  welche  die  Achse  der  Figur  ist.    Das  Yerhältniss 

• 

der  beiden  ersten  Cosinus  ist  — :  das  Yerhältniss  der  beiden  andern 

g 


ff 


ist  — ,  und  nach  den  Gleichungen  25)  ist  es  gleich  -^  oder    - ,  was 
zu  beweisen  war. 


Der  Special£all  k^  =  Bh. 

109.  Wir  haben  für  diesen  Fall  gesehen,  dass  der  Ort  der  mo- 
menUnen  Achsen  nur  eine  der  beiden  Ellipsen  sein  kann,  deren 
Ebenen  durch  die  Gleichung 

x^^_C{B  —  C) 

dargestellt  werden.     Ziq^t  man  aus  den  Gleichungen  20),  21)  die 
Werthe  von  p  und  r  als  Function  von  g,  so  findet  man 

^^(^C—B)(k^^B^q^)       ^         jB^J)  (k'^—B^q^) 
^  BA{C—Ä)         '^    ~         BC{C—A)         ' 

welche  Gleichungen  zeigen,  dass  immer 

k^  —  BS^  >  0  oder  ^^  <  ^ 

B 

sein  muss.     Daraus  schliesst  man 

mithin,  indem  man  dq  positiv  nimmt , 

ai  =  B-^fTü    _         dg 

]/  (C—S){B—Ä)    ** — ^V 
Setzt  man  zur  Abkürzung 


k  _       iky  {C—B)(B  —  Ä) 
-  =  m, -= s= 

^  •  bYac 


nnd  folglich 
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80  findet  man,  wenn  a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

a(m-g)  ^^lU  ^  ^ 

Heisst  q^  der  Anfangswerth  von  g,  so  erhält  man 

m  (a  —  1)                        m  +  q^ 
q^  =  — ^— T woraus  «  = —  , 

q=m =^^ ^^ 

/*< 

{m  +  q^)  e      +  m  —  q^ 

Mittelst  dieses  Werthes  von  q  kennt  man  p  und  r  als  Functionen 

■ 

von  i. 

Die  Gleichungen  21)  liefern  also  ^  und  q)  mittelst  /.  Die  Glei- 
chung 26)  giebt,  indem  man  für  r  seinen  durch  q  ausgedrückten 
Werth  setzt, 

was  sich  ohne  Mühe  integriren  lässt,  wenn  man  den  Werth  von  q  in 
t  substituirt.  Für  unendlich  wachsende  t  nähert  sich  q  der  Grenze  m 

oder  -^,  und  folglich  p  sowohl  als  r  der  Grenze  Null.     Die  momen- 
B 

tane  Drehungsachse  nähert  sich  also  der  Verlängerung  der  mittleren 

Achse  des  Ellipsoids ,  auf  welcher  man  die  positiven  y^  zählt.  Man 

hat  hier,  wie  Poinsot  zuerst  bemerkte,  den  merkwürdigen  Fall,  dass 

die  momentane  Achse ,  wenn  sie  anfangs  sehr  nahe  bei  der  Achse 

des  mittleren  Momentes  angenommen  ist ,  sich  immer  nur  sehr  wenig 

von  ihr  entfernt  und  sich  ihr  unendlich  nähert. 

Von  Gewicht  ist  noch  folgende  Bemerkung.    Der  Grenzwerth 

von  5^  ist  +  — ,  wenn  dq  wie  vorhin  positiv  genommen  wird ;  dies 

erfordert,  dass  p  und  r  für  C  ^  Ä  Anfangswerthe  desselben  Zei- 
chens besitzen,  dann  ändern  sich  diese  Zeichen  nicht,  weil  p  oder  r 
nur  Null  werden  können,  wenn  q^  gleich  m^  wird,  was  nur  für  <=oo 
stattfinden  kann.  Haben  dagegen  p  und  r  im  Anfangszustande  ver- 
schiedene Zeichen,  so  ist  dq  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  neh- 
men, was  darauf  hinauskommt,  in  dem  Resultate  fi  in  —  ^  zu  ver- 
wandeln.    Dann  ergiebt  sich  —  m  als  Grenze  w)n  ^,  so  dass  die 
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momentane  Drehnngs&chse  nach  der  einen  oder  der  andern  der  bei- 
den Richtnngen,  welche  der  mittleren  Achse  des  Ellipsoids  entge- 
gengesetzt sind,  fortschreitet,  je  nachdem  p  nnd  r  in  der  Anfangs- 
lage mit  denselben  oder  mit  entgegengesetzten  Zeichen  versehen 
sied,  d.  h.  je  nachdem  die  momentane  Drehungsachse  mit  den  Ach- 
sen der  positiven  x^  und  z^  zugleich  spitze  oder  stumpfe ,  oder  mit 
der  einen  spitze  und  mit  der  andern  stumpfe  Winkel  bildet. 

Die  allgemeine  Auflösung. 

110.    Um  das  auf  S.  153  unter  Nr.  23  vorkommende  Integral 

_    /• C  YaB  dr 

~  J  j/k^ ^Bh+~C{B—C)r^  y~Ah-^^^tl^C—Ä)  r« 

anf  die  Normalform  der  elliptischen  Integrale  zurückzuführen  ,  neh- 
men wir  B  als  das  mittlere  Trägheitsmoment,  setzen  znr  Abkürzung 

^  y  {B  —  c)  i,Ah  —  k'^y''~y  c{A-^cy 

and  substituiren  fUr  r  den  Ausdruck 


r  =  A^1  — xV; 
wir  erhalten  so  nach  gehöriger  Reduction 

s  ds 


dr  =  —  %n 


j/i—K 


V 


yk^-Bh  +  C{B-.Or^  =  ^(-^  -  B)(k'^-  Ch)  ^-j— ^ 


mithin 


'  (A  —  B)  (A*  —  Ch)     J  }/(}  —  s^)  (1  —  X*  «••') 

oder  vermöge  der  Werthe  von  %  und  X  . 


^      7/  ^BC  r 

f"    (B-C)(^Ah-k^)J  /Ö= 


ds 


~~     t^J  Vi}  — »^  (1 — »v) 
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wobei  zur  Abkfirztmg 

^  ^       r  ABC 

gesetzt  worden  ist. 

Was  ferner  den  Werth  von  ^  in  Formel  26)  S.  154  betrifft,  sc 
hat  man  zunächst 

k    r  i  k^  —  Ch\^ 

1^  =  0 J   t^-it^HTcv!^' 

und  nach  Substitution  der  für  r  und  dt  angegebenen  Ausdrücke 
__k_    f dt 


+ 


j/(l  — O  (1— .xV) 

k{k'^—ck)  r ds 

J    (k^— 


Giebt  man  dem  zweiten  Integrale  die  Form 

k{U^  —  CK)     f ds_ 

und  setzt  zur  Abkürzung 

k'^  —  Ch  t     _J^W^_ 

^)  ^  (^^2— {?^2)  ~/  '  ^2  _  cf2;t2  ~  * ' 

so  ergiebt  sich  für  i^  die  Gleichung 

k    f  ds 

e)  tl;=— ' —  /  — ======= 

^  ^  6>  y  ^(l _  ^2^  (1  _x2^) 

,     k     f  ds 


Cfi  /    (1  +  AV)    ^(1  —  5^)   (1  —  xV) 

Mittelst  der  Formeln  b)  und  e)  sind  /  und  ^  auf  elliptische  Integrah 
zurückgeführt  und  zwar  /  auf  ein  Integral  erster  Art,  if;  auf  zwe 
Integrale  von  erster  und  dritter  Gattung.  Aus  der  Gleichung  b)  er 
hellt  zugleich  die  Möglichkeit  alle  veränderlichen  Grössen  durch  di< 
Zeit  auszudrücken;  verschwindet  nämlich  s  für  irgend  eine  Zeil 
/  =:  /^,  80  geht  jene  Gleichung  b)  in  die  folgende  über 
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i-t  =-1.  (  ^' 

^  \^J  V^\—  s^)  (1  —  xV) 

und  man  erhält  aus  ihr  s  durch  t  ausgedrückt ,  indem  man  von  den 
elliptischen  Functionen  Jacob i's  Gebrauch  macht;  dies  giebt  • — •  s 
=  fi  sin  am  [fi(t — i^^]  und  vermöge  der  zwischen  r  und  s  bestehen« 
den  Gleichung  findet  man  r ,  nachher  p  und  q  als  Functionen  der 
Zeit  and  kann  mittelst  der  Gleichungen  25)  auf  S.  162  auch  d^  und  g>y 
sowie  mit  Hülfe  von  No.  e)  endlich  i|;  durch  die  Zeit  ausdrücken« 
Die  erste  Äujsführung  dieses  Gedankens ,  den  wir  hier  nur  andeuten 
können,  lieferte  A.  S.  Kueb  in  seinem  „Specimen  inaugurale  de 
motn  gyratorio  corporis  rigidi  etc/*  (Trajecti  ad  Khenum  1834),  nach- 
her ist  aber  Jacob i  noch  weiter  gegangen  und  hat  die  neun  Coef- 
ficienten  a,  a',  . . .  c\  welche  zur  Orientirung  des  beweglichen-gegen 
das  feste  Achsensystem  dienen,  unmittelbar  als  Functionen  der  Zeit 
dargestellt,  womit  dem  Probleme  der  Botation  eine  neue  Lösung  von 
seltener  Eleganz  zu  Theil  wurde.  Man  findet  dieselbe  vollständig 
entwiekelt  im  zweiten  Bande  von  Jacobi's  Werken  S.  139  bis  196, 
die  von  Rueb  gegebenen  Formeln  werden  dabei  kurz  wiederholt  und 
dienen  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung.  An  die  Jacob  lösche 
Arbeit  schliesst  sich  die  Abhandlung  vonBichelot  an:  „Ueber  das 
Problem  der  Botation  eines  festen  Körpers ,  auf  welchen  beliebige 
Kräfte  wirken"  (Berlin  bei  Dümmler,  1851),  worin  die  Grundglei- 
chungen  der  Botation  eines  durch  äussere  Kräfte  gestörten  Körpers 
^03  einer  neuen  gleichfalls  von  J  a  c  o  b  i  entdeckten  Quelle  hergeleitet 
uid  auf  eigenthümliche  Weise  integrirt  werden. 

Die  doppelte  Bewegung  eines  frei  beweglichen  festen  Körpers. 

111.  Wenn  ein  fester  Körper  sich  in  Folge  von  anfönglichen  Stös- 
^n  nnd  beliebigen  stetigen  Kräften  im  Baume  bewegt,  so  kann  seine 
Bewegung  in  jedem  unendlich  kleinen  Zeiträume  aus  einer  fortschrei- 
tenden und  aus  einer  drehenden  Bewegung  zusammengesetzt  werden. 
Hau  wählt  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  dieses  Körpers  und  giebt 
dem  Systeme  in  jedem  Augenblicke  eine  Bewegung,  zu  Folge  deren 
jeder  Punkt  eine  unendlich  kleine  Gerade  beschreibt,  die  derjenigen 
gleich  nnd  parallel  ist,  welche  der  betrachtete  Punkt  während  dieses 
Zeitraums  beschreiben  muss ;  darauf  kann  man  diesen  Punkt  als  fest 
ionehmen  und  den  Körper  sich  so  lange  um  denselben  drehen  lassen, 

n.  11 
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hia  jeder  Punkt  die  Lage  eingenommen  hat,  welche  er  am  Ende  die- 
ses Zeitraums  erhalten  muss.  Der  Punkt,  dessen  Bewegung  jeden 
Augenblick  die  fortschreitende  Bewegung  des  Systems  regelt,  darf 
willkürlich  genommen  werden  vorausgesetzt,  dass  er  unveränderlich 
mit  demselben  verbunden  wird;  aber  es  ist,  wie  wir  sehen  werden, 
viel  vortheilhafter  den  Schwerpunkt  des  Körpers  dazu  zu  wählen. 
Wir  haben  nämlich  bewiesen ,  dass  dieser  Punkt  sich  so  bewegt ,  als 
wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre  und  alle 
angreifenden  Kräfte  direct  auf  ihn  wirkten.  Man  kennt  daher  die 
Richtung  und  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit,  welche  er  in  Folge 
von  gegebenen  Impulsen  annimmt. 

Um  die  Anfangsbewegung  vollkommen  kennen  zu  lernen,  -wol- 
len wir  uns  alle  Kräfte  auf  eine  einzige  in  dem  Schwerpunkte  ange- 
brachte Kraft  und  auf  ein  Paar  zurückgeführt  denken.  Wir  können 
nun,  wie  wir  in  No.  43  bewiesen  haben,  die  beiden  Bewegungen  be- 
stimmen, welche  einzeln  durch  die  Wirkungen  der  Einzelkraft  und 
des  Paares  erzeugt  werden;  setzen  wir  diese  beiden  Bewegungen 
für  jeden  Punkt  zusammen,  so  erhalten  wir  diejenige  Bewegung, 
welche  aus  d^r  gleichzeitigen  Wirkung  aller  Kräfte  entspringt. 

Nun  kann  die  resultirende  an  dem  Schwerpunkte  thätige  Krafi 
in  gleiche,  an  alle  Elemente  des  Körpers,  die  gleiche  Massen  be- 
sitzen, ^angebrachte Kräfte  zerlegt  werden,  und  mithin  giebtsie  allen 
Punkten  eine  gleiche  und  parallele  Geschwindigkeit;  daraus  folgl 
also  eine  gemeinsame  fortschreitende  Bewegung. 

Was  das  Paar  anlangt,  so  kann  es  keine  Veränderung  det 
Schwerpunktes  hervorbringen,  weil  seine  beiden  Kräfte,  an  dieser 
Punkt  versetzt,  sich  aufheben;  die  Bewegung,  welche  es  hervor 
bringt,  wird  also  nicht  geändert,  wenn  man  den  Schwerpunkt  un 
veränderlich  fest  macht.  Bringt  man  jetzt  die  resultirende  Einzel 
kraft  hinzu,  so  wird  sie  durch  den  festen  Punkt  aufgehoben  und  mai 
erhält  somit  das  System  aller  gegebenen  Kräfte.  Daraus  ersieh 
man,  dass  die  Rotationsbewegung  als  durch  Stoss- Kräfte  hervorge 
bracht  angesehen  werden  darf,  welche  in  ihren  verschiedenen  An 
griffspunkten  auf  den  Körper  so  einwirken,  als  wenn  der  Schwer 
punkt  desselben  fest  gemacht  wäre.   Wir  können  diesen  ersten  Sat: 

so  aussprechen: 

Die  augenblickliche  Geschwindigkeit  jedes  be 
liebigen  Punktes  eines  frei  beweglichen  Körper 
kann  als  Resultante  zweier  Geschwindigkeiten  an 
gesehen  werden,  die  zwei  gesonderten  Bewegungei 
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entsprechen:  nämlieli  einer  fortschreitenden  Be- 
wegung, welche  durch  die  gegebenen,  parallel  mit 
sich  selbst  an  den  Schwerpunkt  verlegten  Kräfte 
entsteht,  and  einer  Drehung,  welche  von  den  gege- 
benen Kräften  auf  dieselbe  Weise  erzeugt  wird,  als 
wenn  der  Schwerpunkt  fest  wäre. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  die  anfängliche  Bewegung  des  Kör- 
pers Tollkommen  bekannt,  weil  wir  die  Bewegung  eines  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  bestimmen  können.  Was  die  in  der  Folge  statt- 
findende Bewegung  betrifft,  so  wissen  wir,  dass  der  Schwerpunkt  sich 
so  bewegt,  als  wenn  die  ganze  Masse  in  ihm  vereinigt  und  alle  ste- 
tigen Kräfte  ohne  Aenderung  ihrer  Kichtung  und  Grösse  in  ihn  ver- 
legt wären»  Da  aber  diese  Kräfte  im  Allgemeinen  von  der  Lage 
der  Punkte  abhängen^  so  sind  sie  aus  demselben  Grunde  von  der 
Rotationsbewegung  abhängig,  so  dass  man  die  Bewegung  desSchwer- 
pnokts  des  Körpers  nicht  gesondert  berechnen  kann,  ausser  in  dem 
Falle,  wo  diese  Kräfte  constante  Richtungen  und  Intensitäten  haben, 
vie  die  Schwere. 

Uebrigens  kann  man  denselben  Satz  in  Bezug  auf  stetige  Kräfte 
wie  auf  momentane  beweisen.  Betrachten  wir  nämlich  den  Körper 
inirgenB  einem  Augenblicke,  so  dürfen  wir  annehmen i  dass  er  von 
der  Rahelage  ausgehe,  und  dass  er  einerseits  von  momentanen  Kräf- 
ten angegriffen  werde,  welche  jedem  Punkte  die  Geschwindigkeit 
ertheilen  würden,  welche  er  besitzt,  andererseits  von  den  stetigen 
Kräften,  welche  nur  unendlich  kleine  Geschwindigkeiten  in  einem 
nnendlich  kleinen  Zeitraum  hervorbringen  können,  und  die  man  als 
momentane  Kräfte  ansehen  kann,  welche  im  Anfange  eines  jeden 
unendlich  kleinen  Zeitraums  wirken.  Nach  dem  Princip  nun,  an 
velcbes  wir  erinnert  haben,  kann  man  die  durch  diese  beiden  Sy- 
steme hervorgebrachten  Gesch>7indigkeiten  gesondert  bestimmen  und 
sie  dann  zusammensetzen.  Das  erste  System  wird  die  Wirkung  her- 
vorbringen, welche  in  dem  betrachteten  Augenblicke  wirklich  statt- 
fand, das  zweite  ist  identisch  mit  demjenigen,  welches  wir  zuerst 
behandelt  haben,  und  erzeugt  erstens  eine  unendlich  kleine  fort- 
scbeitende  Geschwindigkeit,  welche  von  der  Gesammtheit  der  ste- 
tigen mit  sich  selbst  parallel  in  den  Schwerpunkt  verlegten  Kräfte 
herrührt,  und  zweitens  eine  Rotationsbewegung  um  den  fest  gemach- 
en Schwerpunkt,  welche  durch  die  Gesammtheit  der  Kräfte  in  ihrer 
wirklichen  Lage  hervorgebracht  wird;  d.  h. 
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Wenn  man  durcb  den  Schwerpunkt  drei  rechtwink- 
lige Achsen  legt,  welche  parallel  mit  sich  selbst  fort- 
rücken, so  bewegt  sich  ihr  Durchschnitt  ebenso,  als 
wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers  in  ihm  vereinigt 
wäre  und  alle  momentanen  oder  stetigen  Kräfte   in 
demselben    angebracht    wären;    die    Bewegung    des 
Körpers  rücksichtlich   dieser  Achsen  ist  dieselbe, 
als  w  enn  ihr  Durchschnitt  unveränderlich  fest  wäre 
und  alleKräfte,  welche  die  verschiedenen  Pu  nktc 
in  dem  wirklichen  System  angreifen,   auf  dieselbe 
Weise  an  eben  dieselben  Punkte  angebracht  w  ärcn. 
112.    Anwendung  auf  das  schwere  EUipsoid.   Wir  wol- 
len annehmen,  dass  ein  homogenes  EUipsoid  einen  Stoss  empfange, 
dessen  Richtung  in  der  Ebene  zweier  seiner  Hauptachsen  in  Bezug 
auf  seinen  Schwerpunkt  liege,  und  dass  es  nachher  der  Wirkung  der 
Schwere  überlassen  bleibe;   dabei  bezeichne  fiv  die  Quantität   der 
Bewegung,  welche  die  momentane  Kraft  misst,  f  die  Entfernung  die- 
ser Kraft  vom  Mittelpunkte,  b  und  c  die  beiden  Halbachsen,  welche 
in  der  Ebene  der  Kraft  liegen,  a  die  dritte;  endlich  sei  M  die  Masse 
des  Eilipsoids  und  V  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwerpunk- 
tes.    Weil  nun  der  Schwerpunkt,  welcher  der  Mittelpunkt  des  Ei- 
lipsoids ist,  sich  SU  bewegen  muss,  als  wäre  die  Masse  M  in  inm  con- 
centrirt,  und  als  würde  er  im  ersten  Momente  von  der  Kraft  (iv  und 
von  seinem  Gewichte  getrieben ,  so  erhält  er  zuerst  in  einer  mit  der 
Richtung  des  Stosses  parallelen  Richtung  die  Geschwindigkeit 

M 

und  beschreibt  daher  eine  Parabel,  welche  diese  Anfangsrichtung 
berührt,  und  deren  Gleichung  sich  wie  in  dem  Falle  eines  freien 
Punktes  bestimmen  lässt.  Um  seine  Bewegung  in  Bezug  auf  drei 
Achsen  kennen  zu  lernen,  welche  durch  den  Mittelpunkt  gehen  und 
festen  Richtungen  parallel  sind,  muss  man  annehmen,  dass  der  Mit- 
telpunkt fest  sei  und  der  Impuls  so  wie  die  Schwere  unter  diest^r 
Bedingung  auf  das  EUipsoid  wirken.  Von  der  Schwere  kann  mau 
absehen,  weil  der  Schwerpunkt  fest  ist,  und  es  genügt,  die  durch 
den  Stoss  hervorgebrachte  Drehung  zu  bestimmen.  Da  diese  Kraft 
in  einer  Ebene  liegt,  die  senkrecht  auf  einer  Geraden  steht,  welche 
eine  Hauptachse  in  Bezug  auf  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  ist, 
und  da  ferner  dieser  Punkt  fest  ist ,  so  folgt,   dass  die  Bewegung 
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nnanfhörlich  um  diese  Achse  stattfindet.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit a  wird  erhalten ,  wenn  man  das  Moment  fivf  der  Kraft  durch  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Rücksicht  auf  die  feste  Achse  divi- 
dirt;  diess  giebt 

M  (b'^  +  c2)  ' 

oder,  wenn  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  V  des  Schwerpunkts 
einfuhrt, 

Man  sieht,  dass  die  Drehungsachse  parallel  mit  sich  selbst  fort- 
schreitet, und  dass  der  Körper  sich  gleichförmig  um  diese  Gerade 
dreht;  die  Lage  dieser  Drehungsachse  kann  man  in  jedem  Augen- 
Micke  bestimmen,  weil  man  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  kennt, 
welcher  in  ihrer  Mitte  liegt.  Demnach  lässt  sich  die  Lage  der  Punkte 
des  Ellipsoids  leicht  angeben. 

Wird  das  Ellipsoid  zu  einer  vollen  oder  hohlen,  homogenen 
oder  bloss  aus  homogenen  Schichten  gebildeten  Kugel,  so  ist  jeder 
barchmesser  eine  Hauptachse;  die  Rotationsbewegung  geht  dann  um 
denjenigen  Durchmesser,  welcher  senkrecht  auf  der  durch  den  Mit- 
telpunkt und  die  Richtung  dos  Stosses  gelegten  Ebene  steht,  und 
die  Richtung  dieser  Achse  bleibt  immer  sich  selbst  parallel. 

Die  Rotationsbewegung  dieser  Kugel  wird  nicht  gestört,  wenn 
alle  ihre  Punkte  nach  andern  Punkten  von  Kräften  angezogen  wer- 
den, welche  den  Massen  und  einer  Function  der  Entfernung  propor- 
tional wären,  weil  die  Resultante  der  Wirkungen,  welche  von  irgend 
einem  Punkte  auf  die  ganze  Masse  der  Kugel  ausgeübt  wird,  durch 
ihren  Schwerpunkt  geht.  Wenn  jedoch  der  Körper,  sei  es  auch  noch 
sowenig,  von  einer  Kugel  verschieden  wäre,  so  würde  sich  die  Sache 
anders  gestalted ,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Erde  der  Fall  ist. 


Neunzehntes  Capitel. 

Verschiedene  Anwendungen  des  Satzes  von  der 

lebendigen  Kraft. 


Die  Stabilität  des  Gleichgewichts  von  Kräften  an  einem  festen 

Körper. 

113.  Wenn  man  ein  im  Gleichgewichte  befindliches  System 
unendlich  wenig  verrückt ,  indem  man  es  dann  der  Wirkung  der- 
selben Kräfte  überlässt,  so  können  zwei  Fälle  eintreten;  entweder 
bleiben  die  auf  einander  folgenden  VerrückuDgen  jedes  Punktes  in 
Bezug  auf  seine  Gleichgewichtslage  immer  sehr  klein,  oder  sie  er- 
reichen nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  endliche  Werthe.  Im  er- 
sten Falle  nennt  man  das  Gleichgewicht  stabil,  im  zweiten  labil. 
Um  diess  zu  erörtern  betrachten  wir  das  Gleichgewicht  eines  Sy- 
stems von  Punkten,  deren  Verbindungen  von  der  Zeit  unabhängig 
sind  und  auf  welches  Kräfte  wirken,  bei  denen  I!{Xdx  +^Fdy  +  Zdz) 
das  exacte  Differential  einer  Function  9  (or,  y,  z,  a:',.*0  ausmacht. 
Wir  wissen,  dass  in  der  Gleichgewichtslage  diese  Function  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  in  Beziehung  auf  alle  unabhängigen  Varia- 
beln  wird ,  und  wollen  nun  zeigen ,  dass  das  Maximum  dem  stabilen 
Gleichgewicht  entspricht. 

Vermöge  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ver- 
schwindet das  Differential  der  Function  q>  für  alle  unendlich  kleinen 
den  Bedingungen  des  Systems  nicht  widersprechenden  Verrückungen; 
bezeichnen  wir  nun  mit  a,  6,  0,  a',  ...  die  Werthe  von  x,  y,  2,  x\,,. 
in  der  Gleichgewichtslage ,  verrücken  wir  alle  Punkte  um  unendlich 
kleine  Grössen,  und  theilen  ihnen  sehr  kleine  Geschwindigkeiten 
mit,  so  handelt  es  sich  um  den  Nachweis,  dass  die  Störung  des  Sy- 
stems immer  sehr  klein  und  folglich  das  Gleichgewicht  stabil^bleibt. 
Setzen  wir  nämlich 

afc=a  +  Ä,  y  =  6+Ar,  z  =  c  +  /,  x'  =^a  +  h\  etc.. 
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und  bezeiebnen  mit  v^,  Vq,  .  ,  .  die  selir  kleinen  Geschwindigkeiten, 
velche  man  den  verschiedenen  Punkten  mitgetheilt  hat,  so  giebt 
die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  : 

/  \Zmv^  —  l^mv^^  =  9)  (a  +  Ä,  &  +  Ä:,  c  +  /,  ...) 

wo  Aq  ,  Atq  »  ^0  ^^^  anfönglichen  sehr  kleinen  Yerrückungen  bezeich- 
nen, parallel  den  Achsen  genommen. 

Da  nun  die  Function  tßJx,  y,  z,  x\, ..)  ein  Maximum  ist,  wenn 
f ,  y,  z,  ...  die  Werthe  a,  &,  c,  ...  haben,  so  verschwinden  die 
Glieder  des  ersten  Gracles  von  A,  Ar,  /,  ...  in  der  Entwich elung  von 
^  i'a  +  Ä,  6  +  Ar,  c  +  /, . . .),  und  die  Glieder  zweiter  Ordnung  lassen 
sich  mit  verändertem  Zeichen  zu  einer  Summe  von  Quadraten  sol- 
cher Grössen  vereinigen ,  von  denen  jedes  Glied  eine  der  Grössen 
k^k^  ly...j  im  ersten  Grade  enthält,  und  deren  Anzahl  gleich  ist  der 
Anzahl  der  unabhängigen  Variabeln.  Bezeichnet  man  diese  ver- 
schiedenen Grössen  mit  s,  /,  /',...  und  mit  R  die  Gesammtheit  der 
Glieder ,  welche  den  zweiten  Grad  übersteigen ,  so  erhält  man 

^(a  +  Ä,  6  +  A:,  c  +  /,...)  =  9(a,ft, c, . . .)  —  {s^  +  s^  +  s"^  +  .,.)  +  Ä, 
und  ebenso 

9>(ö  +  Äo,  b  +  k^^J  c  +  /j,,  ...) 

=  9>i^y  6,  c,. ..)  —  (*o^  +  Sq^  +  ^V  +  •••)+  -^0- 
Die  Gleichung  l)  wird  also 
{Zmp^-^iZmv^^^  —  (5^  +  s^  +  s"^  +  . .)  +  (V  +  *V  +  *"o'  +  •  •  0 

+  R-R,\ 
oder ,  wenn  man  mit  y  die  sehr  kleine  Grösse 

\Zmv^^  +  V  +  *'o'  +  «"o!  +  ...  —  Äo 
bezeichnet, 

2)  iiZmv^^  ^  y  —  («'^  +  s^  +  s"^  +...)  +  Ä. 

Die  Grössen  A,  Ar,  /,  A', . . .  sind  nicht  alle  unabhängig  und  man  könnte 
eine  gewisse  Anzahl  davon  mittelst  der  Gleichungen,  welche  die  Ver- 
bindungen des  Systems  ausdrücken ,  eliminiren.  Die  übrigbleiben- 
den würden ,  zum  ersten  Grade  erhoben ,  in  den  verschiedenen  Glie- 
dern der  Grössen  f,  /,  / ',  . . .  vorkommen ,  deren  Anzahl  mit  jener 
der  unabhängigen  Variabeln  übereinstimmt. 
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Besitzen  also  die  letzteren  sehr  kleine  Wertbe,  so  gilt  dasselbe 
von  s,  s,  s\  •  .  .  und  umgekehrt.  Es  genügt  daher  sich  za  über- 
zeugen, dass  s,  $\  /',...  beständig  sehr  klein  bleiben,  nm  daraus 
zu  folgern,  dass  die  Verrücknngen  der  Pnnkte  gleichfalls  sehr  klein 
bleiben  nnd  dass  folglich  das  Gleichgewicht  stabü  ist. 

Da  nnn  der  erste  Theil  der  Gleichung  2)  wesentlich  positiv  ist, 
so  muss  anch  der  zweite  beständig  positiv  sein,  woraus  man  leicht 
ersieht,  dass  jede  der  Grössen  ;^,  5^,...  immer  kleiner  als  y  bleibt. 
Nach  dem  Werthe  von  y  nämlich  ist  anfangs  jede  der  Grössen 
«^,  /^,  ...  kleiner  als^,  nachher  ändtt-n  sie  sich  auf  eine  stetige 
Weise.  Wenn  nun  auch  selbst  der  Fall  einträte,  dass  die  eine  von 
ihnen,  z.  B.  *^,  gleich  y  würde,  und  dies  wäre  die  grösste  von  allen, 
80  würde  sie  doch  noch  sehr  klein  sein,  und  dieser  Umstand  fände 
mit  noch  grösserem  Rechte  bei  allen  andern  statt.  Mithin  betragen 
Ä,  Ar,  /,...  sehr  wenig,  und  die  Grösse  R  ist  unvergleichbar  kleiner 
als  jede  der  Grössen  «^,  Z^, . . . ;  die  Annahme  s^:=Ly  würde  also 
zu  dem  unmöglichen  Resultate  führen ,  dass  der  zweite  Theil  der 
Gleichung  negativ  wäre.  Da  mithin  die  Grössen  s,  /,  «",.••  inimer 
kleiner  als  ]/^  bleiben  und  folglich  sehr  klein  sind,  so  verhält  es 
sich  ebenso  mit  den  Ortsveränderungen  A,  A:,  /,  ...  und  das 
Gleichgewicht  bleibt  stabil. 

Wird  die  Function  g>(ic,  y,  z,  a:', .••)  zu  einem  Minimum,  so 
sind  analoge  Schlüsse  nöthig,  um  die  Unsicherheit  des  Gleichge- 
wichts zw  beweisen;  welcher  von  beiden  Fällen  eingetreten  ist, 
muss  jedesmal  speciell  untersucht  werden. 

Das  Prlnoip  der  kleinsten  Wirkung. 

114.  Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  findet  nur  bei  Syste- 
men statt,  für  welche  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  gilt,  und 
zwar  besteht  es  in  folgendem  Satze :  wenn  für  jeden  Punkt  des  Sy- 
stems das  Product  seines  Bewegungsquantität  in  das  Element  der 
Curve,  welche  er  beschreibt,  zwischen  zwei  beliebigen  Zeitpunkten 
integrirt  wird ,  so  ist  die  Summe  aller  Integrale  ein  Minimum ,  d.  h. 
geringer,  als  wenn  man  durch  neue  Verbindungen  diese  Punkte 
zwänge,  neuen* Curven  zu  folgen,  welche  zwischen  denselben  zwei 
Grenzpunkten  liegen,  und  unter  dem  Einflüsse  eben  derselben  Kräfte 
beschrieben  würden. 

Die  Richtigkeit  des  Principes  folgt  aus  dem  Nachweise ,  dass 
die  Variation  jener  Summe  Null  ist,  wenn  man  die  Punkte  dieser 
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Corven,  während  man  ihnen  dieselben  Endpunkte  giebt,  unendlich 
wenig  yariiren  lässt ;  denn  es  geht  ans  der  Natnr  jener  Summe  von 
selbst  hervor,  dass'sie  im  Allgemeinen  kein  Maximum  haben  kann, 
und  dass  sie  folglich  mit  Ausnahme  sehr  specieller  Fälle  nur  zu  ei- 
nem Minimum  werden  kann.   Die  genannte  Variation  ist 

6  izmvd$^=  I  £mö{vds)  =  jZm  (dv.ds  +  t><J<te); 

um  den  Werth  des  ersten  Theiles  rechter  Hand  zu  berechnen ,  wol- 
len wir  ds  durch  vdt  ersetze»,  wo  dt  sich  auf  die  Bewegung  bezieht, 
welche  wirklich  stattfindet;  wir  erhalten  so 

öv.  ds  =  vdvdt  —  ldid{v^), 
und  folglich 

Um  öv.ds  —  ldt2:md{v^) ; 

andererseits  gilt,  wenn  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet, 
die  Gleichung 

^Zmv^  =  q>  {Xy  y,  z,  x\ . . .)  +  C, 

and  hier  ist  die  rechte  Seite  für  alle  Bewegungen,  welche  man  be- 
trachtet, dieselbe,  weil  die  Kräfte  ungeändcrt  bleiben.  Die  beider- 
seitige Variation  giebt  nun 

und  nach  der  allgemeinen  Gleichung  der  Bewegung  ist  dieser  letzte 
Aasdruck  gleich 

Man  erhält  folglich 

Für  die  Berechnung  des  zweiten  Theils  bemerken  wir  zunächst,  dass 
die  Gleichung 

di^  =  dx2    ^    ^yl    ^    rfj2 

zur  folgenden  führt 

ödss^-r-Sdx  +  -r-^dy  +   —Sdz, 
ds  ds     ^         ds      ' 
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aiu  der  sich  weiter  ergiebt 

vdds  t=i  ~-Mx  +  -^diy  +  —dSz. 
dt  dt  dt 

Demzufolge  ist  nim 

Zmvids  =  Um  l^ddx  +  -—diu  +  -^ddz]  : 

\dt  ^  dt      ^    '    dt       /  ' 

die  VereinigaDg  der  beiden  Theile  der  Variation  von  Emvds  liefert 
die  gesammte  Variation 

dUmvds  =  Zmdl^  ^x  +  -j^dy+  -^Sz) , 

\dt  dt  dt     / 

deren  Integral  ist 

An  den  beiden  Grenzen  des  Integrals  verschwinden  die  Variationen 
ix^  di/j  6z y  weil  die  Endpunkte  der  beschriebenen  Curven  dieselben 
bleiben ,  mithin  ist  der  zweite  Theil  =  0  und  ebenso 

9  1  Zmvds  =  0, 

woraus  nach  den  früheren  Bemerkungen  folgt,  dass  das  Integral 

/  Zmvds   oder  I  Ztnv^dt 

in  der  Bewegung  des  Systems  ein  Minimum  ist. 

115.     Wenn  die  Punkte  der  Wirkung  einer  Kraft  nicht  unter- 
worfen sind,  80  ist  Zmv^  =  Ar,  mithin 


/ 


Zmv^dt  =  kt  +  C^^^k  (t—t^). 


wo  t  und  /^  die  Werthe  der  Zeit  an  den  beiden  Grenzen  bezeichnen  ; 
da  das  Integral  mithin  auch  / — t^  ein  Minimum  ist,  so  folgt,  dass 
das  System  zu  dem  Uebergange  &vls  der  einen  Lage  in  die  andre 
eine  geringere  Zeit  braucht  als  bei  jeder  sonstigen  Art  der  Ver> 
bindung. 

Ist  specieller  ein  Punkt  gezwungen,  auf  einer  festen  Oberflftclie 
zu  bleiben ,  ohne  der  Wirkung  einer  Kraft  unterworfen  zu  sein  ,  so 
ist  seine  Geschwindigkeit  constant,  und  da  die  Zeit,  deren  er  be- 
darf, um  von  einem  Punkte  zum  andern  tiberzugehen,  ein  Minimum 
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ist,  so  folgt,   dass  anch  die  Länge  der  darchlaufenen  Linie  ein  Mi- 
nimiim  bildet,  wie  wir  schon  auf  andre  Weise  gezeigt  haben. 

Die  Berechnung  der  Wirknng  von  Maschinen. 

116.  Der  Nutzen  einer  Maschine  besteht  im  Allgemeinen  darin, 
dass  sie  während  ihrer  Bewegung  einen  gewissen  Widerstand  über- 
windet; ihre  Angriffspunkte  bewegen  sich  dabei  so,  dass  deren  Ver- 
rüekongen,  nach  den  Richtungen  der  Widerstände  zerlegt,  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  der  widerstehendenJ^räfte  erfolgen. 
Die  zur  Hervorbringung  einer  solchen  Bewegung  angewendeten 
Kräfte  heissen  die  bewegenden  Kräfte. 

Gewöhnlich  kann  eine  Maschine  nur  zwei  einander  entgegenge- 
setzte Bewegungen  annehmen,  wobei  die  Lage  eines  Punktes  die 
aller  übrigen  Punkte  bestimmt.  Es  genügt  daher  eine  einzige  Glei- 
chung, um  das  Gesetz  dieser  Bewegung  zu  bestimmen,  sobald  man 
ihre  Richtung  kennt,  und  die  am  bequemsten  anzuwendende  Glei- 
chung ist  die  der  lebendigen  Kräfte.    Sie  lautet  bekanntlich 

1)  ^Zmv^  —  lümv^;^  =  Ci:  {Xdx  +  Tdy  +  Zdz\ 

wo  die  Summe  linker  Hand  sich  auf  alle  Punkte  des  Systems  er- 
streckt, and  die  Summe  rechter  Hand  auf  alle  Kräfte,  bewegende 
und  widerstehende ,  welche  daran  angebracht  sind ,  bezogen  ist.  Das 
Integral  des  zweiten  Theiles  wird  zwischen  zwei  beliebigen  Grenzen 
genommen,  und  Vq  und  v  sind  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes 
mit  der  Masse  m,  welche  diesen  Grenzen  entsprechen. 

Die  Kräfte,  deren  Componenten  X^  T^  Z  sind,  theilen  sich 
auf  natürliche  Weise  in  zwei  Klassen.  Bezeichnen  wir  mit  P 
iigend  eine  der  bewegenden  Kräfte ,  und  mit  dp  die  unendlich  kleine 
Verrücknng  ihres  Angriffspunktes,  auf  die  Richtung  dieser  Kraft 
projicirt ,  so  ist  ZPdp  der  Theil  von 

E^Xdx  +  Ydy  +  Zdz),  ^ 

welcher  den  bewegenden  Kräften  entspricht.  Sei  ebenso  Q  irgend 
eine  d«r  widerstehenden  Kräfte  und  dq  die  Yerrückung  ihres  An- 
griffspunktes nach  der  Richtung  dieser  Kraft,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen y  SO  ist  —  ZQdq  der  den  widerstehenden  Kräften  entspre- 
chende Theil ,  und  die  Gleichung  l)  nimmt  folgende  Gestalt  an : 


2)  \Zmty^  —  i-Sw  V  =  f^Pdp  —  C^Qdq, 
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117.  Jede  Kraft  kann  durch  ein  an  einem  Faden  hängendes 
Gewicht  ersetzt  werden,  von  dem  das  eine  Ende  im  Angriffspunkte 
der  Kraft  befestigt  ist,  und  dessen  Richtung  von  diesem  Punkte  aus 
mit  jener  der  Kraft  vermöge  einer  Leitrolle  zusammenfallt  Macht 
man  diese  Substitution  für  die  Kraft  P,  so  wird  das  dem  P  gleiche 
Gewicht ,  wenn  die  Maschine  sich  unendlich  wenig  verrückt,  um  die 
Grösse  dp  fallen ,  welche  die  Projection  der  Verrücknng  des  End- 
punktes des  Fadens  auf  die  Richtung  dieses  Fadens  bezeichnet. 
Verfahrt  man  ebenso  mit  irgend  einer  der  Kräfte  Qy  so  drückt  dq  die 
Grösse  aus,  um  welche  sich  das  dem  Q  gleiche  Gewicht  hebt,  wäh- 
rend das  Gewicht  P  um  dp  herabgeht. 

Nehmen  wir  zuerst  alle  Kräfte  als  constant  an ,  so  drückt  also 
die  Gleichung  2)  aus ,  dass  der  Zuw,achs  der  halben  lebendigen  Kraft 
des  Systems  zwischen  zwei  beliebigen  Zeitpunkten  gleich  ist  der 
Summe  der  Producte  der  ersten  Gewichte  in  die  respcctiven  Höhen, 
um  welche  sie  sich  gesenkt  haben,  weniger  der  Summe  der  Producte 
der  zweiten  Gewichte  in  die  Höhen,  um  welche  sie  gestiegen  sind. 

Nach  dem  Vorgange  von  Coriolis  nennen  wir  mechanische 
Arbeit  oder  Arbeitsquantität  das  Product  aus  einem  Gewichte 
in  die  Höhe,  um  welche  es  sich  gehoben  oder  gesenkt  hat,  oder  all- 
gemeiner das  Product  aus  einer  beliebigen  Kraft  in  die  Projectiun 
der  Verrüchung  ihres  Angriffspunktes  auf  die  Richtung  dieser  Kraft. 
Aendert  nun  die  Kraft  ihre  Intensität,  so  zerlegt  man  die  Bewegung 
in  unendlich  kleine  Theile;  die  Elemente  der  Arbeitsquantitäten, 
welche  diesen  Theilen  entsprechen,  hängen  von  dem  Gesetze  ab, 
welches  die  Aenderung  der  Kraft  befolgt,  und  das  Integral , -welches 
deren  Summe  ausdrückt,  ist  dann  die  Arbeitsquantität,  welche  sich 
auf  die  Verrückung  des  Angriffspunktes  dieser  Kraft  bezieht. 

Bezeichnet  man  ferner  mit  bewegend  er  Arbeit  diejenige, 
welche  sich  auf  die  bewegenden  Kräfte  bezieht,  und  mit  wider- 
stehender Afbeit  jene,  die  den  widerstehenden  Kräften  ent- 
spricht, so  drückt  die  Gleichung  2)  aus,  dass,  wenn  das  System  von 
der  einen  Lage  in  die  andre  übergeht,  der  Zuwachs  der  halben  leben- 
digen Kraft  gleich  ist  dem  Ueberschuss  der  bewegenden  Arbeit  über 
die  widerstehende. 

118.  Rechnet  man  von  dem  Augenblicke  an,  wo  die  Maschine 
von  der  Ruhe  in  Bewegung  übergeht,  so  hat  man  »^  =  0,  und  die 
Gleichung  2)  wird 
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\i:tnv^^   CüPäp—  CnQdq] 


der  zweite  The  11  ist  also  immer  positiv,  und  folglich  Ühertrifft  die  he- 
wegende  Arbeit  die  widerstehende.  Beide  Theile  werden  gjieich, 
sobald  die  Maschine  zur  Buhe  zurückkehrt.  Wird  die  Bewegung 
der  Maschine  gleichförmig,  was  gewöhnlich  das  Vortheilhafteste  ist, 
und  betrachtet  man  sie  nur  nach  Herstellung  der  Gleichförmigkeit, 
so  verschwindet  der  erste  Theil  der  Gleichung  2) ,  mithin  auch  der 
zweite;  daraus  schliesst  man,  dass  in  irgend  einem  Zeitintervall  die 
bewegende  Arbeit  der  widerstehenden  gleich  ist.  Aber  da  sich  die 
letztere  aus  der  Arbeit  zusammensetzt,  welche  man  hervoi:zubringen 
beabsichtigte ,  und  die  man  die  nützliche  Arbeit  nennt ,  und  aus 
jener,  welche  den  Keibungen,  den  Widerständen  der  Mittel,  der 
^ittbeilung  der  Bewegung  an  die  umgebenden  Körper  u.  s.  w.  ent- 
spricht, so  folgt  daraus,  dass  man  bei  jeder  Maschine  genöthigt  ist, 
mehr  Arbeit  auszugeben,  als  man  erzeugt.  Die  beste  ist  diejenige, 
bei  welcher  man  am  wenigsten  verliert,  und  der  Yortheil  bei  beweg- 
ten Maschinen  besteht  nur  in  einer  Uebertragung,  nicht  in  einer 
Vermehrung  der  Arbeit. 

Wenn  die  Geschwindigkeiten  constant  geworden  sind ,  muss 
zwischen  allen  Kräften  Gleichgewicht  herrschen,  und  in  der  That 
fiibrt  die  Gleichung 

CzPdp  —  CzQdq  —  0 

zur  folgenden 

ZPdp  —  SQdq  ^==i  0 , 

wie  es  das  Oleichgewicht  verlangt. 

119.  Will  man  die  der  Reibung  eines  bewegten  Körperi^ent- 
spiechende  Arbeit  herausstellen,  und  findet  die  Reibung  nicht  in 
einem  constanten  Punkte  dieses  Körpers  statt,  so  muss  man  die  Kraft 
der  Reibung  nicht  als  an  dem  Punkte  wirkend  betrachten ,  wo  die 
Berührung  vor  sich  geht ,  sondern  die  Entfernung  von  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Berührungspunkten  als  den  von  dem  Angriffspunkte 
doTchlaufenen  Raum  ansehen.  Zur  Anwendung  des  Princips  der 
lebendigen  Kräfte  ist  aber  nöthig,  dass  die  Kräfte  an  denselben  ma- 
teriellen Punkten  während  der  sehr  kurzen  Zeit  haften ,  welche  sich 
auf  die  Verrückungen  dx^  dy^  dz  bezieht;  nun  kann  die  Reibung, 
weil  sie  tangential  am  Körper  wirkt,  in  der  That  so  betrachtet  wer- 
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den ,  als  wäre  sie'  an  denselben  Punkt  dieses  Körpers  während  einer 
sehr  kurzen  Zeit  angebracht,  wobei  man  eine  unendlich  kleine  Grösse 
zweiter  Ordnung  vernachlässigt  Man  wird  also  bei  der  Entwiche' 
lung  der  elementaren  Arbeit,  welche  von  der  Keibung  herrährt,  das 
Product  nehmen  müssen,  dessen  Factoren  die  Kraflt  der  Reibnng  und 
die  Projection  der  räumlichen  Verrücknng  des  Punktes  des  Körpers 
sind,  welcher  in  dem  betrachteten  Augenblicke  in  Berührung  stand. 

120.  Wenn  Stösse  zwischen  gewissen  Theilen  der  Maschine, 
von  welchen  wir  voraussetzen  wollen ,  dass  man  sie  als  völlig  un- 
elastisch betrachten  kann ,  vorkommen ,  so  findet  aagenblicklicb  ein 
Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt,  der  durch  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  dargestellt  wird,  welche  den  von  allen  Punkten  des 
Systems  verlorenen  Oeschwindigkeiten  entsprechen.  Bezeichnet 
man  mit  u  diese  Geschwindigkeit  für  die  beliebige  Masse  m ,  und  be- 
achtet man ,  dass  die  Integrale  des  zweiten  Theils  der  Gleichung  2) 
sich  während  der  Dauer  des  Stosses  nicht  merklich  geändert  haben, 
heisst  endlich  v  die  Geschwindigkeit  der  Masse  m  nach  dem  Stosse, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

IZmv'^  —  \2mvQ^  +  \i:mu^  =   TzPdp  —   CsQdq ; 

d.  h.  um  einen  bestimmten  Werth  der  Geschwindigkeit  v  zu  erbalten, 
muss  man  eine  um  \Smu^  grössere  Arbeitsquantität  ausgeben;  es  ist 
also  von  Nutzen  Stösse  so  viel  als  möglich  zu  vermeiden. 

121.  Ist  die  Bewegung  der  Maschine  nicht  gleichförmig,  so  ist 
sie  periodisch ,  und  wenn  die  in  der  Gleichung  2)  vorkommenden  In- 
tegrale sich  auf  eine  ganze  Anzahl  von  Perioden  beziehen,  so  bat 
man  v  =  v^j  und  folglich  ist  die  bewegende  Arbeit  der  widerstehen- 
den gleich,   als  wenn  die  Bewegung  gleichförmig  wäre.     Aber  es 
genügt  nicht ,  eine  und  dieselbe  Arbeitsquantität  zu  erhalten ,  son- 
dern man  will  meistentheils ,  dass  diese  Arbeit  gleichförmig  hervor- 
gebracht werde.     Eine  strenge  Gleichförmigkeit  lässt  sich  nun  zwar 
nicht  erreichen ,  aber  man  kann  die  Aenderungen  der  Geschwindig- 
keit während  des  Verlaufs  einer  Periode  fast  unmerklich  machen. 
Das  gewöhnliche  Mittel  hierzu  besteht  darin ,.  dass  dem  Systeme  eine 
hinreichend  grosse  Masse,  ein  sogen.  Schwungrad  beigefügt  wird, 
dessen  Aufgabe  ist,  die  Geschwindigkeitsänderungen  zu  vermindern, 
welche  einer  Aenderung  in  der  Differenz  zwischen  der  bewegenden 
und  widerstehenden  Arbeit  entsprechen.     Bezeichnet  man   mit   co 
seine  Winkelgeschwindigkeit,  mit  ft  das  Product  seiner  Masse  in  das 
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Quadrat  seines  Halbmessers,  so  ist  die  Samme  seiner  lebendigen 
Kräfte  nahezu  =  ^oo^,  and  es  würde  sehr  leicht  sein ,  ihren  genauen 
Werth  auszudrücken,  auf  welche  Weise  auch  die  Masse  des  Schwung- 
rades vertheilt  wäre.  Sei  Xmv^  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte 
aller  andern  Theile  der  Maschine ,  und  bezeichnen  wir  mit  co'  und  v^ 
die  Werthe  von  co  und  v  zu  einer  und  derselben  Epoche,  so  lässt 
sich  die  Gleichung  2)  auf  folgende  Form  bringen : 

\Zm  (r^— V)  +  J  (ü>2_a,'2)  ^ ßsPdp  —  SQdq). 

Wir  wollen  zu  den  beiden  Grenzen  solche  Zeitpunkte  nehmen ,  dass 
die  grösstmögliche  Differenz  zwischen  /  ZPdpxmdi  t  2Qdq\iettBt\kX\ 

es  sind  dies  die  Augenblicke,  wo  die  Kräfte  an  der  Maschine  im 
Gleichgewicht  sein  würden.  Ip  diesen  beiden  Zeitpunkten  ändern 
nämlich  die  Elemente  des  Integrals,  welches  den  zweiten  Theil  bil- 
det, ihr  Zeichen;  der  erste  Theil  wird  dann  so  gross  als  möglich, 
Qod  die  Geschwindigkeiten  erhalten  die  grösste  Differenz,  deren  sie 
fähig  sind.  Je  grösser  nun  fi  ist,  um  so  weniger  dürfen  co  und  cd' 
Terschieden  sein ,  damit  das  erste  Glied  dem  zweiten  gleich  werde, 
und  man  kann  in  jedem  Falle  das  Schwungrad  so  bestimmen ,  dass 
die  Geschwindigkeitsänderungen  in  hinreichend  kleinen  Grenzen 
eingeschlossen  sind. 
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Hydrostatik. 


ErUänmgen  und  Qnmdsätze. 

1.  Unter  einer  flüssigen  Masse  versteht  man  ein  Aggregat  von 
zahlreichen  materiellen  Funkten ,  welche  in  so  geringen  Abständen 
von  einander  liegen ,  dass  man  die  ganze  Substanz  ohne  merklichen 
Fehler  als  stetig  betrachten  kaun ,  ausgenommen  in  den  Fällen ,  wo 
Wirkungen  vorkommen,  die  sich  von  einem  Molecüle  zum  andern 
bedeutend  ändern.  Man  setzt  femer  voraus,  dass  alle  diese  Punkte 
dttich  den  geringsten  Kraftaufwand  verschoben  und  in  beliebige  Ent- 
fernungen von  einander  fortgerissen  werden  können.  Diese  An- 
nahme einer  vollkommenen  Beweglichkeit  ist  nicht  ganz  genau,  und 
durfte  bei  manchen  Untersuchungen  über  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten Resultate  liefern,  welche  keineswegs  mit  der  Erfahrung  über- 
einstimmen würden ,  bei  Gleichjgewichtsbetrachtungen  aber  hat  die- 
selbe zu  keinem  merklichen  Fehler  geführt. 

Dem  Aggregatzustande  gemäss  unterscheidet  man  die  tropf- 
baren Flüssigkeiten  von  den  luft förmigen  (den  Gasen).  Die 
ersten  werden  auch  unzusammendrückbar  e  genannt,-  weil  man 
lange  glaubte ,  dass  es  unmöglich  sei ,  ihr  Volumen  durch  Druck  zu 
verringern ,  bis  man  später  einsah ,  dass  sie  wirklich ,  wenn  auch  nur 
in  sehr  geringem  Grade,  zusammendrückbar  sind;  die  gasförmigen 
Flossigkeiten  bezeichnet  man  häufig  und  mit  vollkommenem  Rechte 
ab  elastische  Flüssigkeiten.  Derjenige  Theil  der  Statik,  wel- 
cher sich  mit  dem  Gleichgewicht  von  Flüssigkeiten  (jeder  Art)  be- 
schäftigt, heisst  die  Hydrostatik. 

2.  Eine  Flüssigkeit,  welche  in  einem  offenen  oder  von  allen 
Seiten  geschlossenen  Gefässe  unter  der  Einwirkung  beliebiger  Kräfte 
im  Gleichgewicht  ist,  übt  immer  einen  Druck  auf  die  einschliessen- 

J2* 
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den  Oeftsswände  aus,  und  es  kann  dieser  Drnck  von  einem  Punkte 
2nm  andern  verschieden  sein.  Um  ihn  genau  xn  definiren,  betrachtet 
man  einen  unendlich  kleinen  Theil  der  Wand,  und  nimmt  an,  dass 
die  darauf  wirkende  Kraft  sich  mit  derselben  Intensität  und  in  der- 
selben Bichtung  auf  alle  Elemente  einer  der  Einheit  gleichen  ebenen 
Fläche  wiederhole;  die  Resultante  dieser  Kräfte  giebt  nun  das  Maass 
{är  den  Druck  der  Flüssigkeit  in  jenem  Punkte  der  Wand.  Man 
sieht,  dass  derselbe  nichts  Anderes  ist,  als  die  Grenze  des  Verhält- 
nisses der  Kraft,  welche  auf  das  unendlich  kleine  Element  wirkt, 
zu  dem  Flächeninhalte  dieses  Elements. 

Man  kann  es  als  ein  Ergebniss  der  Erfahrung,  oder  als  Folge 
der  gleichförmigen  Vertheilung  der  Flüssigkeitstheilchen  um  einan- 
der ansehen,  dass  die  Richtung  des  Druckes  immer  senkrecht  auf 
dem  unter  dem  Drucke  stehenden  Elemente  der  Oberfläche  ist,  und 
da  Wirkung  und  Gegenwirkung  immer  gleich  sind,  so  existirt  in 
entgegengesetztem  Sinne  ein  gleicher  Druck  in  der  Ausdehnung  des- 
selben Elementes.  Diese  Thatsache  kann  auch  als  Specialfall  des 
allgemeinen  Gesetzes  betrachtet  werden,  dass  Körper,  die  mit  ein- 
ander in  Bertlhrung  stehen,  nur  normale  Wirkungen  auf  einander 
ausüben  {  wenn  ihre  Oberflächen  keine  Adhäision  oder  Reibung  zu- 
lassen. Denn  selbst  wenn  eine  Flüssigkeit  fähig  sein  sollte,  sich  an 
eine  Wand  anzuhängen ,  könnte  man  doch  die  äusserst  dünne  adhä- 
rirende  Schicht  als  einen  Theil  der  Wand  und  den  übrigen  Theil  der 
Flüssigkeit  als  frei  auf  derselben  gleitend  betrachten. 

Eine  zweite  Fundamentaleigenschaft  des  Flüssigen,  die  wir 
gleichfalls  als  Erfahrungsresultat  ansehen,  ist  folgende.  Wenn  eine 
auf  irgend  welche  Art  ins  Gleichgewicht  gebrachte  Flüssigkeit  ein 
allseitig  geschlossenes  Gefäss  genau  ausfüllt  und  durch  eine  nach 
Innen  gerichtete  Verschiebung  der  einen  Gefösswand  (also  z.  B. 
durch  Herabdrücken  eines  dicht  schliessenden  Stempels)  ein  Druck 
auf  einen  Theil  der  Flüssigkeitsoberfläche  ausgeübt  wird,  so  pflanzt 
sich  dieser  Druck  mit  derselben  Intensität  auf  jeden  gleich  grossen 
Theil  der  Oberfläche  der  Wände  fort,  so  dass  der  Druck  auf  zwei 
ungleiche  Theile  in  geradem  Verhältnisse  ihrer  Flächen  steht,  wenn 
diese  Oberflächen  eben  sind.  Bei  krummen  Oberflächen  würde  der 
Satz  nur  für  unendlich  kleine  Theile  gelten. 

Diese  Theoreme  erstrecken  sich  sowohl  auf  die  innern  Drucke, 
als  auf  diejenigen ,  welche  auf  die  Wände  ausgeübt  werden.  Denn 
das  Gleichgewicht  würde  nicht  gestört  werden  und  die  Erfolge  wür- 
den dieselben  bleiben,   wenn  man  annähme 9  dass  in  iigend  einem 


-     181     — 

Theile  der  Flüssigkeit  alle  Punkte  auf  unveränderliche  Weise  zu 
einem  festen  Körper  verbunden  wären;  man  könnte  daher  in  einem 
beliebigen  Punkte  des  Innern  und  in  beliebiger  Richtung  eine  feste 
Wand  anbringen ,  und  der  auf  ein  ebenes  Element  dieser  Wand  aus- 
geübte Druck  würde  normal  zu  demselben  gerichtet  sein.  Wenn  fer- 
ner dieser  Druck  von  einem  andern  Drucke  herrührt,  welcher  auf 
die  Oberfläche  der  in  einem  vollen  Gefässe  enthaltenen  Flüssigkeit 
ausgeübt  wird  ,  so  ist  er  für  eine  gleiche  Ausdehnung  an  Oberfläche 
dem  ersten  gleich,  und  daraus  schliesst  man,  dass  jene  Sätze,  wel- 
che wir  für  den  Druck  der  Flüssigkeiten  auf  die  Wände  der  sie  ein- 
sehlie^senden  Gefässe  kennen  gelernt  haben,  auch  für  die  Drucke 
gelten,  welche  in  ihrem  Innern  auf  jeden  beliebigen  Theil  der  Ober- 
fläche ausgeübt  werden. 

Endlich  wird  man  daraus  leicht  ableiten,  dass  in  irgend  einem 
Punkte  der  Flüssigkeit  der  Druck  derselbe  bleibt ,  welches  auch  die 
Richtung  des  Oberflächenelements  sein  möge,  auf  das  er  ausgeübt 
wird;  denn  wenn  man  um  irgend  einen  ihrer  Punkte  ein  unendlich 
kleines  Polyeder  beschreibt  und  dasselbe  erst  als  fest  betrachtet,  so 
ist  es  unter  dem  Einflüsse  der  auf  seine  Oberfläche  ausgeübten  Pres- 
snngen  und  der  Ejräfte,  welche  seine  innern  Punkte  ihren  Massen 
proportional  angreifen ,  im  Gleichgewichte.  .  Diese  letzteren  Kräfte 
können  aber  als  parallel  betrachtet  werden  und  haben  mithin  eine 
Resultante  proportional  der  Masse  des  Polyeders,  die  eine  unendlich 
kleine  Grösse  dritter  Ordnung  ist;  da  nun  seine  Seitenflächen  un- 
endlich kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  und  es  sich  folglich 
mit  den  Pressungen;  welche  sie  erleiden,  ebenso  verhält,  so  darf  das 
Gleichgewicht  so  betrachtet  werden,  als  bestände  es  zwischen  diesen 
Pressungen  allein.  Giebjt  man  jetzt  deni  Polyeder  seine  anfängliche 
Flüssigkeit  zurück ,  und  befestigt  den  übrigen  Theil  der  Flüssigkeit, 
welche  dann  ein  polyedrisches ,  von  allen  Seiten  geschlossenes  und 
mit  Flüssigkeit  angefülltes  Gefäss  bildet,  so  ändert  sich  nichts  an 
den  gegenseitigen  Wirkungen  der  Molecüle  und  ebensowenig  an  den 
von  ihnen  hervorgebrachten  Pressungen.  Nun  folgt  aus  der  allge- 
meinen Eigenschaft  der  Flüssigkeiten ,  dass  die  Pressungen  auf  die 
Wände  für  gleiche  Oberflächenelemente  gleich  sind,  welche  auch 
deren  Richtungen  sein  mögen,  und  da  alle  diese  Oberflächenelemente 
in  der  Grenze  durch  den  betrachteten  Punkt  der  Flüssigkeit  gehen, 
so  muss  man  daraus  schliessen ,  dass  bei  jeder  beliebigen  Richtung, 
womit  ein  ebenes  Element  durch  irgend  einen  Punkt  einer  im  Gleich- 
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gewicht  befindlichen  Flttssigkeit  geht,  der  auf  dasselbe  aasgeübte 
Drnck ,  auf  die  Einheit  bezogen ,  immer  derselbe  bleibt. 

3.  Ist  eine  unzusammendrückbare  Flüssigkeit  in  einem  unbe- 
weglichen Gefasse  eingeschlossen  und  Pressungen  unterworfen,  wel- 
che durch  eine  beliebige  Anzahl  von  Kolben  hervorgebracht  werden, 
so  gilt  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  dem  Falle 
des  Gleichgewichts  dieser  Kräfte ,  wenn  man  als  Bedingungen  des 
Systems  ansieht,  dass  die  Flüssigkeit  stetig  und  von  constantem  Vo- 
lumeji  bleibt,  während  sie  fortwährend  mit  den  Grundflächen  der 
Kolben  in  Berührung  ist.  Bezeichnen  a,  a\  a\  etc.  die  Inhalte  die- 
ser Grundflächen ,  so  sind  die  durch  diese  Kolben  erzeugten  Pres- 
sungen, auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  gleich,  und  wenn  man  ihren 
Werth  mit  jp  bezeichnet,  so  werden  die  auf  die  Oberfläche  der  Flu>- 
sigkeit  wirkenden  Kräfte  durch  ajp,  ap^  a'p^  etc.  ausgedrückt.  Sind 
femer  dp,  dp\  Sp\  , . .  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Angriffs- 
punkte dieser  Kräfte,  nach  ihren  Richtungen  geschätzt,  so  gelteo 
für  sie  die  Bedingungen,  dass  das  Volumen  der  Flüssigkeit  durch 
diese  Verrückung  nicht  geändert  werdeb  und  dass  kein  leerer  Raum 
entstehen  darf;  man  hat  daher 

«dp  +  aöp  +  a"dp"  +  . . .  ==  0, 
mithin 

apdp  •\-  apSp'  +  d'p^p*  +  .  .  .  =  0, 

was  beweist,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Momente  der  Kräfte  ver- 
schwindet. 

Die  FundamentalgleichimgeiL  der  Hydrostatik. 

4.  Bezeichnen  X^  F,  Z  die  Componenten  der  auf  die  Massen- 
einheit  bezogenen  £j:aft,  welche  in  dem  Paukte  xyz  wirkt,  ^  die 
Dichtigkeit  des  Fluidums  und  p  den  auf  die  Einheit  der  Fläche  be- 
zogenen Druck  in  diesem  Punkte,  so  sind  p  und  ^  Functionen  von 
or,  y,  z,  welche  wir  fUr  die  Herstellung  des  Gleichgewichts  zu  bestim- 
men haben.  In  dem  Punkte  xyz  denken  wir  uns  ein  Parallelepipe* 
don  construirt,  dessen  Seiten  den  Achsen  parallel  und  den  Differen- 
tialen dx^  dy,  dz  gleich  sind;  die  Masse  desselben  ist  dm=(f  dxdydz 
und  wird  von  den  Kräften 

Q  Xdx  dy  dZj  q  Ydx  dy  dz^  q  Zdxdy  dz 

getrieben;  seine  sechs  Seitenflächen  werden  von  Kräften  angegrifi'en, 
welche  den  Achsen  parallel  und  gegen  das  Innere  seines  Volumens 
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gerichtet  smd.  Betrachtet  man  zuerst  die  beiden  der  Ebene  der  xtl 
parallelen  Seiten,  von  denen  die  eine  durch  den  Punkt  geht,  dessen 
Coordinaten  «r,  y,  z  sind,  und  die  andere  durch  den  Punkt, ^dessen 
Coordinaten  x^y^  z  4"  dz  -heissen,  so  ist  der  auf  die  erste  Seiten- 
fläche ausgeübte  Druck  =pdx  dfy,  und  der  auf  die  zweite  Fläche 
fallende 

=  —  dx  dy{p+^  dzj , 
WO  ^  den  partiellen  Differentialquotienten  von  p  nach  z  bedeutet. 

vZ 

Jeder  Druck  kann  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  entsprechenden 
Seitenfläche  als  constant  betrachtet  werden,  ohne  dass  daraus  beim 
Uebergauge  zur  Grenze  ein  Fehler  in  den  Gleichungen  entspringt. 
Die  beiden  Kräfte,  auf  welche  sich  die  auf  beide  Seiten  ausgeübten 
Wirkungen  reduciren,  sind  also  entgegengesetzte  Kräfte,  und  ziehen 
sich  zu  einer  einzigen,  der  Achse  der  z  parallelen,  zusammen,  welche 


gleich  ist 


dp 
—  dx  äy  dz  - — 

dz 

Ebenso  reduciren  sich  die  der  Achse  der  y  und  der  Achse  der  x 
parallelen  Pressungen  auf  die  Kräfte 

—  dx  dy  dz  ;r— ,  — dxdydz  - — 
dy  dx 

Diese  drei  Kräfte  können  als  in  dem  Mittelpunkte  des  ParallelepiL 
pede«  angreifend  gedacht  werden,  ebenso  wie  die  Kesultante  der  an 
alle  Punkte  seiner  Masse  angebrachten  Kräfte,  weil  diese  Kräfte 
nach  Grösse  und  Richtung  als  constant  angesehen  werden  müssen, 
und  weil  die  Dichtigkeit  in  allen  Punkten  des  Parallelepipedes  die- 
selbe bleibt.  Es  ist  also  zum  Gleichgewichte  nothwendig  und  genü- 
gend, dass  die  jeder  einzelnen  Achse  parallelen  Kräfte  unter  sich 
im  Gleichgewicht  sind,  was  zu  folgenden  Gleichungen  führt: 

■),       1='*  !=«''■  I=«-- 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx^  dy,  dZy  so  giebt  die  nach- 
herige Addition 

2)  dp  =  Q  {Xdx  +   Ydy  +  Zdz)-, 

]&i  also  das  Flaidum  im  Gleichgewichte ,  so  bildet  der  Ausdruck 

q  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 
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das  totale  Differential  einer  Function  von  x,  y^  z,  und  diese  Function 
giebt  bis  auf  eine  willkürliche  Constante  die  Intensität  des  im  Pankte 
xyz  stattfindenden  Druckes. 

Bezeichnen  wir  diese  Function  mit  F  (x,  y,  z) ,  so  folgt  aus  der 
Gleichung'!!) 

3)  P  =  F{x,y,z,)  +  C, 

wo  0  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  welche  sich  bestimmen 
lässt,  wenn  man  den  Druck  in  einem  gegebenen  Funkte  kennt.  Ist 
die  Flüssigkeit  nicht  in  einem  von  allen  Seiten  geschlossenen  und 
ganz  gefüllten  Gefasse  enthalten ,  so  muss  nothwendig  ein  äusserer 
Druck  existiren,  dessen  Werth  durch  die  Gleichung  3)  gegeben  und 
der  in  jedem  Punkte  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  gerichtet  ist. 

5.  Niveauflächen.  Bei  einer  im  Gleichgewichte  befindlichen 
Flüssigkeit  nennt  man  Niveau  fläche  jede  Oberfläche  von  der 
Eigenschaft,  dass  die  Resultante  der  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden 
Kräfte  in  jedem  ihrer  Punkte  normal  gerichtet  ist.  Bezeichnen 
dx,  dyy  dz  die  unendlich  kleinen  Incremente,  welche  die  Coordinaten 
ar,  y,  z  irgend  eines  Punktes  dieser  Oberflächen  annehmen,  wenn  man 
zu  einem  andern  Punkte  derselben  Oberfläche  übergeht,  so  hat  man 
als  Bedingung 

4)  Xdx  +  Tdy  +  Zdz  =  0, 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  aller  Niveauflächen. 

Vermöge  der  Gleichung  2)  folgt  hieraus,  dass  für  alle  Punkte 
einer  und  derselben  Niveaufläche  dp  =  0  und  mithin  der  Druck  auf 
dieselbe  constant  ist.  Diese  merkwürdige  Eigenschaft  könnte  als 
Definition  jener  Flächen  dienen,  und  die  Gleichung  4)  würde  dann 
eine  unmittelbare  Folge  davon  sein. 

Die  .endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  ist  also,  wenn  c  eine 
willkürliche  Constante  bedeutet 

F  (ir,  y,  z)  =  c, 
wo  F  {Xj  y,  z)  immer  diejenige  Function  bezeichnet,  deren  Diffe- 
rential 

=  Q  (Xdx  +  Tdy  +  Zdz) 

ist.  Durch  stetige  Aenderung  der  Constante  c  erhält  man  nach  ein- 
ander alle  möglichen  Niveauflächen ;  diese  können  sich  nicht  schnei- 
den, wenn  endliche  Werthe  von  o:,  y,  z  der  Function  F  (a:,  y,  z)  im- 
mer endliche  und  bestimmte  Werthe  ertheilen ;  denn  es  könnte  dann 
nicht  gleichzeitig 
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F  (ar,  y,  2:)  ==  c  und  F  (x,  y,  z)  =  c 

sein,  wenn  c  und  c  verschieden  sind.  Verhält  es  sich  anders,  so 
gelten  die  aufgestellten  Folgerungen  nicht  mehr.  In  den  Punkten, 
wo  zwei  NiveanÜächen  sich  begegnen,  würde  der  Druck  unbestimmt 
sein ,  und  folglich  dürfte  man  nicht  mehr  behaupten ,  dass  der  Druck 
in  der  ganzen  Ausdehnung  einer  und  derselben  Niveaufläche  constant 
wäre.    Wir  wollen  diese  Ausnahmsfalle  nicht  weiter  betrachten. 

Unterliegt  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  allen  ihren 
Punkten  einem  constanten  Drucke,  so  ist  sie  selbst  eine  Niveau- 
fläche. 

6.  Ist  Xdx  -|-  Tdy  +  Zdz  das  totale  Differential  einer  Function 
qp  von  x^  y,  z,  wie  dies  s&um  Beispiel  stattfindet,  wenn  die  gegebenen 
Kräfte  nach  festen  Punkten  gerichtet  und  nur  von  der  Entfernung 
von  diesen  Punkten  abhängig  sind ,'  so  kann  die  Gleichung  2)  fol- 
gende  Form  annehmen 

5)  dp  =  Qd(p. 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  das  Differential  einer  Function 
der  unabhängigen  Yariabeln  x,  y^  z,  ebenso  verhält  es  sich  mit  d(p ; 
zur  Identität  beider  Theile  ist  demnach  erforderlich ,  dass  q  eine 
Function  von  q>  sei ;  doch  kann  diese  Function  eine  beliebige  Form 
haben.  Die  Dichtigkeit  ist  daher  gleichzeitig  mit  <p  constant  d.  h- 
ftlr  alle  Punkte  einer  und  derselben  Niveaufläche ;  diese  Oberflächen 
theilen  die  Flüssigkeit  in  Schichten,  innerhalb  welcher  der  Druck 
und  die  Dichtigkeit  sich  nicht  ändern. 

7.  Bei  zusammendrüc^kbaren  Flüssigkeiten  hängt  die  Dichtig- 
keit von  dem  Drucke  ab.  Sei  dann  ^  =  /*  (p) ,  bo  wird  die  Glei- 
chung 5) 

.  dp  r  dp 

"0?  =  -TT-r  woraus  g?  =  1  -ttt-  • 
^       fip)  ^     J  f(p) 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  den  gegebenen  Werth  des  Druckes 
in  einem  bekannten  Punkte;  daraus  leitet  man  p  und  q  als  Functio- 
nen von  (p  ab  und  lernt  die  Dichtigkeit  und  den  Druck  kennen, 
welche  sich  auf  eine  beliebige  Niveaufläche  beziehen. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  eine  beliebige  Gasart,  so  ist  nach  dem 
Mariotte'schen  Gesetze 

p  =  kQ, 

wo  k  von  der  Temperatur  abhängt,. die  wir  vorläufig  als  constant 
betrachten«     Die  Gleichung  5)  giebt  dann 
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.  dp        dtp  ,  { P\        9 

6)  7=T'  ''°"'"HcJ=*' 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet,  welche  man  durch  denjenigen  Werth 
von  p  bestimmt ,  welcher  einem  bekannten  Werthe  von  tp  entspricht. 
Die  letzte  Gleichung  kann  auf  folgende  Form  gebracht  werden 

k 
p  =  Ce  , 

und  man  zieht  ans  ihr 

C   k 

Bei  veränderlicher  Temperatur  wird  k  variabel,  und'  wenn  das 
Gleichgewicht  hergestellt  ist ,  so  zeigt  die  Gleichung  6) ,  dass  k  nur 
eine  Function  von  9  sein  kann  und  dass  folglich  die  Temperatur  für 
alle  Funkte  einer  und  derselben  Niveaufläche  constant  sein  muss. 
Der  Druck  und  die  Dichtigkeit  werden  jetzt  durch  die  folgenden 
Formeln  bestimmt: 


'k  pjk 


p~Ce         ,  9  =  —  « 

Betrachtet  man  die  Erde  als  kugelförmig  und  sieht  von  ihrer  Rota- 
tionsbewegung ab,  so  ist  die  auf  die  Lufttheilchen  wirkende  Kjraft 
nach  dem  Erd-Mittelpunkte  gerichtet  und  folglich  bilden  die  Niveau- 
flächen  Kugeloberflächen,  die  mit  der  Erde  concentrisch  sind.  Das 
Gleichgewicht  der  Atmosphäre  würde  nun  erfordern,  dass  die  Tem- 
peratur in  gleicher  Entfernung  von  der  Erdoberfläche  überall  die- 
selbe sei,  was  wegen  der  Anwesenheit  der  Sonne  nicht  stattfindet; 
daraus  folgt,  dass  auch  das  Gleichgewicht  nicht  vorhanden  ist. 


Zweites  Capitel. 
Die  Niveauflächen  rotirender  Flüssigkeiten. 


Allgemeine  Oleichang  der  Niveauflächen  rotirender  Flüssigkeiten. 

8.  Im  Vorigen  wurde  die  Flüssigkeit  als  rnhend  gedacht  oder 
wenigstens  vorausgesetzt,  dass  alle  Punkte  derselben  eine  gemein- 
same Geschwindigkeit  besitzen ;  dagegen  wollen  wir  jetzt  annehmen^ 
dass  die  Flüssigkeit  sich  gleichförmig  nm  eine  feste  Achse  drehe, 
and  die  Bedingungen  aufsuchen ,  unter  welchen  alle  Flüssigkeits- 
theilehen  ihre  gegenseitigen  Lagen  behalten.  Nach  dem  d^Alembert- 
schen  Principe  genügt  hierzu ,  dass  in  jedem  Punkte  Gleichgewicht 
stattfindet  zwischen  den  gegebenen  Kräften  und  den  Kräften,  welche 
jenen  gleich  und  entgegengesetzt  sind ,  die  jedem  freien  Punkte  die 
wirklich  vorhandene  Bewegung  mittheilen  würden.  Das  Gleichge- 
wicht findet  also  statt  zwischen  den  gegebenen  Kräften  und  den  Gen- 
trifngalkräften,  welche  als  an  denMolecülen  selbst  wirkend  betrach- 
tet werden.  Heisst  fi>  die  Winkelgesclpv^indigkeit,  so  werden  die 
nach  den  Achsen  der  x  und  y  gerichteten  Componenten  der  Centri- 
fagalkrafb  durch  (a\r  und  cai^y  dargestellt ,  und  die  dritte  Componente 
ist  Null ,  wenn  man  die  Drehungsachse  zur  Achse  der  z  nimmt.  Zur 
Bestimmung  des  Druckes  hat  man  also 

7)         dp  =  Q  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  (»^xdx  +  ai^ydy) ; 

die  durch  die  Gentrifugalkraft  eingeführten  Glieder  müssen  in  Ver- 
bindung mit 

^  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 

ein  exactes  Differential  bilden;  die  gemeinsame  Gleichung  der 
Niveauflächen  ist  daher 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  m^{xdx  +  ydy)  =  0  oder  9>  =  c, 

wo  q>  die  Function  von  x^  y^  z  bezeichnet,  deren  erstes  Glied  mit  q 
mnltiplicirt  das  Differential  ist,  und  c  eine  willkürliche  Constante  be- 
deutet. 


—    188    — 

Wenn  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  sei  letztere  homo- 
gen oder  heterogen,  einem  coustanten  Drucke  unterliegt,  so  ist  sie 
selbst  eine  Niveanfläche  nnd  ihre  Gleichung  in  der  allgemeinen 
Gleichung  9  ^=  c  enthalten.  Aus  dem  gesammten  Volumen  der 
Flüssigkeit  und  der  Gestalt  des  Gefiisses,  in  welches  sie  einge- 
schlossen ist,  kann  jetzt  der  Werth  von  c  bestimmt  werden,  wie 
wir  an  einigen  Beispielen  zeigen  wollen. 

9.  Wir  setzen  eine  homogene  schwere  Flüssigkeit  voraus, 
deren  freie  Oberfläche  einem  constanten  Drucke  P  unterworfen  ist 
und  welche  sich  in  einem  verticalen  Cylinder  befindet,  dessen  Grund- 
fläche den  Badius  a  besitzt,  und  in  welchem  sie  sich  im  Znstande 
der  Buhe  bis  zu  der  Höhe*A  erhebt.  Zur  Achse  der  z  nehmen  wir 
die  Achse  des  Cylinders  in  entgegengesetztem  Sinne  mit  der 
Schwere.    Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 

X  =  ^   r=0,  Zt=  — p, 

und  die  Gleichung  7)  wird 

dp=^  —  gqdz  +  ^  »'  (jx:äx  +  ydy). 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Niveauflächen  ist  daher 

—  gdz  +  a!^  {xdx  +  y  dy)  =^  0, 

und  durch  Integration 

WO  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Diese  Gleichung  ge- 
hört zu  einem  Botationsparaboloide  um  die  Achse  der  z,  und  c  ist 
die  Höhe  ihres  Scheitels  über  der  Ebene  der  Grundfläche. 

Da  die  freie  Oberfläche  einem  constanten  Drucke  unterliegt,  so 
ist  sie  eine  Niveaufläche  und  man  erhält  ihre  Gleichung,  wenn  man 
dem  c  in  der  letzten  Gleichung  den  nöthigen  speciellen  Werth  er- 
tbeilt.  Dieser  bestimmt  sich  aus  dem  Volumen  der  Flüssigkeit,  das 
jetzt  von  der  Oberfläche  begrenzt  wird ,  aber  noch  dasselbe  wie  frü- 
her, nämlich  =  na^h  sein  muss.   Man  findet  für  dieses  Volumen 

na^z  —  ^  fz'  —  c)*, 

wo  z  dem  Punkte  entspricht,  in  welchem  die  erzeugende  Parabel 
den  Cylinder  schneidet ;  dieser  Werth  ist 

z  =c  4- 
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Zur  Bestimmung  von  c  erhält  man  die  Gleichung 

ita^h  =  na^c  H , 

voraus 

c  =:h • 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Flüssigkeit  ist  demnach 

.2  ^  .,2  __  ^ 


Um  den  Druck  in  einem  beliebigen  Punkte  zu  ermitteln  integrirt 
man  den  Werth  von  dp  und  findet ,  wenn  c  eine  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet, 


a>2 


p  =  —g^z+^--  (a;2  +  y2)  +  c; 


2 


c  bestimmt  sich  aus  der  Bedingung,  dass  an  der  Oberfläche  p  =  P 
bein  muss;  man  findet 

voraus 

c=p —  +  ^^Ä, 

womit  die  vollständige  Lösung  des  Problems  gegeben  ist. 

Wenn  die  Flüssigkeit  von  der  Ruhelage  ausgeht  und  zu  der 
Gleichgewichtslage  in  der  Rotationsbewegung  gelangt,  so  hat  sich 
der  auf  der  Achse  liegende  Punkt  der  freien  Oberfläche  um  ebenso- 
viel gesenkt,  als  die  in  Berührung  mit  dem  Cylinder  stehenden  Punkte 
gestiegen  sind.    In  der  That  ist  die  Höhe  c  des  Scheitels  des  Para- 

Ä  CO 

boloids,  welches  die  Flüssigkeit  begrenzt,  =Ä  ^ und  die  Höhe 

der  Punkte  des  Paraboloids,    welche    auf  der  Cylinderoberfläche 

liegen, 


=  c  +  -— -  =Ä  + 


agf  ^ 
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Beide  Höhen  nnterselieideii  sich  von  der  anAnglichen  Höhe  h  am 
eine  nnd  dieselbe  Grösse • 

10.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  untersuchen,  wo  die  Molecüle 
der  in  einem  Gefösse  eingeschlossenen  Flüssigkeit  von  einer  Kraft 
getrieben  werden ,  welche  gegen  einen  festen  Punkt  gerichtet  und 
der  Entfernung  von  diesem  Funkte  proportional  ist 

Bezeichnen  wir  mit  fi  den  Werth  dieser  Kraft  in  der  Einheit 
der  Entfernung  und  nehmen  zum  Anfang  den  festen  Punkt,  nach 
welchem  sie  gerichtet  ist,  so  sind  — fta:,  — jiiy,  — fiz  ihre  Compo- 
nenten;  dagegen  werden  die  Componenten  der  Centrifugalkraft, 
wenn  co  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet,  durch  gAx  und  (xi^y 
ausgedrückt,  und  es  ist  daher  die  Differentialgleichung  der  Niveau - 
flächen 

(flj^  —  f*)  {xdx  +  y  dy)  —  fiz  <fz  =  0, 

woraus 

^'  +  y'  +  -^  =  c, 

wo  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Die  Niveauflächen  sind 
daher  Umdrehungsflächen  zweiten  Grades  um  die  Rotationsachse, 
und  zwar  Ellipsoide  für  g>^  <  (ti ,  dagegen  Ebenen ,  die  senkrecht 
auf  der  Achse  stehen ,  wenn  of  =  (1,  was  man  unmittelbar  nachwei- 
sen kann ;  für  co^  >  ft  werden  sie  zu  Hyperboloiden  mit  einer  oder 
zwei  Mantelflächen ,  je  nachdem  c  positiv  oder  negativ  ist.  In  allen 
Fällen  ergiebt  sich  der  Werth  der  Constanten  aus  dem  Volumen  der 
Flüssigkeit  9  welches  zwischen  der  Oberfläche  des  Gefasses  und 
einer  der  Niveauflächen  enthalten  ist,  und  welches  dem  Volumen 
der  gegebenen  Flüssigkeit  immer  gleich  sein  muss. 

In  dem  Falle  co^  >  |u,  bestimmt  die  .Grösse  dieses  Volumens 
nicht  allein  den  absoluten  Werth,  sondern  auch  das  Vorzeichen  der 
Constanten  c ,  d.  h.  der  Ausdruck  derselben  lässt  erkennen ,  ob  das 
Hyperboloid  eine  oder  zwei  Mantelflächen  besitzt;  es  hält  nicht 
schwer,  sich  davon  allgemein  zu  überzeugen.  Zu  diesem  Zwecke 
wollen  wir  irgend  einen  Werth  von  o>  betrachten  und  für  c  einen 
negativen  Werth  nehmen ;  das  Hyperboloid  besitzt  dann  zwei  Man- 
telflächen, und  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  concav,  ohne 
welche  Bedingung  der  Druck  nicht  gegen  das  Innere  gerichtet  sein 
könnte.   Lassen  wir  den  Werth  von  c  bis  Null  wachsen,  so  bleibt  der 
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Asymptotenkegel  derselbe ,  and  während  die  Oberfläche  des  Hyper- 
boloids sich  ihm  nnanfhörlich  nähert,  nimmt  das  durch  letzteres  be- 
grenzte Volumen  ab  und  redncirt  sich  im  Grenzfalle  auf  das  Kegel- 
Tokmen.  Gehen  wir  dagegen  von  einem  positiven  Werthe  des  c  aus, 
so  besitzt  das  Hyperboloid  nur  eine  Mantelfläche  und  die  freie  Ober- 
flache der  Flüssigkeit  ist  convex;  bei  abnehmendem  c  wächst  das 
Yolamen  der  in  dem  Gefässe  eingeschlossenen  Flüssigkeit,  weil  die 
sie  begrenzende  Oberfläche  sich  mehr  und  mehr  eben  demselben 
Kegel  nähert ,  ausserhalb  dessen  sie  liegt ;  für  c  =  0  erreicht  das 
Volomen  seinen  grössten  Werth,  welcher  mit  dem  kleiasten  Werthe 
Tdr  die  Hyperboloide  mit  zwei  Mantelflächen  zusammenfällt.  Daraus 
folgt,  dass  es  unter  allen  Hyperboloiden  beider  Gattungen  nur  ein 
einziges  giebt  und  dass  immer  eines  existirt,  welches,  wenn  das 
Gerass  unendlich  ist,    einer  gegebenen  Masse  von  Flüssigkeit  und 

einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  >  ]/^  entspricht. 

GHaichgewichtsform  einer  rotirenden  Flüssigkeit,  deren  Molecüle 

sich  gegenseitig  anziehen. 

11.  Bei  den  vorigen  Aufgaben  war  die  auf  jedes  Molecül  wir- 
kende Kraft  bekannt  und  unabhängig  von  der  Lage  der  andern 
Molecüle;  anders  verhält  sich  die  Sache  in  der  Natur,  wo  jedes 
Molecül  von  jedem  andern  angezogen  wird  und  die  Resultante  die- 
ser Wirkungen  nothwendig  von  der  Gestalt  der  Flüssigkeit  abhängen 
muss;  da  aber  diese  Gestalt  unbekannt  ist,  so  sind  es  die  mit 
V,  r,  Z  bezeichneten  Kräfte  gleichfalls ,  und  das  Problem  wird  un- 
gleich schwieriger. 

Bei  einer  homogenen  Flüssigkeit,  innerhalb  deren  die  Anziehung 
im  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung  steht,  kann 
man  das  Problem  nur  lösen,  wenn  man  eine  sehr  kleine  Winkelge- 
schwindigkeit voraussetzt,  welche  der  Flüssigkeit  eine  wenig  von 
der  Kugel  abweichende  Gestalt  ertheilt.  Doch  lässt  sich  immer  nach- 
weisen, dass  die  Figur  eines  Botationseliipsoids  der  Bedingung  des 
Gleichgewichts  genügt,  sobald  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  ge- 
wisse Grenze  nicht  überschreitet.     Ist  nämlich 

^    ,     Jg^  +  y^   _ 
c2   "^  c^  (1  +  A2)  ~ 

^ie  Gleichung  eines  abgeplatteten  Botationseliipsoids  um  die  Achse 
^et  z,  80  werden  die  drei  Componenten  ^,  F,  Z  der  Anziehung  der 


1 
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Masse  dieses  EUipsoids  auf  einen  Pnnkt  x,  jf,  z  seiner  OberflXche 
dorch  folgende  Formeln  bestimmt 

IT  =  ^^  [i  -  (1  +  i')  arctofH,  i], 
r  =  ^^  [i  —  (1  +  i*)  (u-ctang  i], 

in  denen  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnet  Damit 
Gleichgewicht  stattfinde ,  muss  die  Besultante  dieser  drei  Kräfte  und 
der  Centrifngalkraft ,  deren  Componenten  co^x,  cal^y  sindj  in  jedem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Oberfläche  des  EUipsoids  stehen;  dies 
liefert  zwischen  den  Coordinaten  dieser  Oberfläche  und  ihren  Diffe- 

rentialen  folgende  Gleichung,  in  welcher %=  fi  gesetzt  ist, 

[  A  —  (1  +  A2)  arctang  i  +  (il^]  (x  dx  +  y  dy) 
+  2  {arc tangl—X)  (l  +  i*)  zdz  =  0. 

Vermöge  der  Gleichung  des  EUipsoids  gilt  zwischen  denselben  Coor- 
dinaten die  Gleichung 

xdx  +  ydy  +  (l  +  X^)zdz  =  0. 

Da  der  Werth  v^on  zdz  in  beiden  Gleichungen  übereinstimmen  muss, 
was  auch  x^  y,  dx^  dy  sein  mögen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
von  A  folgende  Bedingung : . 

l  —  (1  +  A^)  arctang  A  +  ftA'  ==  2  {arctang  A  —  A), 

oder 

.X                {^+ l^)  arctang  k  —  ^X        3+^2/  3^    \ 

,)      ^= _ ^  ^_  (arctang  l-^. 

Fttr  den  Augenblick  sei  zur  Abkürzung 

arc  fang  l  —  g— j  =  <p(l); 

es  ergiebt  sieb  dann  durch  Differentiation 

41* 


v  W  = 


(»+*')  (3  +  i*)* 
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Ans  dem  positiven  Vorzeichen  von  (fX^)  erkennt  man  ,  dass  g>{X) 
bestandig  wächst,  und  da  dieses  Wachsthum  mit  9^(0)  =  0  anfängt, 
so  ist  9>(A),  mithin  auch  ft,  positiv  für  alle  positiven  Werthe  von  l. 
Jeder  beliebigen  Abplattung  k  entspricht  daher  eine 
reelle  Winkelgeschwindigkeit  nach  der  Formel 


2)  ©  =  j/lnq^nf. 

Ob  umgekehrt  jeder  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  ©  oder 


«2 


jedem  gegebenen  ft  = -;  eine  reelle  Abplattung  entspricht,  be- 
darf einer  genaueren  Untersuchung,  die  sich  am  anschaulichsten 
gestaltet,  wcnA  man  X  als  Abscisse,  fi  als  Ordinate  und  die  Glei- 
chung j)  als  Gleichung  einer  ebenen  Curve  betrachtet;  die  Gestalt 
dieser  Linie  ergiebt  sich  aus  folgender  Discussion. 

Die  Differentiation  der  Gleichung  ])  liefert 
oder  auch 

wobei  zur  Abkürzung 

*^  ^^^)-=  (1  +  l'^)  (9  +  l^)  -  "''  '""^  ^- 

gesetzt  wurde.  Man  bemerkt  sogleich,  dass  (i  sein  Vorzeichen 
ebenso  oft  als  F{k)  wechselt,  und  es  ist  daher  zunächst  F  (k)  zu 
untersuchen. 

Man  findet  durch  Differo.iitiation 


(1  +  AT  (9  +  A'^)^ ' 

Dieser  Ausdruck  bleibt  positiv  von  k  =  0  bis  A  =1=  j/^^  verschwindet 

für  A  =  ^3,  und  wird  negativ  für  k  >  j/^.     Die    Function  F{k) 

wächst  demnach  von  A  =  0  bis  A  ^=  ^3,  erreicht  an  dieser  Stelle 
ilirrn  Maximalwerth  und  nimmt  dann  continuirlich  ab.  Das  Wachs- 
thum beginnt  mit  dem  Werthe  ^  (o)  =  0  und  geht  daher  auf  der  po- 
sitiven Seite  vor  sich;  die  Abnahme  fangt  an  mit  dem  positiven 
Maximalwerthe 

U.  13 
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F(/H)- 


5;/3 


n 


=  0,03j3 


8  3 

und  gehl  bis  zu  dem  asymptotischen  Werthe 

Hieraus  ist  ersichtlich ,  daps  es  ausser  A  =  0  nur  noch  einen 
einzigen  positiven  Werth  von  X  geben  kann,  für  welchen  F{1)  ver 

schwindet;  dieser  Werth  liegt  zwischen  A  =  |/3  und  A  =  oc,  ge- 
nauer ist  er 

A  =  2,5293 

und  zwar  geht  F{X)  an  dieser  Stelle  aus  dem  Positiven  ins  Negativa 
über. 

Kehren  wir  nun  zur  Gleichung  3)  zurück,  so  wissen  wir  ans  dfiu 
Vorigen,  dass  fi  für  A  =  0  verschwindet,  für  0  <  A  <  2,5293  positiv 
bleibt,  für  A  =  2,5293  zu  Null  wird  und  darüber  hinaus  negativ  ist. 
Die  erwähnte,  durch  die  Gleichung  j)  bestimmte  Curve  geht  dem- 
nach vom  Coordinaten anfange  aus^  wobei  sie  die  Abscissenachse  be- 
rührt, steigt  nachher  bis  sie  für  A  =:  2,5293  ihr  Maximum  erreicht, 
und  fallt  dann  continuirlich.     Da  der  Ausdruck 


f*  =  (p  +  jj  arctang  A  — 


für  unendlich  wachsende  A  gegen  die  Grenze  Null  convergirt,  so  i>! 
die  Abscissenachhc  die  Asymptote  die  Curve.  Man  kennt  jetzt  di»" 
Gestalt  der  betrachteten  Linie,  wovon  die  Figur  ein  Bild  giebt;  OA 
ist  darin  =:z  2,5293,  OB  c=:  AC  die  zugehörende  Maximalordinate  :=: 
0,2246. 


Wenn  nun  zu  einem  gegebenen  ft  das  entsprechende  A  gefun- 
den, d.  h.  die  Gleichung  l)  nach  A  aufgelöst  werden  soll,  so  l&sst  sich 
diess  graphisch  machen,    indem  man  die  Ordinate  OAf  = /»  nimmt, 
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darch  M  eine  Parallele  zur  Abscissenachse  zieht  und  den  Durch- 
<^chnllt  P  der  Parallelen  mit  der  Curve  aufdQclit;  die  Abscisse  von 
P ist  das  gesuchte  A.  Man  bemerkt  aber  sofort,  dass  die  Parallele 
nnd  die  Curve  sich  keinmal,  einmal  oder  zweimal  schneiden,  je  nach- 
dem fi  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  die  Maximalurdinate  AC  ist; 
einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  o  entspricht 
daher    kein    Rotationsellipsoid,     ein     Ellipsoid,    oder 

zwei  Ycrschiedene  Ellipsoide,  je  nachdem  ^  mehr, 

ebensoviel  oder  weniger   als  0,2246  beträgt. 

Für  ft  =  0  erhält  man  die  beiden  Auflösungen  X^  :^=  0 ,  ^2  =  oo, 
ron  denen  die  erste  eine  Kugel ,  die  zweite  eine  unendliche  Ebene 
giebt;  da  eine  begrenzte  Masse  die  letztere  Form  nicht  annehmen 
kann,  so  bleibt  nur  die  erste  Auflösung  zulässig.  Ertheilt  man  die- 
ser Kugel  eine  Achsendrehung,  deren  Geschwindigkeit  stetig  zu- 
Dimnit,  so  plattet  sich  die  Kugel  mehr  und  mehr  ab,  wobei  immer 
nur  die   ersten   Wurzeln  Aj  in  Frage  kommen;    über    die  Grenze 

<ä  =  )^0,2246 .  27r^/'  hinaus  bestehen  aber  keine  Ellipsoide  mehr, 
f'dglich  tritt  jetzt  eine  andere  Gleichgewichtsfigur  ein. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid 
nicht  die  einzig  mögliche  Gleichgewichtsfigur  ist ;  in  der  That  hat 
äüch  Jacobi  bereits  gezeigt,  dass  sogar  ein  dreiachsiges  Ellipsoid 
als  Gleichgewichtsfigur  dienen  kann  (s.  Crelle^s  Journal  Bd.  24,  S.44), 
^^'ch  würde  uns  diese  Untersuchung  hier  zu  weit  führen. 


13* 


Drittes  Capitel. 

Das  Gleichgewicht  schwerer  Flüssigkeiten  jind 

schwimmender  Körper. 


Der  Druck  schwerer  Flüssigkeiten. 

12.  Wirkt  mir  die  Schwere  auf  die  Molecüle  einer  homogenen 
Flüssigkeit,  so  hat  man 

rfp  :i^  —  QgdZy  worans  p  =  —  Qgz  +  c, 

und  wenn  P  den  der  Uöhe  z  =  h  entsprechenden  Druck  bezeichnet, 
so  ist  definitiv 

p  =  Qg  (h  —  z)  +  P. 

Die  Niveauflächen  sind  also  horinzontale  Ebenen  und  der  Druck  in 
jedem  Punkte  hängt  nur  von  der  Höhe  ab« 

Die  Dichtigkeit  q  kann  sich  hierbei  in  irgend  einer  Weise 
ändern  und  ist  dann  eine  Function  von  z]  sie  bestimmt  sich  durch 
die  Formel 

iz. 


—  g  I  Qdi 


13«  Als  wir  die  Zunahme  des  Drucks  berechneten,  der  bei 
dem  Uebergang  von  einem  Punkte  einer  Flüssigkeit  zu  einem  an« 
dern  stattfindet,  zerlegten  wir  diese  Flüssigkeit  in  stetig  zusammen« 
hängende  Parallelepipede  und  untersuchten  nun  wie  viel  der  Druck 
von  der  einen  Seitenfläche  bis  zur  parallelen  Seitenfläche  zunahm 
Diese  Anschauungsweise  gilt  nicht  mehr,  wenn  in  der  Flüssigkeil 
Wände  existiren,  welche  die  Verbindung  der  Flüssigkeitstheile  auf 
heben ;  wären  die  Wände  so  beschaffen ,  dass  sie  die  Verbindung 
nicht  völlig,  sondern  nur  theilweise  aufhöben,  so  würde  gleichfalh 
eine  Modification  der  obigen  Theorie  eintreten  müssen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  Schwere  auf  die  Flüssig 
keit  wirkt,  sahen  wir,  dass  der  Zuwachs  des  Dmgkes  Null  ist,  wem 
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man  von  der  verticftlcn  Seitenfläche  eines  Parallelepipedes  zu  der 
gegenüberstehenden  Fläche  übergeht,  voraussgesetzt,  dass  dieses 
Parallelepiped  ans  der  Flüssigkeit  ohne  Unterbrechung  gebildet  ist. 
Demnach  kann  der  Druck  in  zwei  Punkten  derselben  Horizontal- 
ebene nur  dann  für  gleich  gelten ,  wenn  man  von  dem  einen  Punkte 
zum  andern  mittelst  der  Flüssigkeit  ohne  Unterbrechung  übergehen 
kann,  während  man  in  derselben  Horizontalebene  bleibt. 

14.  Nach  dieser  Bemerkung  untersuchen  wir  das  Gleich- 
rt^wicbt  von  zwei  in  verschiedenen  Gefassen  befindlichen  Flüssig- 
keiten, welche  durch  einen  horizontalen  Canal  mit  einander  com- 
oinnicireD.  Durch  den  tiefsten  Punkt  dieses  Canals  legen  wir  eine 
Wizontale  Ebene ;  die  Flüssigkeiten ,  welche  sich  unterhalb  dieser 
Ebene  befinden ,  können  dann  sehr  verschiedenen  Drucken  in  Punk- 
ten auf  einer  und  derselben  Horizontalcbene  unterworfen  sein. 
Legen  wir  ferner  eine  Horizontalebene  durch  den  höchsten  Punkt 
<i('s  Canals,  so  muss  der  Druck  in  allen  Punkten  irgend  einer  zwi- 
>cben  beiden  Ebenen  liegenden  Horizontalebene  derselbe  sein ;  für 
lie  höher  gelegenen  Ebenen  kann  er  in  beiden  Gefassen  wieder  ver- 
Kbieden  sein.  Aber  in  jedem  von  ihnen  stehen  die  oberhalb  des 
Canals  befindlichen  Flüssigkeitsthcile  unter  den  eben  bewiesenen 
Gesetzen,  und  sie  utiterliegen  in  Bezug  auf  einander  nur  der  Be- 
dingung, dass  sie  auf  die  durch  den  höchsten  Punkt  des  Canals  ge- 
legte Horizontal  ebene  einen  und  denselben  Druck  hervorbringen. 
Ebenso  wirkt  auf  die  unterhalb  des  Canals  liegenden  Theile  ein  an 
'■(T  Oberfläche  gleicher  Druck  und  sie  müssen  unabhängig  von  ein- 
''^Q<ler  den  allgemeinen  Bedingungen  des  Gleichgewichts  genügen. 

Auf  diese  Betrachtungen  gründet  sich  die  Theorie  der  Heber, 
«es  Barometers,  der  Wasserwaagen,  der  hydraulischen  Presse  etc. 

15.  Druck  auf  die  Wände.  Wir  denken  uns  eine  ebene 
'^and  in  unendlich  kleine  Elemente  dl  getheilt  und  bezeichnen  mit 
■  <len  Abstand  irgend  eines  Elementes  von  der  äusseren  Oberfläche 
'^^f  Flüssigkeit,  die  wir  als  homogen  annehmen.  Der  durch  die 
nSssigkcit  auf  das  Element  dl  ausgeübte  Druck ,  abgesehen  von  ei- 
^'^m  etwaigen  äusseren  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ausgeübten 
^cke,  ist  =  ^^  z  dl  und  die  Summe  aller  dieser  Kräfte 

*o  /  den  Flächeninhalt  der  Wand  und  z^  den  Abstand  ihres  Schwer- 
Nkts  von  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  bezeichnet.  Daraus  folgt, 
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dass  der  Druck  derselbe  bleibt,  welche  L%ge  die  Wand  aacb  anneh- 
men möge ,  wenn  nur  der  Schwerpunkt  derselben  seine  Lage  nicht 
ändert. 

Dietfer  Druck  ist  durchaus  unabhängig,  von  der  Form  des  Ge- 
fäHseSy  und  man  kann  auf  den  Boden  eines  Gef^sses  einen  betraclii- 
liehen  Druck  mit  einem  sehr  geringen  Gewicht  Flüssigkeit  hervor- 
bringen, vorausgesetzt,  dass  der  Abstand  des  Bodens  von  der  freien 
Oberfläche  sehr  gross  ist. 

Der  Angriffspunkt  der  Resultante  aller  Pressungen,  der  soge- 
nannte Mittelpunkt  des  Drucks,  lässt  sich  mittelst  der  ge- 
wöhnlichen Theorie  des  Mittelpunkts  paralleler  Kräfte  berechnen; 
bei  eiuer  horizontalen  Wand  fällt  er  mit  deren  Schwerpunkte  zu- 
sammen, in  jedem  anderen  Falle  liegt  er  tiefer  als  dieser.  Ziehen 
wir  nämlich  durch  letzteren  in  der  Ebene  der  Wand  eine  Horizon- 
tale, so  zerfflllt  die  Fläche  derselben  in  zwei  Theile,  deren  Momente 
in  Bezug  auf  jene  horizontale  Gerade  gleich  sind.  Der  Gesamrat- 
druck,  welcher  auf  den  unterhalb  dieser  Horizontalen  gelegenen 
Theil  der  Wand  ausgeübt  wird,  giebt  in  Beziehung  auf  diese  Hori- 
zontale ein  grösseres  Moment,  als  der  auf  den  oberhalb  derselben 
gelegenen  Theil  ausgeübte  Druck;  denn  wenn  man  sich  die  ganze 
Fläche  in  gleiche  Elemente  getheilt  denkt,  so  ist  der  auf  jedes  de- 
ment des  unteren  Theiles  ausgeübte  Druck  grösser  als  der  grösste 
von  denen,  welche  auf  die  Elemente  des  oberen  Theils  ausgeübt 
werden.  Nähme  man  alle  diese  Drucke  dem  grössten  von  ihnen, 
welcher  sich  auf  die  Punkte  der  durch  den  Schwerpunkt  gelegten 
Horizontalen  bezieht,  gleich,  und  alle  übrigen  dem  kleinsten  von 
ihnen  gleich,  welcher  sich  ebenfalls  auf  die  Punkte  derselben  Ho- 
rizontalen bezieht,  so  würden  die  Summen  der  Momente  gleich  sein ; 
nimmt  man  sie  dagegen  wie  sie  wirklich  sind,  so  ist  die  Summe  für 
diejenigen  grösser,  welche  sich  auf  den  unteren  Theil  beziehen; 
also  liegt  der  Mittelpunkt  der  Druckkräfte,  welche  auf  die  Wand 
ausgeübt  werden,  unterhalb  der  Horizontalen,  welche  durch  den 
Schwerpunkt  gelegt  ist. 

Um  die  Coordinaten  dieses  Punktes  kennen  zu  lernen,  hat  man 
drei  Coordinatenebenen  zu  wählen,  in  Bezug  auf  diese  die  Summe 
der  Momente  der  auf  jedes  Element  der  Wand  ausgeübten  Druck- 
kräfte zu  berechnen,  und  das  Resultat  durch  die  Summe  der  Druck- 
kräfte zu  dividiren. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Momente  in  Beziehung  auf  die 
Ebene  der  x  und  y.    Bezeichnet  dk  ein  unendlich  kleines  Element 
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(It'r  Waud,  so  ist  der  auf  daaßelbe  ausgeübte  Druck  =  gQ  z  dl,  und 

j-ein  Moment  =  g(^  z^  dl]  nennen  wir  ferner  x\  y\  z  die  Coordinaten 

des  Mittelpunkts  des  Drucks,  .r^,  yj ,  z^  die  des  Schwerpunkts  der 

Waud  and  A  ihren  Flächeninhalt,  so  erhalten  wir  die  Glüichunc^ 

# 

Jlz^dl  =  zZzdl  ~  Azz^ , 

wo  die  beiden  Integrale  £  sich  auf  alle  Elemente  der  Wand  er- 
strecken. Als  Momentengleichungen  in  Bezug  auf  die  beiden  andern 
Projectionsebeiicn  finden  wir  in  ähnlicher  Weise 

ü  yzdl  :^  ^y'*j  ,    £XZ  dl  :::=  AXZ^. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Drucks  sind  also: 

I  xz  dl  I  yz  dl  I  z^dl 

Az^      '   -^  Az^      '  Az^ 

16.  Beispielweis  betrachten  wir  eine  trapezförmige  Wand  mit 
horizontaler  Grundlinie.  Hier  sieht  man  leicht ,  dass  der  Mittelpunkt 
des  Druckes  auf  der  Geraden  liegt ,  welche  die  Mittelpunkte  der  pa- 
rallelen Seiten  verbindet,  und  es  genügt  daher,  eine  der  drei  Coor- 
dinaten dieses  Punktes,  z.  B.  z,  zu  kennen.  Zerlegen  wir  das  Trapez 
in  unendlich  kleine  Streifen,  welche  den. beiden  Parallelseiten  pa- 
rallel laufen,  so  ergiebt  sich  die  Summe  /  z-dl  dadurch,  dass  man 

die  Fläche  eines  jeden  dieser  Streifen  mit  dem  entsprechenden 
Werthe  von  z^  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producte  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  Trapezes  bildet.  Sei  a  die  obere,  b  die  un- 
ter Parallelseite  des  Trapezes,  h  seine  Höhe,  u  die  Entfernung  ei- 
nes beliebigen  Schnittes  von  der  oberen  Grundlinie,  c  die  Entfcr- 
Dung  dieser  Grundlinie  von  dem  Niveau  der  Flüssigkeit,  und  y  der 
»Vjnkel  zwischen  der  Ebene  des  Trapezes  und  der  Horizontalobene, 
»0  wird  der  Flächeninhalt  eines  beliebigen  Schnittes  durch  folgen- 
«ien  Ausdruck  dargestellt 


V  +  ^«)rf«; 


andererseits  ist 


z  t=i  c  -i-  u  sin  y, 
•»an  hat  also  den  Ausdruck 
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j  {c  -{-  u  sin  yY  (  «  +  — r~<^ )  ^^ 


zu  berecbuen  und  das  Resultat  durch 

jz^  =  — Hi (c  +  t/j  stu  y) 

zu  dividircn  um  zur  Kenntniss  von  /  =  c  +  u  s'n  y  zu  gelangen. 
Der  Werth  von  u  bestimmt  die  Lage  des  Mittelpunkts  des  Druckes 
bequemer  als  /;  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Rechnungen 
findet  man 

. A^  (q  +  3^>)  sin  y  +  Ihc  {a  +  2^») 

"  ""^  2Ä  (a  +  2ö)  sin  y  +  6c  (a  +  b)  ' 

Für  c  =  0,  d.  h.  wenn  die  obere  Grundlinie  im  Niveau  der  Flüssig- 
keit liegt,   wird  einfacher 

,        h{a  +  36) 

u  =  — ^ '• 

2  (tf  +  26) 

In  diesem  Falle  ist  der  Mittelpunkt  des  Druckes  unabhängig  von 
der  Neigung  der  Wand. 

Sowohl  f ür  a  =  0  als  für  ft  =  0  reducirt  sich  das  Trapez  auf 
ein  Dreieck;  im  ersten  Falle  liegt  die  Spitze  desselben  im  Wasser- 
spiegel und  u  ist  dann  =  Ja;  im  zweiten  Falle  liegt  die  Grundlinie 
des  Dreiecks  im  Niveau  und  u  erhält  den  Werth  ^h. 

17'  Die  auf  eine  krumme  Wand  ausgeübten  Druckkräfte  las- 
sen sich  nicht  immer  auf  eine  Einzelkraft  zurückführen ,  weil  ihre 
Richtungen  nicht  parallel  laufen ;  da  sie  aber  auf  einen  festen  Kör- 
per wirken,  so  können  sie  immer  auf  zwei  Kräfte  reducirt  werden. 
Sobald  man  nämlich  die  Intensität  jedes  elementaren  Druckes  und  die 
Coordinaten  seines  Angriffspunktes  kennt,  führt  man  jene  Elementar- 
kräfte durch  die  gewöhnlichen  Methoden  auf  drei  nach  den  Coordi- 
natenachsen  gerichtete  Kräfte  und  auf  drei  Paare  zurück,  welche 
dieselben  Richtungen  zu  Achsen  haben.  Dann  zeigt  sich  von  selbst, 
ob  die  zur  Existenz  einer  Resultante  nothwendige  Bedingung  erfüllt 
ist  oder  nicht,  und  man  wird  dieselbe  im  erstenFalle  leicht  bestim- 
men. Im  entgegengesetzten  Falle  reducirt  man  das  Kräftesystem 
auf  eine  Einzelkraft  und  auf  ein  Paar  oder ,  was  dasselbe  ist ,  auf 
zwei  Kräfte. 
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Der  Drack  auf  eingetaachte  Körper. 

18.  Wir  wollen  insbesondere  den  Druck  betrachten,  welcher 
auf  die  Oberfläche  eines  ganz  oder  th eilweise  in  eine  schwere  Flüs- 
sigkeit eingetauchten  Körpers  ausgeübt  wird,  wenn  letztere  sich  im 
Gleichgewichte  befindet.  Vorerst  ist  hier  leicht  einzusehen,  dass 
die  horizontalen  Componenten  der  Druckkräfte  sich  auflieben  und 
dass  nur  die  verticalen  Componenten  übrig  bleiben ,  welche  immer 
eine  Resultante  haben. 

Wir  denken  uns  einen  Theil  der  Oberfläche  zwischen  zwei  ho- 
rizontalen unendlich  nahen  £benen  und  betrachten  zunächst  die  pa- 
rallel zur  Achse  der  x  wirkenden  Componenten  der  Druckkräfte. 
Die  Zerlegung  der  Oberfläche  können  wir  in  beliebiger  Weise  aus- 
fuhren, sie  möge  zunächst  durch  Ebenen  geschehen,  welche  ein- 
ander unendlich  nahe  und  der  arz-£bene  parallel  sind ,  so  dass  die 
Oberfläche  in  Elemente  zerfällt,  von  denen  je  zwei,  auf  die  ^z-Ebene 
projicirt ,  das  Rechteck  dy  dz  zur  gemeinsamen  Projection  haben. 
Bezeichnet  man  nun  mit  p  den  Druck,  welcher  dem  Abstände  des 
Streifens  von  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  entspricht,  und 
mit  a,  /3,  y  die  Winkel,  welche  die  Normale  in  einem  beliebigen 
Punkto  des  Streifens  mit  den  Achsen  der  Xy  der  y  und  der  z  bildet, 
so  sind  die  Componenten  des  Druckes  jxo,  welcher  auf  ein  Element 
a  dieses  Streifens  ausgeübt  wird, 

p  G)  COS  er ,  />  G9  cos  ßy   p  (o  cos  y, 
•»der 

p  dy  dz,  p  dx  dz,  p  dx  dy 

d.  h.  sie  sind  gleich  den  Druckkräften,  welche  die  Projectionen  des 
Elementes  o  auf  drei  den  Coordinatenebenen  parallele  Ebenen  in 
«-inem  und  demselben  Punkte  erleiden  würden.  W^s  aber  die  beiden 
Kiemente  betrifft,  welche  dieselbe  Projection  dy  dz  auf  die  Ebene 
•ler  y  und  z  besitzen,  so  heben  sich  die  zur  Achse  der  x  parallelen 
Komponenten  auf,  weil  ihre  Werthe  gleich  p  dy  dz  und  von  ent- 
;:ogengesetzteui  Zeiclien  sind,  und  da  alle  Elemente  des  Streifens 
[»aarweise  so  betrachtet  werden  können,  so  folgt  daraus,  dass  alle 
Jer  Achse  der  x  parallelen  Componenten  der  Druckkräfte,  welche 
-lieser  Streifen  erleidet,  sich  gegenseitig  auflieben.  Ebenso  verhält 
es  sich  mit  den  zur  Achse  der  y  parallelen  Componenten ;  hier  würde 
man  Elemente  bilden,  welche  paarweise  eines  und  dasselbe  Recht- 
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eck  dx  dz  zur  gemeioscbaftlichen  Projectioa  haben.  Es  folgt  daraus, 
dass  allein  die  verticalen  Componenten  der  Druckkräfte,  welche  der 
Streifen  erleidet,  übrig  bleiben,  und  es  sind  nur  noch  diese  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  eingetauchten  Körpern  zusammenzusetzen. 
Denkt  man  sich  jene  Ebenen ,  welche  einerseits  der  .rz-£bene, 
andererseits  der  ^z-Ebene  parallel  gestellt  waren,  gleichzeitig  con- 
struirt,  so  zerfällt  die  Oberfläche  des  Körpers  in  Elemente,  von  de- 
nen je  zwei,  auf  die  horizontale  xy-Ebene  projicirt,  das  Rechteck 
dx  dy  zur  gemeinschaftlichen  Projcction  haben.  Zwei  derartige  Ele- 
mente liefern  Componenten  in  entgogengesetztem  Sinne,  welche  sich 
auf  eine  Kraft  reduciren,  die  von  unten  nach  oben  gerichtet  und 
gleich  dem  Gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeitssäule  ist,  welche 
die  nämliche  Projection  dx  dy  besitzt.  Dieses  Resultat  gilt,  wie 
leicht  zu  sehen,  auch  dann  noch,  wenn  der  Körper  nicht  völlig 
untergetaucht,  sondern  nur  theilweis  eingetaucht  ist.  In  jedem  Falle 
wird  der  Körper  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  der  Schwere 
ebenso  getrieben ,  wie  der  von  ihm  verdrängte  Flüssigkeitstheil  in 
der  Richtung  der  Schwere  getrieben  werden  würde.  Die  gesammten 
auf  ihn  wirkenden  Druckkräfte  haben  demnach  eine  Resultante, 
welche  dem  Gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeit  gleich  ist  und 
an  dem  Schwerpunkte  dieses  Flüssigkeitstheiles  der  Richtung  der 
Schwere  entgegen  wirkt.  Ausserdem  wird  der  Körper  durch  sein 
eigenes  Gewicht  in  seinem  Schwerpunkte  angegriffen,  so  dass  er 
nur  dann  im  Gleichgewichte  sein  kann,  wenn  sein  Gewicht  gleich 
ist  dem  Gewichte  der  von  ihm  verdrängten  Flüssigkeit  und  der 
Schwerpunkt  der  letzteren  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers gelegten  Verticalen  liegt.  Dieses  schon  von  Arcliimedes  ent- 
deckte hydrostatische  Princip,  das  gleichmässig  für  tropfbare  und 
gasförmige  Flüssigkeiten  gilt,  fasst  man  gewöhnlich  in  die  Worte 
zusammen : 

Beim  Eintauchen  in  eine  im  Gleichgewicht  befind- 
liche Flüssigkeit,  verliert  jeder  Körper  so  viel 
an  seinem  Gewichte,  als  die  von  ihm  verdrängte 
Flüssigkeit  wiegt. 

19.  In  dem  so  eben  gegebenen  Beweise  haben  wir  alle  Druck- 
kräfte, welche  der  eingetauchte  Körper  erfährt,  in  ihre  Elemente 
aufgelöst,  man  kann  sich  aber  auch  dieser  Zerlegung  überheben 
und  die  gesammte  Wirkung  direct  bestimmen.  Der  Körper  erfährt 
nämlich  denselben  Druck ,  welchen  die  von  ihm  verdrängte  Flüssig- 
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keil  erleiden  würde  und  die  man  als  fest  gemacht  annehmen  könnte 
ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören.  Da  nun  dieser  Theil  der  Flüssig- 
keit keine  Bewegung  annimmt,  so  muss  der  Druck,  welchen  sie 
erfahrt,  die  Wirkung  der  Schwere  gerade  aufheben  nnd  folglich  zur 
Resultante  eine  verticale  Kraft  haben,  welche  gleich  ist  ihrem 
Gewichte  nnd  durch  ihren  Schwerpunkt  geht.  Jeder  in  eine  Flüssig- 
keit eingetauchte  Körper  unterliegt  also  der  Wirkung  zweier  ent- 
gegengerichteter verticaler  Kräfte,  von  denen  die  eine  seinem  Ge- 
wichte gleich  und  in  seinem  Schwerpunkte  angebracht  ist ,  und  de- 
ren andere  dem  Gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeit  gleichkommt 
nnd  durch  den  Schwerpunkt  dieser  Flüssigkeit  geht. 

Dem  Vorigen  zufolge  erhält  man  das  Gleichgewicht  eines  Kör- 
pers nur  dadurch  richtig,  dass  man  die  Abwägung  desselben  im  lee- 
ren Räume  vornimmt.  Wüsste  man,  wie  viel  er  in  der  Luft  oder  in 
irgend  einer  andern  Flüssigkeit  wiegt,  so  hätte  man  dieses  Gewicht 
am  das  eines  gleichen  Volumens  der  Flüssigkeit  zu  vergrössern,  um 
das  wahre  Gewicht  des  Körpers  zu  erhalten.  Auf  diesem  Principe 
beruht  die  Theorie  der  Aräometer  und  der  hydrostatischen  Waage. 

Gleichgewicht  schwimmender  Körper. 

20.  Soll  ein  fester  Körper,  welcher  zum  Theil  in  eine  Flüssig- 
keit eingetaucht  ist,  im  Gleichgewichte  sein,  so  ist  es  dem  Obigen 
gemäss  nothwendig,  dass  sein  Gewicht  dem  Gewichte  der  verdräng- 
ten Flüssigkeit  gleichkomme  und  dass  sein  Schwerpunkt  auf  dersel- 
ben Verticalen  liege,  auf  welcher  sich  der  Schwerpunkt  dieses  Theils 
der  Flüssigkeit  befindet.  Bei  einem  in  homogener  Flüssigkeit 
schwimmenden  Körper  fällt  der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüs- 
sigkeit von  selbst  mit  dem  Schwerpunkte  des  von  dem  andern  Kör* 
per  eingetauchten  Theils  zusammen.  Um  also  die  Lagen  zu  bestim- 
men, bei  welchen  der  Körper  im  Gleichgewichte  beharren  kann, 
muss  mau  ihn  so  durch  eine  Ebene  schneiden,  dass  das  Volumen  des 
einen  Theils  sich  zum  ganzen  Volumen  verhält,  wie  die  Dichtigkeit 
des  Körpers  zu  jener  der  Flüssigkeit  und  dass  die  Schwerpunkte  die- 
ses Theils  und  des  ganzen  Körpers  in  einer  nnd  derselben  Geraden 
liegen,  welche  auf  der  sehneidenden  Ebene  senkrecht  steht.  Das 
Gleichgewicht  tritt  dann  ein,  sobald  diese  Ebene  mit  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  zusammenfallt. 

ßeispiclsweis  betrachten  wir  ein  dreiseitiges  gerades  Prisma, 
dessen  Kanten  horizontal  liefen.    In  der  Gleichgewichtslage  hat  ca 
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(Fig.  10.) 


entweder  zwei  seiner  Kanten  oder  nur  eine  über  dem  Niveau  der 
Flüssigkeit;  wir  wollen  zuerst  den  letzten  Fall  untersuchen.  Man 
sieht  leicht,  dass  die  Länge  des  Prisma  keinen  Einfluss  auf  die  ge- 
suchte Lage  übt,  und  ferner,  dass  jede  zu  den  Kanten  parallele 
Ebene  das  Volumen  in  demselben  Verhältnisse  wie  die  Grundfläche 
theilt.  Wir  können  uns  also  auf  die  Betrachtung  der  letzteren  be- 
schränken. 

Sei  ABC  diese  Grundfläche  mit  den  Seiten 
a,  by  c,  C  die  eingetauchte  Spitze,  DE  die 
Wasserlinie  oder  der  Schnitt  mit  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit,  F  die*  Mitte  von  AB, 
/die  von  DE,  r  das  Verhältniss  der  Dichtig- 
keit des  Körpers  zu  jener  der  Flüssigkeit, 
endlich 

CF  =f,CD=^  X,  CE  =  y,  L  ACF  ~  er, 

LBCF  =  ß, 

so  handelt  es  sich  darum,  die  Gerade  BE 
(Fig.  lO)  so  zu  ziehen ,  dass  das  Verhältniss 
der  Drt»iecke  CDE,  ABC  gleich  r  ist,  und  dass  die  Linie.F/,  welche 
der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  beider  Dreiecke  parallel 
läuft,  senkrecht  auf  DE  steht,  welche  Bedingung  darauf  hinaus- 
kommt, dass  die  Linien  BF  und  FE  gleich  werden.  Die  beiden 
Gleichungen,  welche  x  und  y  bestimmen,  sind  demgemäss: 

1)  xy  '=•  rab ,  x^  —  2/lr  cos  a  =  y^  —  2fy  cos  /3, 
woraus  durch  Elimination  von  y  hervorgeht 

2)  X*  —  2fx^  cos  cc  +  2ra6  fx  cos  ß  —  r^arb^  =  0. 

Diese  Gleichung  liat  nothwendig  zwei  reelle  Wurzeln ,  eine  positive 
und  eine  negative,  welche  letztere  auf  unsere  Aufgabe  keinen  Be- 
zug hat.  Sind  die  beiden  andern  Wurzeln  reell,  so  beweist  die  Car- 
tesianische  Zeichenregel,  dass  sie  positiv  sein  müssen;  es  kann  also 
höchstens  drei  Gleichgewichtslagen  geben,  wenn  die  Spitze  C  ein- 
getaucht sein  soll;  dieser  Fall  tritt  ein,  sobald  die  reellen  Werthe 
von  X  kleiner  als  a  sind  und  für  y  kleinere  Werthe  als  b  liefern. 

Sollen  die  beiden  Ecken  A  und  B  in  die  Flüssigkeit  tauchen, 
so  muss  das' Verhältniss  der  Flächen  BBEA  und  ABC  gleich  r  sein, 
mithin  das  Verhältniss  der  Dreiecke  CBE  und  ABC  gleich  1  — r;  da 
überdies  die  Schwerpunkte  dieser  letzteren  und  der  von  BDEA  auf 
einer  Geraden  liegen ,  so  ist  klar,  dass  die  Aenderung  von  r  in  1 — r 
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in  den  Gleiclinngen  l)  genügt,  um  die  auf  den  neuen  Fall  bezügliche 
Gleichung  zu  erbalten,  nämlich: 

X*  —  a/x^  cos  a  +  2  (l  —  r)  abfx  cos  ß  —  (l  —  r)^  «2^2  __,  q 

21.  Für  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABC  ist 

f  c^ 

b  =z  Oy  cos  ß  =^  cos  or  =  — ,  /^  =  «^  —  — , 

a  4 

die  Gleichungen  ])  werden 

xy  .•=  ra\  x^  —  y^ *(.t  —  y)  =  0. 

Die  erste  Wnrzel  derselben  ist 

und  wenn  man  den  Factor  x  —  y  in  der  zweiten  Gleichung  weglässt, 
so  bleibt 

2/*2 


xy  ==  ra%  x  +  y  = 


a 


Die  Werthe  von  x  und  y  sind  also,  wie  man  voraussehen  konnte, 
durch  eine  und  dieselbe  Gleichung  zweiten  Grades  gegeben,  nämlich 


3) 


2/2 
x'^ —  X  +  rfl^  =  0. 


oder 


a 


o:^  —  -^ X  +  ra*  =  0; 


2a 


(- 


4^/  ' 


ihre  Wurzeln  sind  imaginär  für 

r  >  — T  oder  r  > 

/         c2\2 
sie  sind  gleich  für  r  =  I  I j^  I  ,   zugleich   ist  .r  =  y ,    so   dass 

diese  Lösung  mit  der  isrsten  zusammenfällt.    In  der  That  findet  man 

^•  =  — ,  und  da 
a 


80  folgt 


f*  =  aV , 


f^r=:  a^  j/r  und  x^=^  a^r^ 


wie  im  ersten  Falle» 
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Fürr  <C(  1^ 2/  ^'°^  beide  Wurzeln   reell  und  positiv;    sie 

liefern  also  Gleichgewichtslagen,  wenn  sie  weniger  als  a  ansmachen. 

Die  Gleichung,  welche  sich  auf  den  Fall  bezieht,  wenn  die  bei- 
den Ecken  A  und  B  eingetaucht  wären,  erhält  man  wie  vorhin  durch 
Vertauschung  von  r  gegen  1  —  r ;  sie  ist 

und  giobt  zu  einer  analogen  Discu.ssion  Gelegenheit. 

Bei  einem  gleichseitigen  Dreieck  ist  c^=a,   mithin    nach   3) 

und  4) 

«       3a  « 

x^ —  X  +  ra*  =  0, 


x^ ar  +  (l  —  r)  a^  i^  0. 

Die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  sind 

3a   ,    a  _  / 
a:=-  +  -j^9-l6r, 

9 
reell  ftir  r  <  — ,  und  beide  kleiner  als  a  fär 

16 

y  9  — ^~i 6r  <  1  oder  r  >  -  • 

Demnach  giebt  es  drei  Gleichgewichtslagen ,  für  welche  die  Ecke  C 
eingetaucht  ist,  wenn  r  zwischen  —  und  —  -| liegt.  Die  Glei- 
chung für  den  Fall,  dass  beide  Ecken  eingetaucht  sind,  hat  die 
Wurzeln 


3a    .    a      / 


7 
sie  sind  reell  für  r  >  — ,  und  beide  kleiner  als  a  für 

y  V^r  —  7  <  1  oder  '^  <  - ; 

es  giebt  also  för  diesen  Fall  drei  Gleichgewichtslagen,  wenn  r  zwi- 
schen -  —  _  and  ~  liegt,  welche  Bedingung  nicht  gleichzeitig 
mit  der  auf  den  vorigen  Fall  bezüglichen  stattfinden  kann. 
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22.  Die  homogenen  Prismen  oder  Cylinder  können  auck  Lei 
rerticaler  Stellang  ibrer  Kanten  im  Gleicbgewichto  sein;  dasselbe 
findet  noch  statt ,  wenn  sie'  nicht  homogen,  sondern  ans  homogenen 
senkrecht  zu  den  Kanten  liegenden  Schichten  von  verschiedener 
Dichtigkeit  zusammengesetzt  sind.  In  diesem  Falle  befinden  sich 
die  Schwerpunkte  der  verdrängten  Flüssigkeit  und  des  festen  Kör- 
pers nothwendig  auf  derselben  Verticalen,  und  es  reicht  für  das 
Gleichgewicht  hin,  dass  das  Gewicht  der  ersteren  gleich  dem  Ge- 
wichte des  letzteren  ist.  Nimmt  man  statt  des  Cjlinders  einen  Bo- 
tationskörpcr ,  so  bietet  die  Bestimmung  seiner  Gleichgewichtslagen 
bei  verticaler  Achse  ebensowenig  Schwierigkeiten;  man  hat  nur  das 
Voinmen  durch  eine  senkrecht  auf  der  Achse  stehende  Ebene  so  zu 
thoilen,  dass  das  Yerhältniss  des  einen  der  beiden  Theile  zum  Gan- 
zen dem  Verhältnisse  der  mittleren  Dichtigkeit  des  Körpers  zu  der 
des  Wassers  gleichkommt. 


Stabilität  des  Gleichgewichts  schwimmender  Körper. 

23.  Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist  sicher 
oder  unsicher,  je  nachdem  der  Körper  in  seine  anfangliche  Gleich- 
gewichtslage zurückzukehren  oder  sich  von  ihr  zu  entfernen  strebt, 
i^obald  man  ihn  unendlich  wenig  aus  derselben  entfernt  hat.  Bei 
einem  Prisma  mit  horizontalen  Kanten  sieht  man  leicht,  dass  im  All- 
gemeinen die  sicheren  und  unsicheren  Gleichgewichtslagen  abwech- 
»elnd  auf  einander  folgen.  Bringt  man  nämlich  den  Körper  aus  einer 
sicheren  Gleichgewichtslage  um  ihn  in  eine  andere  sichere  Gleich- 
gewichtslage überzuführen,  so  wird  er  bis  zu  einem  gewissen  Funkte 
in  die  erste  Stellung  zurückzugehen  streben;  hat  es  aber  diesen 
Punkt  überschritten,  so  wird  er  sich  dagegen  von  ihr  zu  entfernen 
und  der  zweiten  Lage  zu  nähern  suchen.  Es  existirt  also  eine 
^Mehe  Zwischenlage,  dass,  wenn  man  ihn  von  hier  aus  nach  der 
einen  oder  andern  Seite  hin  entfernt,  er  das  Bestreben  hat,  dieselbe 
gänzlich  zu  verlassen;  diess  ist  mithin  eine  Lage  des  unsicheren 
Oleichgewichts.  Demnach  giebt  es  zwischen  zwei  sicheren  Gleich- 
gewichtslagen immer  eine  unsichere,  und  umgekehrt. 

24.  Bevor  wir  weiter  gehen,  ist  noch  folgende  Bemerkung  noth- 
wendig. Wenn  ein  Körper  von  einer  Ebene  geschnitten  wird  ,  so 
^t  das  Volumen  auf  der  einen  Seijte  dieser  Ebene  demjenigen  gleich, 
welches  man  erhält^   wenn   man  ihn  durch  eine  beliebige   andere 
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Ebene  schneidet,  welcbe  mit  der  ersten  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  bildet  und  durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche  des  ersten 
Schnittes  geht,  oder  mit  anderen  Worten,  der  Unterschied  beider 
Volumina  ist  unendlich  klein  in  Bezug  auf  den  zwischen  beiden 
Ebenen  enthaltenen  Raum.  Vernachlässigt  man  nämlich  die  in 
Beziehung  auf  dieses  Volumen  unendlich  kleinen  Grössen,  so  kann 
man  die  Oberfläche  des  Körpers  in  der  Nähe  des  Schnittes  durch 
eine  cylindrische  Oberfläche  ersetzt  denken,  welche  senkrecht  auf 
dem  Schnitte  steht.  Nun  weiss  man,  dass  ein  Cylinder  zum  Maasse 
das  Product  aus  einer  seiner  Begrenzungsebeneu  in  das  Perpendikel 
hat,  welches  von  dem  Schwerpunkte  der  zweiten  Ebene  auf  die  erste 
gefallt  ist;  daraus  folgt,  dass  alle  durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Schnitte  Cyliifder  von  gleichem  Inhalt  liefern ,  und  dass  folglich  die 
zwischen  irgend  zwei  Schnitten  enthaltenen  Volumina,  von  denen 
das  eine  sich  zu  einem  der  abgeschnittenen  Cylinder  addirt,  das 
andere  sich  von  ihm  subtrahirt,  um  den  andern  zu  bilden,  gleich 
sind.  Der  oben  ausgesprochene  Satz  und  seine .  Umkehrung  sind 
einfache  Folgen  dieses  Theorems. 

25.  Bei  einem  in  der  Gleichgewichtslage  schwimmenden  Körper 
liegen,  wie  wir  wissen,  die  Schwerpunkte  des  Körpers  und  der  ver- 
drängten Flüssigkeit  auf  einer  und  derselben  Verticalen,  und  die 
Gew^ichte  dieser  Flüssigkeit  und  des  Körpers  sind  gleich;  verrücken 
wir  denselben  unendlich  wenig,  indem  wir  allen  seinen  Punkten  un- 
endlich kleine  Geschwindigkeiten  mittheilen,  so  ist  das  Gleichge- 
wicht sicher,  wenn  diese  Verrückung  immer  unendlich  klein  bleibt, 
und  unsicher  im  entgegengesetzten  Falle;  die  Aufgabe  besteht  also 
darin,  diese  beiden  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden,  was  mit- 
telst des  Princips  der  lebendigen  I^äfte  geschehen  kann. 

Sei  LQM  (Fig.  II)  der  Schnitt  der 
Oberfläche  des  Körpers  mit  der  Horizon- 
talebene, welche  die  Flüssigkeit  begrenzt, 
oder  die  Wasserlinie,  ANBI  die  Lage, 
welche  die  ursprüngliche  für  das  Gleich- 
gewicht geltende  Wasserlinie  nach  der 
Verrtickung  angenommen  hat,  L'N3fI  der 
Schnitt  des  Körpers  mit  der  Horizontal- 
ebene  durch  den  Schwerpunkt  C  der 
Fläche  ANBI  =  6,  G  der  Schwerjjunkt  des  Körpers,  0  der  Schwer- 
punkt desjenigen  Theils  der  Flüssigkeit,  die  durch  das  Stück  JDB 


(Fig.  U.) 
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deä  Körpers  verdrängt  wird ,  V  das  Volumen  von  ABB  oder  das  einer 
Flüssigkeitsmenge ,  deren  Gewicht  gleich  jenem  des  Körpers  ist,,  ^ 
der  Winkel  von  GO  mit  der  Verticalen,  i  der  Abstand  des  Punktes 
^'  vom  Niveau  der  Flüssigkeit ,  die  wir  zur  Ebene  der  x  und  y  neh- 
men wollen,  GO  =  a,  ^  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und  M  die 
Masse  des  Körpers.  Die  Kräfte,  welche  den  Körper  angreifen,  sind 
die  Schwere  und  der  Druck ,  welcher  von  der  Flüssigkeit  auf  den 
eingetauchten  Theil  der  Oberfläche  ausgeübt  wird.  Die  erste  Kraft 
wirkt  vertical  von  oben  nach  unten  und  ist  gleich  dem  Gewichte  Mg 
oder  jr^  V  des  Körpers.  Die  zweite  Kraft  bringt  dieselbe  Wirkung 
bervor,  als  wenn  alle  Elem*ente  des  eingetauchten  Körpertheiles  von 
verticalen  Kräften  getrieben  würden ,  die  von  unten  nach  oben  ge- 
richtet und  gleich  den  Gewichten  dieser  Elemente  sind ,  wenn  man 
sie  als  von  der  Flüssigkeit  selbst  gebildet  betrachtet.  Die  Compo- 
nenten  X  und  Y  verschwinden  demnach  für  alle  Punkte,  und  wenn 
man  die  Achse  der  z  in  dem  Sinne  der  Schwere  nimmt,  so  ist  Z^=^g 
für  a]le  Elemente  des  Körpers  und  femer  Z  =  —  g  für  die  Ele- 
mente des  eingetauchten  Theils ,  letztere  als  von  der  Flüssigkeit  ge- 
rildet,  angesehen.'  Indem  man  Z  in  dieser  Weise  auffasst,  giebt 
das  Princip  der  lebendigen  EJräfte  nachstehende  Gleichung 


1)  Zv^dm  =  "iZdm  (zdz  +  C. 


Da  die  Geschwindigkeiten  sehr  klein  angenommen  wurden ,  so  ist 
der  erste  Theil  dieser  Gleichung  eine  unendlich  kleine  Grösse  zwei- 
ter Ordnung,  und  in  dem  zweiten  Theile  darf  man  nur  diejenigen 
Glieder  vernachlässigen,  welche  keinen  Einfluss  auf  das  Resultat 
kben,  d.  h.  die  Grössen  von  einer  höheren  als  der  zweiten  Ordnung. 
Betrachten  wir  zunächst  die  Glieder  des  zweiten  Theils,  welche 
v^oQ  den  Gewichten  der  Elemente  des  Körpers  herrühren ,  so  erhal- 
ten vir 

/  Zdz  =  gz  und  22dm  j  Zdz  =  ^gSzdm  =  2gMzi , 

*o  Zj  das  z  des  Schwerpunkts  des  Körpers  bezeichnet.  Den  einge- 
tanchten  Theil  können  wir  als  zusammengesetzt  betrachten  aus  dem 
iLeile,  der  zwischen  den  horizontalen  Schnitten  LQM,  L'NM'  ent- 
ölten ist,  und  dem  Volumen ,  wielches  unterhalb  des  letzten  Schnit- 
ts liegt.  Letzteres  ist  gleich  dem  Volumen  ABB  oder  V,  vermehrt 
«m  das  Volumen  INBM'  und  vermindert  um  INL'A.  Da  der  Werth 
'■n  Z  hier  gleich  —  g  ist,  so  wird 

U.  14 
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/ 


und 


Zdz  =  —  gz. 

Bezeichnet  femer  den  das  Element  des  Volnmens ,  so  hat  man 

dm  =  qd(o^ 

2£dm   I Zdz  =:  —  2gQ  j  zda. 

Es  handelt  sich  also   nur  noch  um  die  Berechnong  des  Integrals 
zda  für  die  vier  Volumina,  welche  wir  in  die  Betrachtung  einge- 

fuhrt  haben. 

Da  die  V errückung  als  unendlich  klein  angenommen  wurde ,  si> 
können  die  verschiedenen  von  uns  betrachteten  Schnitte  des  Körpers 
sämmtlich  gleich  b  angesehen  werden,  und  der  zwischen  den  beiden 
parallelen  Schnitten  des  Körpers  enthaltene  Theil  darf  als  cylin- 
drisch  gelten.     Für  diesen  Theil  des  Volumens  erhält  man 


j 


ß 


zdm  =  J6J2; 

fttr  das  Volumen  ADB  ist 

I  rrfö)  =  r  (?,  —  a  cos  9) 

oder  für  roJ  ^  =  1  —  J  ^\ 


J 


zda  =  Vz^  —  Va  + 


2     ' 


wenn  der  Punkt  0  über  G  liegt ;  im  entgegengesetzten  Falle  würde 
man  das  Zeichen  von  a  ändern  müssen.  Das  Volumen  INBAt  \ä$s\ 
sich  in  prismatische  Elemente  zerlegen ,  deren  Kanten  vertical  nn^i 
deren  Grundflächen  die  Elemente  der  Fläche  ANBI  sind.  Sei  d». 
eines  dieser  letzteren ,  das  in  R  liegt ,  RS  =  u  bezeichne  das  auf  JA 
gefällte  Perpendikel  und  RT  die  Höhe  des  Prismas;  sein  Volumen 
ist  dann  --  RT  dl  cos  -^^  welcher  Ausdruck  durch  u^dl  ersetzt  wer- 
den kann ;  multiplicirt  man  denselben  mit  dem  z  der  liGtte  von  RT, 
welches  gleich  £  +  ^u  sin  d"  oder  bloss  f  +  ^«^  ist,  so  erhält  mai. 

den  Werth  von   I  zdoa  in  Bezug  auf  dies  Element ,  nämlich : 

uedX{S+^u&), 

wobei  die  Integration  dieses  Ausdrucks  auf  die  ganze  Ausdehnuo. 
der  Fläche  INR  in  beziehen  ist. 
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Einen  ähnlichen  Ausdruck  würde  man  für  die  Elemente  des 
Yolomens  INL'A  erhalten ,  mit  Ausnahme  des  z  der  Mitte  des  Pris- 
mas, waches  gleich  f  —  \u%^  sein  würde;  und  da  die  Ausdrücke, 
welche  von  diesem  Volumen  herrühren,  das  Zeichen  ändern  müssen, 
si)  müssen  sie  von  der  Form 

sein  and  man  ersieht  daraus,  AßAS  es  genügt,  die  Summe  der  Aus- 
drücke von  der  Form 

In  der  ganzen  Ausdehnung  der  Fläche  ANBl  zu  hilden,  während 
man  u  als  positiv  in  dem  Theile  INB  und  als  negativ  in  dem  andern 

betrachtet.  Es  ist  aher  I  u</A  =0,  weil  IN  den  Schwerpunkt  der 
Fläche  ANBI  enthält ,  und  so  bleibt  nur  —  I  ti^dk  übrig.  Bezeich- 
nen wir  mit  hli^  das  Integral  l  ti^dX ,  das  man  das  Trägheitsmoment 
der  Fläche  ANBI  in  Bezug  auf  NI  nennen  kann ,  so  wird  der  vorige 

Ausdruck  = • 

2 

Durch  Vereinigung  der  verschiedenen  Theile  von    I  zdm  erhält  man 


Czd(o  =  Ibt^  +  ^feÄ^O^  +  Vz^  —  Va  + 


ra^2 


2     ' 

«nd  die  Gleichung  1)  wird,  wegen  Jlf  =  Fjp,  und  indem  man  den 
Amdmck  2^^  Va  in  die  Constante  einrechnet 

2)  Zv^dm  =  —  gqh^  —  gq  {hK^  ^  aV)  %^  +  c, 

Hegt  der  Punkt  0  unterhalb  G,  so  ist,  wie  schon  bemerkt,  a  in  —  a 
ZQ  verwandeln.  Die  Constante  c  wird  durch  den  Anfangszustand 
bestimmt,  und  wenn  die  anfanglichen  Geschwindigkeiten  Null  oder 
unendlich  klein  sind,  so  ist  c  selbst  unendlich  klein. 

Da  also  der  erste  Theil  der  Gleichung  2)  wesentlich  positiv 
'bleibt,  so  ii^t  es  der  zweite  ebenfalls,  und  folglich  müssen  die  nega- 
tiTen  Glieder  beständig  eine  unendlich  kleine  Summe  geben ,  weil 
'Uese  weniger  als  c  betragen  muss ;  diese  Bedingung  erfordert,  dass 
^  tmd  ^  unendlich  klein  bleiben.  Man  folgert  daraus  den  Satz : 

Wenn  im  Zustande  desGleichgewichts  der  Schwer- 
punkt des  Körpers  unterhalb  des  Schwerpunkts  der 

•  14* 


—    212    — 

verdrängten  Flüssigkeit  liegt,  so  bleibt  dieOrtsvei 
ändernng  immer  nnendlicb  klein    und    folglich    da 
Gleicbgewicbt  ein  sicheres. 
Liegt  dagegen  der  Schwerponkt    des    Körpers    oberhalb    d< 

Schwerpunktes  der  verdrängten  Flüssigkeit,  so  ändert  sich  die  Glel 

ehnng  2)  in  folgende  nm 

Zv^dm  =  —  gifbt^  —  gif  {bK^  _  «  F)  ^  +  c. 

Obwohl  nnn  c  unendlich  klein  ist,  so  könnten  9  und  i  dennoch  aui 
hören  es  zu  sein,  wenn  nicht  alle  Glieder,  welche  ihre  Quadrate  enl 
halten,  negativ  waren.  Es  ist  also  zur  Sicherheit  des  Gleichgewicht 
die  Bedingung 

*  bh'^ 
bh^  —  a  F  >  0  oder  a  <  — 

erforderlich,  und  da  bh^  sich  gleichzeitig  mit  JiV ändert,  so  mnss  dii 
vorige  Ungleichheit  stattfinden,  wenn  'man  den  kleinsten  Wert! 
nimmt,  dessen  bh}  fähig  ist,  während  IN  alle  Richtungen  um  dei 
Schwerpunkt  C  der  Fläche  ANBJ  durchläuft. 

Das  Gleichgewicht  kann  also  noch  sicher  sein,  wem 
der  Schwerpunkt  des  Körpers  über  dem  der  verdränge 
ten  Flüssigkeit  liegt,  nur  muss  dann  die  Entfernung 
dieser  beiden  Punkte  wenig  er  betragen  als  das  kleinst« 
der  Trägheitsmomente  der  Schnittfläche  des  Körper« 
mit  der  Wasseroberfläche  in  Bezug  auf  die  durch  sei« 
neu  Schwerpunkt  gezogenen  Geraden,  dividirt  durch 
das  eingetauchte  Volumen. 

« 

Oscülationen  eines  schwimmenden  Körpers. 

26.  Wir  denken  uns  einen  schwimmenden  Körper,  dessen  Ge- 
stalt und  Dichtigkeit  in  Bezug  auf  eine  Yerticalebene  symmetrisch 
sind ,  unendlich  wenig  aus  einer  seiner  sicheren  Gleichgewichtslagen 
entfernt  und  zwar  so ,  dass  seine  Ebene  der  Symmetrie  vertical  ge- 
blieben ist;  wir  setzen  ausserdem  voraus,  dass  die  anfänglichen  Ge- 
schwindigkeiten Null  seien.  Da  Alles,  sowohl  was  die  Kräfte  als 
was  die  Verrückung  betrifft,  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Yertical- 
ebene symmetrisch  liegt,  so  erhellt  zunächst,  dass  diese  Ebene  be- 
ständig vertical  bleiben  muss ;  die  Stellung  des  Körpers  ist  daher  in 
jedem  Augenblick  bestimmt,  wenn  man  die  Lage  eines  seiner  Funkte« 
z.  B.  seines  Schwerpunkts  kennt  und  ausserdem  die  Richtung  einer 
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festen  Geraden  in  diesem  Körper,  etwa  derjenigen,  welche  in  dem 
Zasiande   des  Gleichgewichts  die  Schwerpunkte   des  Körpers   und 


(Fig.   12.) 
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der  verdrängten  Flüssigkeit  ver- 
band.    Bebalten  wir  die  Bezeich- 
unngen  der  vorigen  Aufgabe  bei, 
so  handelt  es  sich  jetzt  um  die 
Bestimmung  von  ^  und  f  (Fig.  J2), 
durch   ir eiche  Grössen  die  Lage 
des  Schwerpunkts  angegeben  wird. 
Da  nämlich   alle  Kräfte  vertical 
gerichtet  sind,  so  bewegt  sich  die- 
ser Punkt  auf  der  Verticalen,  wel- 
che durcli  seine  Anfangslage  geht;  man  kann  ihn  daher  construiren, 
sobald  der  Winkel  %  und  die  Entfernung  ^  des  Punktes  (7  von  dem 
Niveau  der  Flüssigkeit  bekannt  sind.    Seine  Ordinate  FG  =  z^  ist 
leicht  zu  finden;    für  GHt=l^  CH ^=^ p^  wird  nämlich 

Zj  =  /  cos  d'  —  p  sin  -ö"  +  f , 

(>der  wenn  man  die  unendlich  kleiuen  Grössen  von  höherer  als  erster 
<>rdnung  vernachlässigt, 

Das  Problem  ist  also  ganz  und  gar  auf  die  Bestimmung  von  9  und  i 
zurückgeführt 

Da  der  Schwerpuiikt  G  sich  so  bewegt,  als  wenn  die  ganze 
Hasse  M  in  ihm  vereinigt  wäre  und  alle  Kräfte  auf  ihn  wirkten ,  so 
kann  man  hieraus  leicht  eine  erste  Gleichung  zwischen  &  und  t  ab- 
leiten. In  der  That  genügt  es ,  in  G^  zwei  verticale  Kräfte  anzuneh- 
men, die  eine  gleich  Mg  und  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet,  die 
Andere,  in  entgegensetztem  Sinne  wirkend  und  gleich  dem  Gewichte 
dtt  verdrängten  Flüssigkeit.  Nun  sind  die  Volumina  BCM'^  ÄCL' 
gleich,  das  Volumen  LBM  ist  =  F  +  ftf,  und  sein  Gewicht  s=:  gqV 

g^ij   da  Jlf:==^F,  so  wird  die  Resultante  aller  Kräfte  durch 

gi^t  dargestellt.     Man  erhält  demnach 


d.  i. 


Jtf^^  =  -,p6foder5+^*f  =  0 


Eine  zweite  Gleichung  erhalten  wir  durch  Betrachtung  der  Rotation 
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um  den  als  unbeweglich  gedachten  Schwerpunkt.  Da  nämlich  das 
Gewicht  des  Körpers  durch  die  Fixirung  des  Schwerpunktes  aufge- 
hoben ist,  so  bleibt  nur  noch  die  Summe  der  Momente  derjenigen 
Kräfte  zu  betrachten,  welche  von  der  Flüssigkeit  herrühren,  und 
die,  wie«  wir  schon  bemerkt  haben,  an  allen  Punkten  des  einge- 
tauchten Körpertheiles  wirkt.  Das  resultirende  Moment  aller  auf 
den  Theil  LML'M'  sich  beziehenden  Kräfte,  das  als  positiv  betrach- 
tet wird ,  wenn  es  den  Winkel  &  zu  vermindern  strebt ,  ist 

gqht  (/  sin  &  +  pcos  %')^ 

und  kann  auf  gqbpS  reducirt  werden.  Hierzu  muss  man  die  Mo- 
mente, welche  von  ÄDB^  M'CB  herrühren,  hinzufügen  und  davon 
dasjenige  abziehen,  was  von  ACL'  herkommt.  Nun  ist  die  Resul- 
tante der  verticalen  Kräfte,  welche  an  alle  Punkte  des  Volumens 
ABB  in  0  angebracht  sind,  gleich  gqVj  das  resultirende  Moment 
mithin  :=:  g^Va  sin  d^  oder  :=  gQVa^.  Zerlegexi  wir  jetzt  das  Vo- 
lumen JlfCB  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  so  wird  das  Moment  des 
Prismas,  dessen  Grundfläche  dl  ist,  durch  den  folgenden  Ausdruck 
gegeben ,  In  welchem  u  den  Abstand  des  Elements  dX  von  dem  auf 
die  Ebene  der  Symmetrie  durch  C  gefällten  Perpendikel  bezeichnet, 

g^d^u  dl  (/  sin  &  -^  p  cos  ^  +  u  cos  d)^ 

oder  bloss 

gq^  {p  +  u)  dl, 

und  man  hat  die  Summe  der  analogen  Ausdrücke,  auf  die  ganze 
Ausdehnung  der  nach  CB  projicirten  Fläche  bezogen ,  zu  bilden. 

Was  das  Volumen  ACL'  betrifft ,  so  muss  man  in  allen  seine« 
Punkten  Kräfte  voraussetzen,  welche  in  dem  Sinne  der  Schwere  ge- 
richtet sind ;  das  Moment  eines  Elementes  dl  ist 

gQdtt'  {p  —  u)  dl , 

wo  u  diejenigen  Abstände  bezeichnet ,  welche  in  entgegengesetztem 
Sinne  mit  u  genommen  werden  müssen.  Wenn  man  also  die  Inte- 
gration von 

gQ^  (p  +  w)  dl 

über  die  ganze  Fläche  b  ausdehnt,  während  man  u  als  positiv  aui 
der  einen  und  als  negativ  auf  der  anderen  Seite  von  C  betrachtet 
so  erhält  man  die  algebraische  Summe  der  den  beiden  Theilen  M'CB, 
AOL'  entsprechenden  Momente,  nämlich: 
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Nun   ist    I  udk  =  0,  weil  der  Schwerpunkt  der  Fläche  b  auf  der  in 
C  projicirten  Geraden  liegt ;  setzt  man  noch 


/ 


u^dX  =  bh^, 


so  redacirt  sich  der  letzte  Aasdruck  auf 

gbQ^h\ 

Durch  Vereinigung  aller  Momente  ergiebt  sich 

QQbpt  +  gQ  {bh^  +  aV)&] 

wobei  a  in  —  a  zu  verwandeln  ist ,  wenn  der  Punkt  0  unterhalb 
G  liegt. 

Zufolge  der  Theorie  der  Bewegung  um  eine  feste  Achse  ist  die 
obige  Summe 

* 

wenn  Mk^  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Gerade 
bezeichnet ,  welche  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Symmetrie  durch 
den  Schwerpunkt  gelegt  ist;  ersetzt  man  daher  M  durch  ^F,  so  er- 
giebt sich 

Die  Gleichungen  l)  und  2)  enthalten  die  vollständige  Lösung  der 
Aufgabe ;  sie  beziehen  sich  auf  den  Fall ,  wo  in  der  Gleichgewichts- 
lage der  Schwerpunkt  des  Körpers  unter  deiß  der  verdrängten  Flüs- 
sigkeit liegt;  bei  der  umgekehrten  Lage  ist  nur  das  Vorzeichen  von 
a  zu  ändern. 

27.  Wir  wollen  die  betreffende  Gleichung  zunächst  unter  der 
Voraussetzung  integriren ,  dass  der  Körper  ausserdem  noch  symme- 
trisch zu  der  Ebene  liegt,  welche  senkrecht  auf  die  erste  durch  GO 
geht ,  was  bei  Seefahrzeugen  näherungsweis  vorkommt.  Es  ist  dann 
p  =0,  und  die  Gleichungen  werden: 
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Diese  Gleichungen  können  unabhängig  von  einander  integrirt  wer- 
den, man  findet 

Nimmt  man  der  Einfachheit  wegen  die  anfänglichen  Geschwindig- 
keiten der  Null  gleich,  so  ist  für  <  =:  0, 

-  =  Ound-  =  0, 

woraus  a  z=zO  und  ß"  =  0  folgt;  demnach  sind  die  Werthe  von  <& 
und  £" 

WO  a  und  ß  die  Anfangswerthe  von  t  und  <&  bedeuten ;  man  sieht, 
dass  '9'  und  £*  beständig  sehr  klein  bleiben ,  weil  sie  höchstens  gleich 
den  sehr  kleinen  a  und  ß  werden  können. 

Wegen  z^  =  /  +  ?  ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  G  die- 
selbe wie  die  verticale  Bewegung  des  Punktes  C.  Diese  Bewegun- 
gen ,  so  wie  jene  der  Geraden  GO  um  den  Punkt  G  sind  die  näm- 
lichen wie  die  Bewegungen  einfacher  Pendel.  Liegt  der  Punkt  G 
über  0,  so  wird 


./' 


und  wenn  dabei  bh^  —  aF  >  0  ist,  so  bleibt  d"  immer  kleiner  als  /?, 
also  überhaupt  sehr  klein. 

Für  bh^ —  aV<C  0  ist  &  durch  Exponentialgrössen  auszudrücken 
und  erhält  ansehnliche  Werthe,  wenn  i  unendlich  wächst.  Die  Be- 
dingung der  Sicherheit  des  Gleichgewichts  ist  also  bh^  —  «  ^  >  0, 
wenn  G  über  0  liegt;  dieselbe  Bedingung  haben  wir  schon  allgemei- 
ner als  nothwendig  gefunden. 

28.  Um  die  Gleichungen  1)  und  2)  zu  integriren,  hat  man  zuerst 

-T-j-  aus  der  ersten  zu  eliminiren ,  wodurch  sich  ergiebt 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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bg  (p^  +  k^)  _       g  (bh^  +  aV)  _  .     £&P  _  ^ 
FA*  ""*"'  FF  ■~'^'    FF~     ' 

so  nelimen  die  zu  integrirenden  Gleichungen  folgende  Fonnen  an : 

_  +  rff  +  ß^  ^  0. 

Wir  wollen  die  zweite  mit  einem  unbestimmten  Factor  X  multiplici- 
ren  und  sie  zur  ersten  addiren,  ferner 

setzen ,  woraus  iX'^  +  (a  —  ß)  l  —  ßp=  0  folgt ;  wir  erhalten  so 

^+(«  +  i<J):r=0, 

woraus 

X  =  e  cos  (t  l/a'+Xd)  , 

wenn  die  Anfangsgeschwindigkeiten  Null  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  X^ ,  X2  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
für  X ,  setzen  dieselben  als  reell  voraus  und  zwar  so ,  dass  a  +  Xö 
positiv  ist,  ohne  welche  Bedingung  x  nicht  immer  sehr  klein  bleiben 
würde,  und  erhalten 


^  +  X^d'  =  ccos  (i ya  +  X^ , 

f  +  X2^  =  c  cos  (t j/a  +  X^S) , 

woraus  die  Werthe  von  -Ö"  und  ?  als  Functionen  von  (  und  von  den 
Constanten  c ,  Cy  welche  sich  durch  die  Anfangswerthe  von  <&  und  t 
bestimmen,  leicht  abzuleiten  sind. 

29-  Trägt  man  von  C  aus  auf  die  Gerade  AB  zwei  den  Gros- 
sen  X^ ,  X2  gleiche  Strecken  auf,  und  zwar  nach  der  einen  oder  an- 
dern Seite  je  nach  den  Vorzeichen  von  X^  und  ilj,  so  erhält  man 
zwei  Punkte,  deren  Abstand  vom  Niveau  der  Flüssigkeit  durch 

t  +  X^^  und  t  +  X^d' 

ausgedrückt  werden;  zufolge  der  Werthe  dieser  Ausdrücke  als 
Functionen  von  t  ist  die  verticale  Bewegung  jedes  dieser  Punkte 
dieselbe  wie  die  eines  einfachen  Pendels,  was  zuerst  von  Cauchy 
bemerkt  wurde. 
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30.  Die  Gleichung  dA^  +  (a  —  /3)  A  —  /Sp  =  0  liefert  reelle 
und  mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehene  Wurzeln,  wenn  G 
unter  0  liegt,  weil  ß  und  d  positiv  sein  müssen.  Um  das  Zeichen 
von  a  -^  Id  zn  erkennen ,  kann  man  a  -|-  üd  =  17  setzen  und  erhält 

eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  positiv  sind ;  der  Werth  von  x  besitzt 
daher  in  derThat  die  angenommene  Form  und  die  Yerrückung  bleibt 
unendlich  klein. 

Wenn  G  über  0  liegt  und  zugleich  ÖÄ^  ^*  öF  >  0  ist,  so  bleibt 
ß  positiv  und  die  beiden  Wurzeln  sind  reell  von  entgegengesetztem 
Zeichen;  man  findet  ferner  er  +  ^^  >-  0,  und  die  Yerrückung  bleibt 
immer  unendlich  klein,  wie  es  sein  musste,  weil  die  Bedingung  der 
Sicherheit  des  Gleichgewichts  erfüllt  ist.  Wenn  dagegen  G  über  O 
liegt  und  bh^  —  aV <!,0  ist,  so  wird  ß  negativ,  und  der  eine  der 
Werthe  a  +  Xd  ist  gleichfalls  negativ;  die  Werthe  für  ^  und  f  ent- 
halten dann  Exponentialgrössen  und  bleiben  nicht  mehr  sehr  klein, 
so  dass  die  vorigen  Rechnungen  zu  gelten  aufhören.  In  der  That 
entspricht  dieser  Fall  der  unsicheren  Gleichgewichtslage,  wie  schon 
auf  anderem  Wege  gezeigt  wurde. 

31.  Die  Gleichungen  3),  welche  sich  auf  den  Fall  beziehen, 
dass  der  Körper  gegen  zwei  Ebenen  symmetrisch  liegt,  zeigen,  dass 
dem  Anfangswerthe  ^  =  0  der  Werth  a  =  0  zugehört  und  dass  folg- 
lich f  beständig  Null  ist.  Dann  bleibt  der  Schwerpunkt  unbewegt 
lieh,  und  es  findet  nur  eine  Rotation  um  eine  durch  diesen  Punkt 
gehende  Achse  statt;  femer  bleibt  das  Volumen  des  verdrängten 
Wassers  constant,  weil  der  Punkt  C  sich  immer  in  der  Oberfläche 
des  Wassers  befindet. 

Die  Gleichungen  4),  welche  sich  auf  eine  einzige  Ebene  der 
Symmetrie  beziehen ,  beweisen ,  dass ,  selbst  wenn  der  Anfangswerth 
von  ?  Null  wäre ,  wie  in  dem  Falle  wo  das  Volumen  des  verdrängten 
Wassers  nach  der  Verrückung  gleich  V  w4irde,  nicht  beständig  t=  O 
sein  muss,  und  dass  folglich  das  eingetauchte  Volumen  nicht  gleich 
V  bleibt.  .     - 

32.  Bei  den  früheren  Untersuchungen  Über  die  Sicherheit  des 
Gleichgewicht^  schwimmender  Körper  betrachtete  man  gewöhnlich 
einen  besonderen  Punkt,  welchen  man  dasMetacentrum  nannte, 
und  dessen  Definition  wir  hier  geben  wollen ,  weil  man  noch  heatzu- 
t«g6  Gebrauch  von  ihm  macht. 
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Wenn  ein  in  Beziehung  anf  eine  Verticalebene  symmetrischer 
Körper  unendlich  wenig  aus  seiner  Gleichgewichtslage  verrückt 
wird,  so  steht  er  unter  dem  Einflüsse  seines  Gewichtes  und  des 
Druckes  der  Flüssigkeit,  welcher  letztere  sich  auf  eine  verticale 
Kraft  durch  den  Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssigkeit  reducirt. 
Die  Richtung  dieser  Kraft  kann  die  Gerade  GH  ebensowohl  ober- 
halb als  unterhalb  G  schneiden ;  liegt  der  Durchschnitt  über  G ,  so 
wird  der  Körper  seine  erste  Lage  wieder  einzunehmen  suchen ,  fällt 
er  unter  G^  so  wird  der  Körper  sich  von  der  Gleichgewichtslage  zu 
entfernen  streben.  Daraus  schloss  man,  dass  das  Gleichgewicht  in 
dem  eisten  Falle  stabil  und  in  dem  zweiten  labil  sein  würde.  Jenen 
Durchschnitt,  das  sogen.  Metacentrum,  bestimmte  man  unter  der 
Voraussetzung,  dass  das  Volumen  der  verdrängten  Flüssigkeit  dem- 
jenigen gleich  wäre,  welches  sich  auf  die  Gleichgewichtslage  bezog, 
oder  dass  man  wenigstens  seinen  unendlich  kleinen  Zuwachs  ver- 
nachlässigen dürfe,  ohne  dass  daraus  ein  Fehler  auf  die  Bestimmung 
des  Durchschnittes  beider  Geraden  hervorginge. 

Diese  Theorie  ist  mangelhaft ,  weil  das  unendlich  kleine  Volu- 
men, welches  man  vernachlässigt,  trotz  dem,  dass  es  den  Schwer- 
punkt der  Flüssigkeit  nur  unendlich  wenig  verrückt,  dennoch  um 
eine  endliche  Grösse  die  Lage  des  Durchschnittes  der  beiden  Gera- 
den ändert ,  welche  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander 
bilden*).  Man  müsste  also  die  verschiedenen  Lagen  dieses  Punktes 
während  der  Bewegung  des  Körpers  verfolgen,  was  erst  nach  der 
Lösung  des  Problems  geschehen  kann.  Aber  selbst  bei  sicherem. 
Gleichgewichte  liegt  der  fragliche  Durchschnitt  bald  über  bald  unter 
dem  Schwerpunkte  des  Körpers,  ausgenommen  in  dem  besonderen 
Falle,  wo  die  Gerade  GO  durch  den  Schwerpunkt  des  Niveauschnit- 
tes geht.  Hätte  man  dicss  gewusst,  so  würde  man  einen  Beweis  auf- 
gegeben haben,  welcher  zugleich  die  Sicheirheit  und  die  Unsicher- 
heit des  Gleichgewichts  nachwies.  Nichtsdestoweniger  ist  es  merk- 
würdig, dass  jener  Durchschnitt,  welchen  man  bei  der  ungenauen 
Voraussetzung  bestimmte,  die  wirkliche  Bedingung  der  Stabilität 
liefert.  Die  Wirkungen  der  Verrückung  dieses  Punktes  auf  der 
Geraden  GH  nach  beiden  Seiten  von  G  hin  können  den  Körper  nur 
dann  umwerfen,  wenn  das  Metacentrum  unterhalb  G  liegt. ^  Diess 
lässt  sich  aber  nur  durch  eine  der  unsrigen  ähnliche  Betrachtung 
nachweisen. 


*)  Journal  de  TEcole  Polytechnique  XXIV.  Heft. 
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(Fig.  13.) 


33.  Anwendung  auf  das  Ellipsoid.  Wir  wollen  zuerst 
die  Bedingung  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  eines  homogenen 
Ellipsoids  suchen,  welches  in  einer  Flüssigkeit  schwimmt  und  un- 
endlich wenig  aus  seiner  Gleichgewichtslage  verrückt  wird ;  dabei 
mögen  A,  B,  C  (Fig.  13)  die  drei  Halbachsen  des  Ellipsoids  sein,  B 

bezeichne  seine  Dichtigkeit,  G  den  Mit- 
telpunkt, 0  den  Schwerpunkt  des  einge> 
tauchten  TheilsZ^^,  welcher  noth wen- 
dig unterhalb  G  liegen  muss ;  die  verticale 
Achse  sei  2A  und  P  ]>  C;  im  üebrigen 
wollen  wir  alle  früheren  'Bezeichnungen 
beibehalten.  Die  Bedingung  für  die  Sta- 
bilität des  Gleichgewichts  ist  bh^  >  aV, 
wo  bh^  das  Trägheitsmoment  der  Schnitt- 
fläche LM  in  Bezug  auf  die  durch  ihren 
Mittelpunkt  gelegte  Gerade,  bezeichnet, 
welche  das  Minimum  des  Moments  giebt.  Diese  Gerade  ist  die 
grösste  der  beiden  Hauptachsen  der  Ellipse  und  liegt  der  Achse  2^ 
parallel.  Bezeichnen  wir  AB  mit  .r,  so  dient  zur  Beßtimmung  dieser 
Unbekannten  die  Gleichung 

sie  drückt  aus,  dass  das  Gewicht  des  Ellipsoids  dem  Gewichte  der 
verdrängten  Flüssigkeit  gleichkommt,  deren  Volumen  ist 

TtBC 


V  = 


3^^ 


(3^  —  x)  x*^. 


Der  Satz  über  die  Momente  lässt  unmittelbar  den  Werth  von  a  V  er- 
kennen, nämlich 

aV ^"^  {:2Ax  —  x-^y. 
Die  Halbachsen  des  Schnittes  LM  sind 

-jT/jlAx  —  x"^  und  —  7/  %ix — a:^; 

die  erste  liegt  der  Achse  2^  parallel ,  die  zweite  und  kleinere  der 
Achse  2(7.  Nun  ist  das  Trägheitsmoment  einer  aus  den  Halbachsen 
€1  und  /?  construirten  Ellipse,  in  Beziehung  auf  die  Achse  /?,  == 
^na^ß^  mithin  besitzt  das  kleinste  Trägheitsmoment  der  Fläche  LM 
den  Werth 
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-^-^  ClAx  —  x2)2, 

und  die  Bedingung  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  besteht 
darin,  dass  dieser  Ausdruck  gi'össer  als  aFseinmuss;  nach  Weg- 
lassung der  gemeinsamen  Factoren  folgt  daraus 

(?>  A^  oder  C>  A] 

und  da  schon  B  '^  C  war,  so  reducirt  sich  die  Bedingung  der  Stabi- 
lität darauf,  dass  die  kleinste  Achse  des  Ellipsoids  vertical  stehen 
muss. 

34.  Hiernach  können  wir  die  Schwingungen  des  Ellipsoids  un- 
ter der  Voraussetzung  bestimmen,  dass  die  Ebene  der  Achsen  2A 
und  2C  vertical  bleibe  ,  und  dass  zugleich  A  <C  C  sei. 

Zunächst  hat  man  die  Gleichung  l)  aufzulösen ;  sie  besitzt,  wie 
man  leicht  erkennt,  nur  eine  positive  Wurzel  zwischen  0  und  2A, 
welche  sich  gerade  auf  unsere  Aufgabe  bezieht.  Durch  diese  Wur- 
zel wird  zugleich  a  bekannt,  ebenso  die  Fläche  6  des  Schnittes  LM 
und  sein  Trägheitsmoment  6Ä^,  dessen  Werth 


ist.    Die  Gleichnngen  der  Bewegung  des  Ellipsoids  sind  demnach 

(Pf        3gg  {Ux  —  ■•cQ 

di'^   ■•"  16DA^  (,C^  +  A^)  ~ 

In  dem  besondern  Falle  q  ^2D  wird  x  =  A,  nnd  die  Gleicliungen 
der  Bewegung  nehmen  folgende  Form  an: 

dfi  ^M       ^' 

d(^  "^   U  (C^  +  A^) 

Wäre  noch  C  =  3A,  so  würden  beide  Bewegungen,  die  fortschrei- 
tende and  rotirende ,  in  derselben  Periode  vor  sich  gehen. 


Viertes  Capitel. 
Das  Gleichgewicht  elastischer  Elüssigkeiten. 


Gleichgewiclit  eines  GemiBches  von  schweren  Oasen. 

35.  In  einem  verticalen  unendlichen' Cylinder ,  der  an  seiner 
anf  der  Erdoberfläche  stehenden  Basis  geschlossen  ist,  denken  wir 
uns  mehrere  schwere  Gase  enthalten;  die  Temperatur  in  der  ganzen 
Ausdehnung  des  Cylinders  betrachten  wir  als  constant  und  die 
Schwere  als  veränderlich  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus.  Nun  hat  die  Erfahrung 
gezeigt,  dass  mehrere  Gase,  welche  in  einem  und  demselben  Ge- 
fasse  eingeschlossen  sind  und  keine  chemii^che  Wirkung  auf  einan- 
der ausüben,  sich  nicht,  wie  Flüssigkeiten,  nach  der  Keihenfolge 
ihrer  Dichtigkeiten  über  einander  lagern,  sondern  dass  jedes  von 
ihnen  sich  ebenso  vertheilt ,  als  wenn  es  allein  in  dem  Gefasse  wäre, 
und  dass  endlich  an  jeder  Stelle  der  Mischung  der  Druck  und  die 
Dichtigkeit  die  Summe  von  den  Spannungen  und  Dichtigkeiten  aus- 
macht ,  welche  jedes  dieser  Gase  für  sich  besitzen  würde. 

Sind  p  und  ^'  der  Druck  und  die  Dichtigkeit  eines  jener  Gase 
für  irgend  einen  Werth  von  z ,  p^  und  (»q'  ihre  Werthe  für  2:  =?^  0 ,  9 
die  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde*,  so  gilt  wegen  der  tiberall 
gleichen  Temperatür  das  Mariotte^sche  Gesetz  p  =  k'q\  wobei  k 
eine  Constante  bezeichnet;  ferner  hat  man,  unter  r  den  Erdhalb- 
messer verstanden, 

mithin 

j  /  ,     ^       dz 
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voraas  durch  Snbstitntion  von  -r>  für  q  folgt 

K 

dp  gr^  dz 


-  =  ^?ü-  . 


p'  U       (r+z)2» 

durch  Integration  von  2:  :=:  0  an  und  bei  gehöriger  Reduction  erhält 

man 

gr         z 


/| 

U«7 

gr 

k' 

z 
r  +  2 

»   P 

—  Po 

e 

k' 

•     — 

r 

+  ^ 
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Ebenso 

ist  für  ein  anderes  Gas 

• 
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ff 

—  Po   e 
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B.  s.  w.  Der  Dmck  p  und  die  Dichtigkeit  ^,  welche  in  irgend  einer 
Höhe  nach  Mischung  der  verschiedenen  Oase  stattfinden,  sind  nun 
dem  Vorigen  zufolge 


gr  z  gr  z 


^'      r  +  z  „  k'     r  -^  z 

pz=p^   e  +  Po    e  +  .  . .  . 

gr         z  gr         z 


k'      r  +  z  „  k"     r  +  z 

9  ==  ^0  ^  +  (»0     e  +  .  .  .  . 

Die  verschiedenen  Gase  sind  übrigens  in  verschiedenen  Höhen  nicht 
genau  in  denselben  Verhältnissen  gemischt,  denn  dienGrrössen  (»' 
^",  .  .  .  verhalten  sich  zu  einander  nicht  wie  ^q',  ^^\  .  .  . ,  wofern 
nicht  die  Coefficienten  Ar',  lc\  .  .  .  gleich  sind,  was  im  Allgemeinen 
nicht  stattfindet;  da  aber  diese  Coefficienten  meistens  grosse  Zahlen- 
werthe  besitzen,  so  wird  die  Aenderung  des  Verhältnisses  der  Gase 
erst  in  beträchtlichen  Höhen  merklich. 


Die  barometrische  Höhenmessung. 

36.  Wir  denken  uns  die  Atmosphäre  im  'Gleichgewicht  befind- 
lich und  als  fest,  mit  Ausnahme  eines  verticalen  Cylinders,  der  sich 
von  der  Oberfläche  der  Erde  bis  zu  einer  unbegrenzten  Höhe  er- 
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hebt;  die  Beschaffenheit  der  Luft  in  seinem  Innern  ist  dann  dieselbe 
3vie  in  der  übrigen  Atmosphäre,  von  der  wir  nun  absehen  können. 
Berechnen  wir  den  Druck  der  Gtise  in  diesem  Cjlinder  als  Function 
der  Höhe ,  so  führt  die  Kenntniss  des  Druckes  in  einem  beliebigen 
Punkte  zur  Kenntniss  der  Höhe  dieses  Punktes ;  jener  Druck  aber 
kann  mittelst  des  Barometers  bestimmt  werden,  wenn  man  einigen 
begleitenden  Umständen  Rechnung  trägt. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  die  Schwere  nach  dem  um- 
gekehrten Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Crde 
variire ,  ohne  die  geringe  von  der  Centrifugalkraft  herrührende 
Aenderung  zu  beachten,  und  nennen  g  die  Intensität  der  Schwere 
am  Fusspunkte  des  Cjlinders,  r  den  Abstand  dieses  Punktes  vom 
Mittelpunkte  der  Brde ,  und  g'  die  Schwere  in  der  Entfernung  r  +  r, 
nämlich  ^ 

gr^ 
9  = 


{r  +  zr 


ist  ferner  &  die  Temperatur  eines  Gases,  a  der  Ausdehnungscoef- 
ficient  für  die  Temperaturerhöhung  von -1  Centesimalgrad,  und  k 
ein  für  ein  und  dasselbe  Gas  constant  bleibender  Co^fficient ,  so  gilt 
die  Gleichung: 

p  z==kQ{l  +  ad). 

Dieselbe  Formel  ist  offenbar  auf  ein  Gemisch  von  mehreren  Gasen 
oder  Dämpfen  von  unveränderlichen  Verhältnissen  anwendbar,  wenn 
der  Coefficient  k  einen  gewissen  Mittelwerth  zwischen  denjenigen 
Werthen  erhält,  welche  sich  auf  die  einzelnen  Gase  beziehen;  einen 
solchen  wollen  wir  für  die  Luft  nehmen,  weil  die  Erfahrung  gezeigt 
hat,  dass  aas  Verhältniss  der  in  ihr  gemischten  Gase  an  der  Erd- 
oberfläche und  in  den  grössten  bekannten  Höhen  dasselbe  ist.  Hin- 
sichtlich des  Wasserdampfes ,  dessen  Menge  in  einigermaassen  he- 
trächtlichen  Höhen  sehr  gering  wird,  muss  man  annehmen,  dass 
er  ein  constantes  Verhältniss  zulässt,  welches  ein  Mittelwerth 
zwischen  denjenigen  Werthen  ist,  welche  man  an  den  beiden 
Grenzpunkten  beobachtet  hat,  deren  Höhenunterschied  gemessen 
werden  soll. 

Der  Coefficient  a  ist  fast  für  alle  Gase  und  Dämpfe  derselbe 
=  0,00366;  da  aber  die  in  der  Luft  enthaltene  Dampfinenge  mit  der 
Temperatur  wächst,  und  unter  demselben  Drucke  der  Dampf  eine 
geringere  Dichtigkeit  als  die  Luft  besitzt,  so  muss  bei  einer  Tem- 
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peratnrerböliiing  die  Dichtigkeit  der  Luft  etwas  rasclier  abnehmen, 
als  es  die  vorige  Formel  angiebt.  Diesen  Umstand  berücksichtigt 
man  darch  eine  Vergrössemng  des  Co^fficienten  a,  man  nimmt  ihn 
desdhalb  gewöhnlich  =:  0,004. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  des  Gleichgewichts  der  Flüssig- 
keiten Ut  nun 

T  =  0,    r=30,   Z=  —  g 
za  nehmen ,  dadurch  wird 

p  gr^  dz  ' 

oder  wenn  man  ^  durch  seinen  Werth  als  Function  von  p  ersetzt, 

dp gr'^  dz 

Die  Temperatur  <&  ändert  nach  einem  unbekannten  Gesetze  mit  der 
Höhe,  man  giebt  ihr  desshalb  einen  constanten' Werth,  welcher 
gleich  ist  dem  Mittel  aus  den  Temperaturen  der  beiden  Endpunkte. 
Somit  liefert  die  vorige  Gleichung  durch  Integration  ihrer  beiden 
Theile 

gr^ 

^  ~  *  (I  +  a»)  (r  +  z)  ■*"     ' 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet;  man  bestimmt  sie  mit- 
telst der  an  der  unteren  Station  beobachteten  Grössen.  Sind  näm- 
lich Zq  und  Pq  die  Werthe  von  z  und  p  an  diesem  Punkte ,  so  ist 

gr^ 
'^<»  =  *  (l  +  a»)  (r  +  z,)  "•"  ^- 

Tind  durch  Subtraction  beider  Gleichungen 

Z—Zq 


\pj        k{l  +  cc&){ 


Die  verticale  Höhe  der  zweiten  Station  über  der  ersten  sei  Z  = 
z  —  Zq,  und  r  +  jTq  =  Ä ,  es  ist  dann 

gr'  Z 


')        '©= 


p/        kB  (1  +  aO)  Ä  +  Z 

Sind  /0  und  /  die  Temperaturen  der  Luft  an  den  beiden  Stationen 
so  ist  -^==1(^0+  i)  zu  setzen;  der  Einfachheit  wegen  möge  aber 
die  Bezeichnung  ^  beibehalten  werden. 

II.  15 
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Daa  VerhältnisB  —  kann  mittelst  der   barometrischen  noLen 

P 

ausgedrückt  werden  ^  welche  den  Drucken  p  und  p^  entsprechen, 
voransgesetst^  dass  man  das  Quecksilber  aaf  eine  nnd  dieselbe  Tem- 
peratur sorttckgefÜhrt  hat,  und  dass  man  auf  die  Aenderong  drr 
Schwere  von  einer  Station  zur  andern  Rücksicht  nimmt.  BezeichBet 
man  nämlich  mit  D  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bei  0^  mit  A. 
und  h  die  barometrischen  Höhen,  welche  an  den  beiden  Stationpn 
gemessen  und  auf  eine  und  dieselbe  Temperatur,  etwa  0^,  zurückge- 
führt sind,' endlich  mit  g^  und  g'  die  Werthe  der  Schwere  an  dieses 
Stationen,  so  hat  man  die  Beziehungen 

und  folgert  daraus 

p       h  \  ^  bJ 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  l)  kann  man  dif 
natürlichen- Logarithmen  durch  die  gewöhnlichen  ersetzen,  wobei 
der  Modulus  0,4242945  mit  M  bezeichnet  werden  möge ;  es  ist  daun 

m 

37,  Die  Correction  Hir  die  Ablesungen  des  Barometers  ist  seLi 
leicht  und  erfordert  die  gleichzeitige  Beobachtung  des  Barometers 
und  eines  mit  demselben  verbundenen  Thermometers ;  die  abgelese- 
nen Barometerstände  mögen  Hq  und  Hy  die  entsprechenden  Ther- 
momcterhöhen  d.  h.  Quecksilberteroperaturen  Tq  und  T  heissen.  D» 
sich  das  Quecksilber  bei  einer  Temperaturerhöhung  von    l^C  um 

seines  Volumens  ausdehnt,  so  stehen  seine  Dichtigkeiten  bei 

5550 

T 

den  Temperaturen  0  und  Tq  in  dem  Verhältnisse  von  1  -i — ^  zur 

5550 

Einheit.  Der  Luftdruck  wird  durch  das  Gewicht  einer  Quecksilber- 
säule gemessen,  welche  die  Flächeneinheit  zur  Basis  und  den  Baro- 
meterstand zur  IlÖhe  hat,  so  dass  die^e  Höhe  bei  demselben  Drucke 
der  Dichtigkeit  des  Quecksflbers  umgekehrt  proportional  ist.  Dem- 
nach hat  man  zwischen  B^q  und  Aq,  II  und  h  folgende  Beziehungen 

^0=  ^0  6  +  ,,L  T^)  nnd  ^=  h(t+~T) 
\  5550     V  V  5550    / 


Tonns  folgt: 
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1+    ' 


Äo ^0  5550 

oder  wenn  man  bloss  die  erste  Potenz  von  -^^ berücksichtigt , 

üDDU 


V     ^     5550    / 

Demgemass  kann  man  Hq  =  ^q  nebmen  nnd  h  durch  den  Ansdruck 

mO  +  I^) 

\  5550    / 

ersetzen.  '  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  die  Grössen  Aq  nnd 
A,  welche  jetzt  ans  den  Beobachtungen  an  beiden  Stationen  bestimmt 
sind,  beibehalten. 

Für  die  Formel  2)  bleibt  noch  eine  zweite  Correction  übrig, 
welche  sich  anf  die  geographische  Breite  des  Beobachtnngsortes  her- 
zieht. Da  wir  nämlich  mit  g  die  Schwere  an  der  Pariser  Sternwarte 
(g  =  9,80896)  bezeichnet  haben,  so  würde  die  obige  Formel  nur  für 
Beobachtungen  an  diesem  Orte  gelten ;  für  andere  Orte  ist  g  durch 

1  —  0,002588  cos  2^ 
i  ^  l~  0,002588  cos  2^^ 

zu  ersetzen,  wo  '^  die  Breite  des  Beobachtungsortes  und  '^|  die  von 
Paris  bezeichnet« 

Nach  diesen  Substitutionen  enthält  die  Gleichung  2)  auf  der 
rechten  Seite  noch  einen  Zahlencoefficienten,  d^n  man  ebensowohl 
direct  berechnen  als  aus  der  Gleichung  selbst  ableiten  kann,  wenn 
man  in  dieselbe  für  z  einen  aus  trigopometrischen  Messungen  be- 
kannten Werth  substituirt.  Beide  Methoden  liefern  fast  dasselbe 
Resultat;  wenn  man  femer  annimmt,  dass  die  erste  Station  dem  Ni- 
veau des  Meeres  sehr  pahe  liegt,  also  Zq  =  0,  Rz=:r^  Z=iz  lat^  so 
erhält  man  nach  Bestimmung  jenes  Coefficienten  die  Formel 

38.  Um  den  Werth  von  z  zu  berechnen ,  setzt  man  zuerst  Air 
^  und  ^  ihre  durch  die  Beobachtungen  gegebenen  Werthe  ein ,  und 
indem  man  die<4tbkttrzende  Bezeichnung 

15* 
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18336-  (1  +  a&) 


=  A 


1  —  0,002688  cos  2^ 
einführt,  ergiebt  sich 

'=-'Kt)+"»'O+I)]('+0- 

z 
Durch  Vernachlässigung  von  —  gegen    1   erhält  man  einen  ersten 

T 

Näherungswerth 

ein  zweiter  z^  ergiebt  sich  dadurch,  dass  man  z^  in  den  zweiten 
Theil  von  z  snbstituirt ,  nämlich 

^  =  4%(*^.)  +  .,^(,+a)](.+a). 

Diese  auf  einander  folgenden  Annäherungen  könnte  man  beliebig 
weit  fortsetzen,  für  gewöhnlich  aber  giebt  schon  z^  eine  hinreichende 

Genauigkeit.   Man  kann  auch  den  sehr  kleinen  Bruch  —  in  Formel 

3)  ganz  vernachlässigen,  wenn  man  gleichzeitig  den  Co^flficienten 
18336  etwas  vergrössert.  Karaond  hat  zu  diesem  Zweck  eine  grosse 
Zahl  Beobachtungen  im  südlichen  Frankreich  angestellt  und  gefun- 
den, dass  dann  die  Zahl  18336  durch  18393  zu  ersetzen  ist;  da  in  den 
dortigen  Breiten  cos  2tf;  beinahe  Null  war,  so  gebrauchte  er  die  ein- 
fache Formel 


z  =  18393  (I  +  a^)  log  \^ , 


die  in  der  Nähe  der  Breite  von  46*^  gewöhnlich  angewendet  wird. 

Es  hat  sich  übrigens  bei  neueren  Untersuchungen  gezeigt,  dass 
die  Uebereinstimmung  zwischen  den  barometrischen  und  den  trigo- 
nometrischen Höhenmessungen  nicht  so  gross  ist,  als  man  bisher 
glaubte  (vergl.  A.  J,  Pick,  lieber  die  Sicherheit  barometrischer 
Höhenmessungen.  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  v.  «T. 
1855),  was  vorzugsweise  seinen  Grund  in  der  Unkenntniss  des  Gc* 
setzes  haben  mag ,  wonach  die  Temperatur  mit  der  Höhe  abnimmt. 
Man  wird  daher  wohl  thun,  den  barometrischen  Messungen  beden- 
lenderer  Höhen  kein  zu  grosses  Vertrauen  zu  schenken. 


Fünftes  Buch. 


Dynamik  flüssiger  Körper. 


' 


4^  Erstes  CapiteL 

Der  AusHuSis' von  Flüssigkeiten  aus  Gelassen- 


Die  Onmdgleichongen  der  STydrodynainik. 

Jr«   l.*-^-4lia-,^ch  «6ine  genaue  Vorstellung  von  dem  allgemeinen 
PioblemeL  der  Hydrodynamik  zu   bilden,  muss  man  voraussetzen, 
dasKfur  einen  bestimmten  Augenblick,  den  man  zum  Anfangspunkte 
<3er  Zettzählung  nehmen  kann ,  die  Lage  aller  Molecüle ,  aus  denen 
die  Flüssigkeit  besteht,   und  ihre  Geschwindigkeiten  bekannt  sind, 
ebenso   die  äusseren,  auf  alle  Punkte   der  Flüssigkeit  wirkenden 
Kräfte  und  die  sonstigen  Bedingungen,   welche  sich  auf  ihre  Gren- 
zen nach  allen  Seiten  hin  beziehen.    Die  Aufgabe  der  Hydrodyna- 
mik ist  dann,  die  Bewegung  eines  jeden  Molecüls  insbesondere  zu 
bestimmen,  also  seine  drei  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  dar- 
zustellen, sowie  den  Druck  und  die  Dichtigkeit  in  einem  beliebigen 
Punkte  und  für  jeden  Augenblick  anzugeben.     Die  Coordinaten  x^ 
y,  z  eines  bestimmten  Molecüls  sind  zwar  Functionen  der  Variabein  t 
allein ,  aber  diese  Functionen  ändern  sich  von  einem  Molecül  zum 
andern  und  hängen  folglich  von  den  Coordinaten  a,  ft,  c  des  Punk- 
tes ab,   in  welchem  sich   das  betrachtete  Molecül  im  Anfange  der 
Bewegung  befand.    Man  kann  also  x,  y^  z  als  Functionen  der  vier 
unabhängigen  Variabcln  a^  b,  Cy  t  ansehen,  und  wenn  man  die  all- 
gemeine Form  dieser  drei  Functionen  linden  kann ,   so  ist  die  Be- 
wegung eines  beliebigen  Molecüls  von   seiner  Anfangslage  an  ge- 
nau bestimmt. 

2.  Wenn  das  Problem  gelöst  wäre  und  jene  drei  Functionen 
von  a,  6,  c,  i  bekannt  wären ,  so  könnte  man  daraus  a,  b,  c  als  Func- 
tionen von  X,  pj  z,  t  ableiten;  demnach  darf  jede  Function  der  unab- 
hängigen Variabein  a,  6,  c,  <  als  Function  der  vier  unabhängigen 
Variabein  a;,  y,  z,  i  betrachtet  werden.    So  kann  man  z.  B.  die  Com- 
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poneDten  m  =  — -,    »=:=--,  w  =  -~     der     Geschwindigkeit     eines 

Punktes  der  Fltissigkeit ,  als  abhäugig  von  .r,  y,  z,  /  ansehen,  weil 
sie  zuletzt  von  a,  6,  c,  /  abhängig  sind;  dies  begreift  man  übrigens 
a  priori ,  denn  für  irgend  einen  Punkt  der  Flüssigkeit,  dessen  Coor- 
dinaten  or,  y,  z  constant  bleiben ,  ändern  sich  die  auf  diesen  Punkt 
bezüglichen  Grössen  ti,  r,  tv  mit  der  Zeit  und  sind  folglich  Functio- 
nen von  t.  Lässt  man  fem  er  y,  z,  /  constant  und  variirt  x,  beiraebtet 
man  also  für  einen  und  denselben  Z^tpunkt  die  verschiedenen 
Punkte  einer  zur  Achse  der  x  parallelen  Geraden,  so  ändern  sich 
die  Grössen  u,  v^  w  und  sie  sind  d esshalb  Functionen  der  unabhän- 
gigen Variabein  x  u.  s.  w.  Daraus  folgt,  dass  u,  r,  w  Functionen  der 
vier  unabhängigen  Variabein  or,  y,  z,  t  sind;  dasselbe  gilt  für  jede 
Function  von  a,  fr,  c,  t. 

Die  Auflösung  des  vorliegenden  Problemes  besfeht  offenbar 
darin,  dass  man  u,  r,  w  als  Functionen  von  x,  y,  z,  /  bestimm'^  denn 
um  die  Bewegung  eines  Molecüls  insbesondre  kennen  zu  lernen, 
hätte  man  nur  x,  y,  z  als  Functionen  von  /  zu  betrachten  und 

dx  du  dz 

dt  'dl  '  dt 

zu  setzen ,  nach  Substitution  der  Werthe  von  u,  r,  w  würde  man  drei 
Differentialgleichungen  zwischen  ;r,  y,  z,  t  und  durch  Integration 
derselben  .r,  y,  z  als  Functionen  von  t  ausdrücken,  wobei  scbliess* 
lieh  die  drei  Integrationsconstanten  aus  den  Anfangswerthen  von 
.r,  y,  z  herzuleiten  wären. 

3.  Die  Gleichungen  der  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten. Im  Folgenden  bezeichnen  Xdmy  Tdm,  Zdm  die  Componen- 
ten  der  au  das  Molecül  mit  der  Masse  dm  angebrachten  Kraft,  t/,  r,  fr 
die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  und  udt^  vdi^  n/dl  die  Zu- 
nahmen, welche  u,  v^  w  erleiden,  wenn  sich  t  um  dl,  mithin  jede  der 
Coordinaten  um  ihr  Differential  und  in  Folge  dessen  auch  jede  der 
Grössen   u^  v,  w    ändert;    dabei    darf  man  u\  v\  n>   nicht  durch 

—  ,  -3- ,  -r-  bezeichnen,  weil  sie  sonst  mit  den  partiellen  Differen- 
dl     dl     dl 

tialquotienten  von  m,  v,  w  nach  l  verwechselt  werden  könnten ,  end- 
lich sei  p  der  Druck  und  q  die  Dichtigkeit,  welche  mit  a;,  y,  z,  /  va- 
riiren  können.  Zunächst  lassen  sich  drei  Gleichungen  der  Bewegung 
der  Flüssigkeit  mit  Hülfe  des  (T^/emfrrr/schen  Princips  bilden,  indem 
man  beachtet,  dass  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  sein  muss,  wenn 
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ein  beliebiges  Molecül  dm  durch  eine  Kraft  angegriffen  wird,  deren 
Componenten  sind 

(J[—u)dm,  (r  —  v)dm,  {Z  —  rv)dM, 
woraus  folgende  drei  Gleichungen  hervorgehen 

Um  die  Ausdrücke  für  u\  v\  tu  zu  erhalten ,  muss  man  beachten, 
dass  tf,  r,  fv  so  differentiirt  werden  müssen ,  dass  man  x,  y,  z  als  die 
Functionen  von  /  betrachtet,  welche  sich  auf  die  Bewegung  des 
Molecüls  dm  beziehen ,  und  dass  folglich  die  Werthe  der  Incremente 
von  X,  y,  Zy  welche  dem  Incremente  dt  der  Zeit  entsprechen,  fol- 
gende sind: 

dx  =  udt^  dy  =  vdi,  dz  =  tvdt. 

Hiernach  erhält  man 

/       du   ,       du    .       du    ,        du 

, dv    .       ^^    \       ^^    i        ^^ 

dl  dx  dy  dz ' 

,  •     dw   ,      dw    ,       dw       ■     drv 

dl  dx  dy  dz 

und  die  drei  vorigen  Gleichungen  werden 


1) 


1  dp 
g  dx 

AT- 

du 

dt 

du 
dx 

du 

du 

W    T-y 

az 

1  dp 

9^y 

— ; 

F- 

dv 

dt 

dv     . 

-  u  —  — 

dx 

dv 
""dz^ 

Idp 
gdz 

:— i 

Z  - 

drv 

dz 

dw 
dx 

dw 

dw 

""dz- 

Diese  drei  Gleichungen  genügen  nicht  zur  Bestimmung  der  fünf 
Functionen  p,  ^,  u,  f ,  m\  es  sind  noch  zwei  andre  Gleichungen 
nöthig,  wofern  q  nicht  constant  bleibt,  in  welchem  Falle  nur  noch 
eine  aufzustellen  wäre.  Wir  wollen  jetzt  sehen ,  wie  man  diese 
Gleichungen  aus  der  Bedingung,  dass  die  Flüssigkeit  ihre  Continui- 
tät  behält,  ableiten  kann. 
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(Fig.  14.) 


z 


4.  Denken  wir  nns  den  von  der  FlQusigkeit  eingenommenen 
Raum  in  unendlich  kleine  Parallel epipede  dx  dy  dz  getheilt,  so 
müssen  dieselben  nach  der  Zeit  dt  noch  von  der  Flüssigkeit  erfüllt 
sein ,  und  nur  bei  denen ,  welche  sich  an  der  freien  Oberfläche  be- 
finden, brauchte  diess nicht  gerade  stattzufinden;  dennoch  muss  die 
Zunahme  der  Dichtigkeit  in  jedem  Theilchen  dem  Zuwachse  der  da< 
rin  eingeschlossenen  Masse,  dividirt  durch  das  Volumen,  gleich- 
kommen. Um  diese  Bedingung  auszudrücken,  bestimmt  man  den 
Ueberschuss  der  Masse  von  Flüssigkeit,  welche  zu  irgend  einem 
Theilchen  hinzugetreten  ist,  über  diejenige  Masse,  welche  während 
der  Zeit  dl  herausgetreten  ist. 

Wir  bezeichnen  mit  x,  y,  z  (Fig.  14)  die  Coordinaten  der  Ecke  M 

dieses  Parallelepipedes ,  mit  X'\-dx^ 
y  '\-  dy^  z  '\-  dz  d\Q  Coordinaten  der 
gegenüberstehenden  Ecke  5,  mit  t/,  r, 
m  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  in  M  gelegenen  Punktes  nach 
der  Zeit/,  und  mit  q  die  Dichtigkeit  in 

diesem  Punkte  in  demselben  Augen- 

blicke.  Die  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit ändert  sich  stetig;  wenn  also 
Flüssigkeit  durch  eine  Seitenfläche 
eintritt,  so  geht  andererseits  Flüssig- 
keit durch  die  gegenüberstehende 
Seitenfläche  heraus,  und  wenn  man  den  Ueberschuss  der  ersten 
Quantität  über  die  zweite  in  Bezug  auf  die  drei  Paare  paralleler 
Seitenflächen  berechnet,  so  giebt  ihre  Summe  den  Zuwachs  an  Masse, 
welchen  das  Parallelepiped  empfangen  hat.  Wir  wollen  zunächst 
die  SeitenfiPache  MPQR  und  die  zu  ihr  parallele  betrachten.  Wenn 
q  und  u  in  der  ganzen  Ausdehnung  einer  jeden  constant  waren,  so 
würde  die  durch  die  erste  eingetretene  Masse  sein 

QU  dy  dz  diy 
und  die  durch  die  zweite  herausgetretene 


[ 


QU   + 


d  (qh) 


^-] 


dy  dz' dt-, 


der  Ueberschuss  wäre  demnach 

<^  (Qti) 
dx 


dx  dy  dz  dt. 
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Nun  darf  man  aber  annehraeD ,  dass  q  nnd  u  in  der  ganzen  Ausdeh- 
nung einer  Seitenfläche  constant  sind ;  denn  wenn  man  zwei  Punkte 
r,  F  betrachtet,  welche  in  den  beiden  Seitenflächen. auf  derselben 
zur  Achse  der  x  parallel  gehenden  Geraden  liegen ,  so  übertrifft  der 
Unterschied  der  Werthe  von  qu  in  diesen  beiden  Punkten  den  Unter- 
schied der  Werthe  von  Qti  in  den  Punkten  M  nnd  N  nur  um  eine  in 
Bezug  auf  ihn  selbst  unendlich  kleine  Grösse,  weil  es  genügen  würde, 
in  diesem  letzten  die  Coordinaten  von  M  durch  die  von  T  zu  ersetzen, 
um  die  Ausdrücke  des  ersten  zu  erhalten. 

Ebenso  ist  der  Ueberschuss  der  durch  die  beiden  Flächen  dxdz^ 
dxdy  eingetretenen  über  die  durch  die  Gegenflächen  ausgetretenen 
Massen 

oy  dt 

Dividirt  man  die  Summe  dieser  drei  Ueberschüsse  durch  das  Volu- 
men dx  dy  dz^  so  erhält  man  den  Zuwachs  der  Dichtigkeit  der  in 
dem  Parallelepiped  enthaltenen  Flüssigkeit,  oder,  was  dasselbe  iiät, 
der  Dichtigkeit  in  dem  Pimkte,  dessen  Coordinaten  x^y^  z  sind. 
Diess  ist  nichts  Anderes  als  das  partiell  in  Beziehung  auf  die  Zeit 
genommene  Differential  der  Dichtigkeit,  und  man  hat  somit  folgende 
Gleichung: 

dQ        d(Qu)        d(Qv)        d  (grp)  _ 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen ,  wie  dieselbe  in  den  verschiedenen 
Fällen,  welche  bei  Flüssigkeiten  eintreten  können,  gedeutet  wer- 
den mnss. 

5.  Handelt  es  sich  um  eine  tropfbare  Flüssigkeit,  deren  Dich- 
tigkeit in  allen  Punkten  dieselbe  und  unabhängig  von  der  Zeit  ist, 
so  reducirt  sich  die  Gleichung  2)  auf 

\  du  ^,    dv  ^^  dw  

dx        dy        dz 

In  diesem  Falle  giebt  es  nur  vier  unbekannte  Functionen^  />,  ti,  v^  tVy 
weil  g  bekannt  ist.  Die  Gleichungen  ])  und  3)  genügen  also  zu  de- 
ren Bestimmung. 

Bei  einer  heterogenen  Flüssigkeit  ist  die  Dichtigkeit  eines  je- 
den  Molecüls  unveränderlich ,  aber  trotzdem  q  eine  Function  von  x^ 
y,  z,  /•    Um  kejintlich  zu  machen ,  dass  diese  Function  für  ein  und 


.1 
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dasselbe  Molecül  constant  bleibt,  muss  man  ihr  totales  Differential 
suchen,  indem  man  aasdrückt,  dass  dx,  dy,  dz  Werihe  haben,  welche 
der  Bewegung  dieses  Molecüls  entsprechen,  nnd  es  gleich  Null 
setzen.   So  erhält  man 

^  di    ^     dx  dy  dz  ' 

wodurch  die  Gleichung  2)  zurückkommt  auf 

du        dv        dw 

dx        dy        dz 

In  diesem  Falle  giebt  es  fünf  unbekannte  Functionen  p,  p,  u,  t?,  w 
und  eine  ebenso  grosse  Anzahl  von  Gleichungen  l),  4),  5). 

Bei  einer  zusammendrückbaren  Flüssigkeit  von  constanter  Tem- 
peratur hat  man  zwischen  p  und  q  die  Relation 

welche  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  l)  und  2)  die  fünf  unbe- 
kannten Functionen  bestimmt. 

6.  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Oberfläche 
beziehen.  Die  Gleichungen,  welche  wir  bis  hierher  erhalten  ha- 
ben, gelten  für  alle  Punkte  im  Innern  der  Flüssigkeit,  und  ist  die- 
selbe unendlich,  so  hat  man  mit  ihnen  nur  noch  die  Bedingungen  zu 
verbinden,  welche  sich  auf  den  Anfangszustand  beziehen.  Bei  einer 
begrenzten  Flüssigkeit  dagegen  gelten  noch  besondere  Gleichungen 
für  die  an  ihrer  Oberfläche  befindlichen  Punkte.  Gewöhnlich  nimmt 
man  an ,  dass  Punkte ,  welche  anfangs  mit  einer  beweglichen  Wand 
in  Berührung  waren,  es  beständig  bleiben,  und  dass  diejenigen 
Punkte,  welche  anfanglich  auf  der  Oberfläche  waren,  ihr  ebenfalls 
beständig  angehören.  Diese  Annahmen  beschränken  die  Aufgabe 
sehr,  und  dennoch  giebt  es  nur  wenige  Fälle ,  in  welchen  die  Rech- 
nungen vollständig  ausgeführt  werden  können. 

Wir  bezeichnen  mit  F  (ar,  y,  2,  <)  =  0  die  Gleichung  der  Ober- 
fläche, auf  welcher  ein  Punkt  der  Flüssigkeit  bleiben  soll  und  neh- 
men an,  dass  seine  Coordinaten  ihr  für  einen  gewissen  Werth  von  / 
genügen;   wenn  jetzt  t  um  dl  wächst,  so  sind  die  Incremente  der 

Coordinaten 

u  dl,  V  dlf   tvdl; 

diese  müssen  der  Differentialgleichung  der  Oberfläche  genügen,  wenn 
man  sie  für  dx,  dy,  dz  substituirt,  und  diess  giebt  folgepde  Bedingung: 
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dF    ,       dF    ,       dF  ,       dF 

di  ox  oy  dz 

dF 

Ist  die  Wand  fest,  so  verschwindet  der  Ausdruck  ^. 

Die  obige  Gleichung  gilt  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewe- 
gang  für  die  Punkte ,  welche  sich  anfanglich  in  Berührung  mit  der 
in  Rede  stehenden  Wand  fanden;  ähnliche  Gleichungen  existiren 
für  alle  nicht  freien  Theile  der  Oberfläche. 

Die  Punkte  der  freien  Oberfläche  sind  der  Wirkung  eines  be- 
kannten Drucks  unterworfen ,  welcher  gewöhnlich  in  allen  Punkten 
derselbe  ist,  aber  mit  der  Zeit  variiren  kann.  Bezeichnet  man  den- 
selben mit  P,  so  ist  die  Gleichung  jener  Oberfläche 

P  —  i'  =  0, 

woraus  man  für  die  auf  ihr  befindlichen  Punkte  nachstehende  Bedin- 
gung ableitet 

^P    I       ^P    ,       ^P    ,        ^P        ^P 
77-  +  «  —  H-r—  H-w  —  =  ~. 

et  ex  cy  dz         dt 

Diese  verschiedenen  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Grenzen 
der  Flüssigkeit  beziehen ,  helfen  in  Verbindung  mit  dem  Anfangs;EU- 
stande  die  willkürlichen  Functionen  bestimmen ,  welche  durch  die 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  auftreten. 

7.  Sind  u,  v,  w  die  partiell  in  Beziehung  auf  «r,  y  und  z  ge- 
nommenen Differential  quo  tienten  einer  Function  q>{x,  y,  2,  /),  so 
kann  man  die  Gleichungen  l)  auf  eine  einzige  reduciren,  und  die 
Lösung  der  Aufgabe  ist  auf  die  Bestimmung  von  9  zurückgeführt, 
weil  man  aus  ihr  ti,  v,  w  durch  Differentiationen  ableiten  kann. 

Betrachtet  man  nur  die  Variablen  a:,  y,  z  in  9 ,  so  hat  man  der 
Voraussetzung  zufolge 

udx  +  vdy  +  wdz  =  dq>. 

Sind  femer  JT,  F,  Z  die  partiellen  Differentialquotient^n  einer  Func- 
tion   F,  also    . 

Ädx  +  Ydy  +  Zdz  =  dV, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  l)  auf  folgende  Form  bringen : 
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I  dp        h  V         ^ V         dq>  ^V         ^9>    ^V  ^^   ^V 


^  ^x        c;a:         '<ix  öt        ex  dx^         dy  dx  dy        dz  ex  dz 

1^ ^  _  ar  _  a V      ^<p  ^ V      ^<p  ^^^^       ^9  ^^9> 

^  ^^         ^y         %  ^<       e?x  ^x  ^y       dy  dy'^  dz  cy  bz* 

l  dp        dV         d^tp        dfp   d'^tp         dg>    d^tp        dtp  d^ip 

q  dz        dz         dz  dl       dx  dx  dz       dy  dy  dz       dz  dz^ 

Die  Mnltlplication  dieser  Gleichungen  mit  Jx,  d'y,  dz  und  nacbherige 
Addition  giebt 

wo  alle  Differentiale  nach  x^  y,  z  genommen  sind,  während  man  /  als 
constant  betrachtet.  Beide  Seiten  dieser  Gleichung  können  immer  in 
Bezug  auf  x^y^  z  integrirt  werden,  wenn  q  eine  bekannte  Function 
von  p  oder  eine  Constante  ist. 

8.     Im  letzteren  Falle,  welcher  hei  einer  homogenen  Flüssig- 
keit stattfindet,  erhält  man 

eigentlich  wäre  eine  willkürliche  Function  der  Zeit  zu  dem  zweiten 
Theile  hinzuzufügen ,  man  kann  sie  aber  in  q>  einrechnen  und  braucht 
sie  desshalb  nicht  hinzuschreiben.  Die  Bedingung  der  Continuität 
wird  im  vorliegenden  Falle 


oder 


du        dv    .    dw 

dx        dy        dz         ' 


dx'^  ^  dy'^  ^  dz^  ~ 


Diese  Gleichung  liefert  tp  als  Function  von  rr,  y,  2,  und  nachdem 
die  willkürlichen  Functionen  bestimmt  sind,  kann  man  t/,  r,  fv  durch 
Differentiation  von  tp  ableiten. 

9.     Bei  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  von  constanter  Tempera- 

iur  ist  p=kQj  und  dann  wird  der  erste  Theil  der  Gleichung  6)= Ar  — . 
"^  P 

Durch  Integration  erhält  man 
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woraus  man  p  als  Function  von  9  ableiten  kann.  Die  Gleichung  2) 
Usst  sich  auf  folgende  Form  bringen : 

dt    ^        dx       ^        dy        '^        dz 

und  wenn  man  in  diese  den  Werth  von  p  aus  dej  vorigen  einsetzt, 
so  ergiebt  sieb  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  9  und  u,  v,  w. 
Sind  die  Bewegungen  der  Flüssigkeitstheile  so  rasch ,  dass  die  Tem- 
peratur in  den  einzelnen  Punkten  steigt  und  fallt,  so  ist  die  ela- 
stische Kraft  nicht  mehr  der  Grösse  q  allein  proportional,  sondern 
abhängig  von  der  Zunahme  der  Temperatur,  die  als  proportional  dem 
Zuwachse  der  Dichtigkeit  angesehen  werden  kann;  p  würde  also 
noch  von  q  abhängen  und  umgekehrt.  Der  erste  Theil  der  Glei- 
chnng  6)  kann  auch  in  diesem  Falle  integrirt  werden,  das  übrige 
Verfahren  bleibt  wie  vorhin. 

f  10.  Wenn  die  Functionen  ti,  t;,  n>  partielle  Differentialquotienten 
einer  Function  von  ar,  y,  z  für  einen  beliebigen  Werth  von  t  sind,  so 
müssen  sie  es  auch  für  1=^0  sein;  diess  ist  leicht  einzusehen,  da 
ihre  Anfangswerthe  als  Functionen  von  x,  y,  z  gegeben  sind.  An- 
dererseits lässt  sich  auch  zeigen,  dass,  wenn  die  genannte  Bedingung 
zu  irgend  einer  Zeit  stattfindet,  sie  auch  zu  jeder  anderen  Zeit  gül- 
tig bleibt.     Der  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  ist  folgender. 

Wir  zerlegen  die  Zeit  in  unendlich  kleine  Intervalle  und  berech= 
nen,  um  wieviel  der  Ausdruck  u  dx  ^  v  dy  '\'  w  dz  in  einem  dieser 
Intervalle  zunimmt,  indem  wir  die  Incremente  bestimmen,  welche 
u,  Vj  w  in  derselben  Zeit  zufolge  der  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  der  Flüssigkeiten  erhalten.  Nun  ist  klar,  dass,  wenn 
u  dx  -{-  vdy  +  TV  dz  in  jedem  Augenblicke  das  Differential  einer 
Function  von  x,  y,  z  ist,  die  Grösse,  um  Velche  dies  Differential 
wächst,  nothwendig  selbst  immer  ein  exactes  Differential  sein  muss, 
und  dass  umgekehrt,  wenn  dieser  Ausdruck  in  irgend  einem  Zeit- 
punkte ein  exactes  Differential  ausmacht  und  alle  seine  successiven 
unendlich  kleinen  Incremente  selbst  exacto  Differentiale  sind,  das- 
se[he  für  deren  Summe  und  folglich  für  den  Ausdruck  u  J.r  -f-  ^  dy 
-f-  w  dz  in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  gelten  muss.  Wir  bezeichnen 
nun  mit  t/j  7  ^1  ?  ^i  ^^^  Werthe  von  «,  »,  fv  für  f  =  /j ,  und  nehmen 
an ,    dass 
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«1  dx  +  v^dy  +  n>^  dz  =  dg>^ 

sei ,  wo  9)j  eine  Function  der  drei  anabhängigen  Yariabeln  ar,  y,  :  be- 
zeichnen möge.  Da  «,  r,  m  als  Functionen  von  a:,  y,  2^  l  betrachtet 
werden ,  so  lassen  sich  die  Werthe,  welche  sie  für  i  :=zt^  -ff  erhal- 
ten, nach  Potenzen  von  b  entwickeln ,  und  wenn  man  diesen  Zuwachs 
c  unendlich  klein  nimmt,  so  darf  man  sich  auf  die  beiden  ersten  Glie- 
der beschränken  und  erhält 

wo  ti',  v^  w  Functionen  von  Xy  y,  z  sind ,  und  zwar  die  partiellen 
Differentialquotienten  von  u,  v,  w  nach  <  für  f  =  /, .  Ans  dem  Obi- 
gen folgt 

tt  rfo:  +  t;  rfy  +  w  ^2:  =  «1  rfa:  +  t'i  <fy  +  w^  dz 

+  f  (1/  dx  +  V  dy  +  w  dz)^ 

d.  h.  wenn  u  dx  +  t?"  rfy  +  m  dz  ein  exactes  Differential  ausmacht 
so  ist  ^%  udx  -{-  vdy  +  rvdz  gleichfalls  zu  der  Zeit  /  =  f^  -f-  g.  Die 
Gleichungen  l),  für  den  Zeitpunkt  <==/i  betrachtet,  werden  nun 

l_  ^ , d^  d^q>^  d^  ^^9?!    d^  d^q>^ 

^  dx    "  dx   dx^  dy  dx  dy        dz    dx  rr' 

L^^Y—v  —  ^-^  ^^^^  —  ^i!^  _  ^  ^^^t 
Q  dy  dx  dx  dy        dy  dy*^  dz    dy  dz* 

L^A  —  Z—rv—^-^  ^^^^  —  ^  ^Vi   _  ?!Pi  ^1 . 

q  dz  dx  dx  dz       dy  dy  dz        dz   dz^    ' 

wir  wollen  sie  mit  dx,  dy,  dz  multipliciren  und  addiren.  Der  erste 
Theil  —  wird  dann  zu  einem  exacton  Differential ,  sowohl  bei  homo- 

genen  Flüssigkeiten,  weil  q  dann  constant  bleibt,  als  bei  gasförmigen, 
weil  q  dann  eine  Function  von  p  ist,  wenn  die  Temperatur  als  un- 
veränderlich angenomn!en  wird.     Man  kann  also  dP  für  -^  setzen^ 

9 
wo  P  eine  gewisse  Function  x,  y,  z  bezeichnet;  sind  femer  die  äns- 

seren  Kräfte  so  beschaffen ,  dass  Xdx  4~  Tdy  +  Zdz  das  Differen- 
tial einer  gewissen  Function  V  von  .r,  y,  z  bildet,  so  ergiebt  sich 
nach  diesen  Bemerkungen 

dP—dV—  {u  dx  +vdy  +  w  dz) 
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woraus  folgt 

u  dx  +  vdy  +  tvdz 

Demnach  ist  u  dx  +  vdy  +  tvdz  das  Differential  einer  gewissen 
Function  der  drei  unabhängigen  Variabein  a:,  y^  z;  wenn  also  der 
Ausdruck  udx  +  vdy  +  w  dz  zu  irgend  einer  Zeit  ein  ezactes  Diffe- 
rential war,  so  ist  er  es  auch,  nachdem  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit sieb  in  Polge  aller  Einwirkungen  und  aller  Umstände  während 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  fortgesetzt  hat.  Geht  man  von  dem 
Zustande  der  Flüssigkeit  in  diesem  neuen  Zeitpunkte  in  derselben 
Weise  wie  von  dem  vorigen  aus,  so  kann  man  ebenso  beweisen,  dass 
uda:  +  vdy  +  w  dz  wieder  ein  exactes  Differential  nach  einem 
unendlich  kleinen  Zeitintervalle  sein  muss  u.  s.  f.  War  also  jene  Be- 
dingung im  Anfangszustande  erfüllt,  was  man  immer  unmittelbar 
wird  nachweisen  können,  so  gilt  sie  auch  für  jede  fernere  Zeit; 
wäre  sie  dagegen  anfangs  nicht  erfüllt,  so  würde  sie  es  später  eben- 
sowenig sein. 

Die  fragliche  Bedingung  ist  übrigens  stets  erfüllt,  wenn  die  An- 
fangsgeschwindigkeiten in  allen  Punkten  der  Flüssigkeit  Null  sind; 
denn  man  hat  in  diesem  Falle 

udx  +  vdy  +  tvdz  =  0, 

was  ein  exactes  Differential  ist. 

II.  Wenn  eine  Flüssigkeit  sich  gleichförmig  um  eine  feste 
Achse  dreht,  ohne  dass  die  Punkte  ihre  relative  Lage  ändern,  so 
bildet  u  dx  +  vdy  +  tv  dz  kein  exactes  Differential;  denn  bezeich- 
net man  mit  co  die  constante  Winkelgeschwindigkeit  und  nimmt  die 
Rotationsachse  zur  Achse  der  z,  so  wird 

M  =  —  my,   V  =  CDX ,   w  =  0, 
und  folglich 

udx  +  vdy  +  TV  dz  r=  m  {xdy  —  y  dx\ 

was  in  der  That  kein  exactes  Differential  ist.  Der  vorliegende  Fall 
kann  also  nicht  nach  dem  obigen  besonderen  Verfahren  behandelt 
werden,  vielmehr  muss  man  auf  die  allgemeinen  Gleichungen  zu- 
rückgehen.    Dabei  ist 

du  dv  dtv       ^ 

n.  16 
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and  die  Gleidrangen  I)  werden 

worans  folgt 

^  =  Xdx  +  Tdy  +  Zdz  +  tP  {xdx  +  ydy)'^ 
9 

diese  OleielraDg  stnmnt  mit  jener  ubereiD ,  welche  wir  io  der  Hydro- 
statik geftmdeii  haben. 


Bewegimg  eiser  FUstigkeit  imter  eiser  ^eeieüen  Yoransaetaning'. 

12.  Wenn  eine  iiomogene  in  einem  Grefasse  eingesclilossene 
FIüMigkeit  durch  eine  Oeffnnng  ansfliesst,  welche  in  der  horizontalen 
Grrnndfllche  angebracht  nnd  in  Vergleich  znm  Querschnitte  des  6e- 
ftsses  sehr  klein  ist,  so  zeigt  die  Erfahrung,  dass  die  Molecüle, 
welche  sich  zu  irgend  einer  Zeit  in  einer  und  derselben  horizon- 
talen Schicht  befanden,  stets  in  derselben  bleiben,  so  lange  sie 
der  Oeffhung  nicht  sehr  nahe  kommen.  Die  horizontalen  Gesch^win- 
digkeiten  kann  man  vernachlässigen ,  wenn  die  Schnitte  in  der  gan- 
zen Höhe  des  Oefässes  wenig  yarüren  und  kleine  Dimensionen  in 
Bezug  auf  diese  Höhe  haben ;  es  sind  dann  nur  zwei  Unbekannte  zn 
bestimmen,  die  verticale  Geschwindigkeit  und  der  Druck.  Unter  Zu- 
lassung dieser  Hypothese  des  Parallelismus  der  Schichten 
legen  wir  die  Achse  der  x  in  die  Richtung  der  Schwere  und  nehmen 

von  den  Gleichungen  l)  reduciren  sich  die  beiden  letzten  auf 

dp  dp 

welche  anzeigen,  dass  der  Druck  für  alle  Punkte  eines  und  dessel- 
ben horizontalen  Schnittes  derselbe  bleibt;  und  die  erste  der  61ei< 
chungen  |)  wird 


V  dp  (         du  du\ 


Die  Bedingung  der  Continuität  3)  kann  im  vorliegenden  Falle  Mcht 
unmittelbar  angewendet  werden ,  weil  sje  die  Differentialquotienten 
von  t/,  v,  w  enthält,  und  obgleich  v  und  w  sehr  klein  im  Vergleich  za 
u  sind,  so  kann  man  doch  nicht  sagen ,  dass  ihre  Differentialquotienten 
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gegen  den  von  u  vernachlässigt  werden  können.  Dagegen  läset  sich 
die  Bedingung  der  Continuität  sehr  einfach  dadurch  ausdrtlcken, 
dass  man  die  Menge  Flüssigkeit ,  welche  durch  irgend  einen  Quer- 
schnitt  geht,  derjenigen  gleich  setzt,  welche  während  einer  unend- 
lich kleinen  Zeit  durch  die  OeffnuDg  ausfiiesst.  Bezeichnen  wir 
nämlich  mit  o  den  Flächeninhalt  des  durch  das  Gefass  gelegten 
Schnittes,  dessen  Entfernung  von^  Anfangspunkte  der  Coordinaten  x 
heissen  m5ge ,  mit  Sl  den  Flächeninhalt  der  Oeffnung,  niid  mit  U  die 
Geschwindigkeit,  mit  der  die  Flüssigkeit  durch  dieselbe  hindurch- 
strömt, so  sind  au  dt  und  Sl  Udt  die  Quantitäten  Flüssigkeit,  welche 
durch  die  Schnitte  cd  und  Sl  während  desselben  Zeitintervalles  dt 
hindurchgehen ;  es  ist  nun 

b)  COM  =  Ä  27  oder  u  = , 

'  CD 

wo  sich  die  Werthe  von  u  und  U  auf  einen  und  denselben  Werth 
von  t  beziehen.  U  ist  eine  Function  von  t  allein ,  co  eine  durch  die 
Gestalt  des  Gefässes  gegebene  Function  von  .r,  endlich  u  eine  Func- 
tion von  X  und  t,  Lässt  man  t  allein  in  u  sich  ändern,  so  erhält 
man  die  successiven  Werthe  der  Geschwindigkeit  verschiedener 
Schichten  in  dem  Augenblicke ,  wo  sie  durch  einen  und  denselben 
Schnitt  gehen ;  ändert  man  dagegen  x  allein  in  u,  so  findet  man  die 
Geschwindigkeiten  verschiedener  Schichten  in  einem  und  demselben 
Augenblicke,  eine  gleichzeitige  Aenderung  von  x  und  /  ohne  Ab- 
hängigkeit zwischen  beiden  giebt  die  Geschwindigkeit  der  Schicht, 
welche  in  diesem  zweiten  Zeitpunkte  durch  einen  andern  Schnitt 
geht.  Will  man  endlich  die  Geschwindigkeit  erfahren,  welche  nach 
der  Zeit  dt  derjenige  Schnitt  hat ,  der  für  gegebene  Werthe  von  i 
und  X  die  Geschwindigkeit  u  besitzt,  so  hat  man  t  um  dt  und  x  um 
dx  zu  ändern ,  indem  man  dx  :=^udt  setzt. 

Mittelst  der  Gleichung  b)  kann  man  u  aus  der  Gleichung  a) 
eliminiren  und  ü  einführen,  welche  Variabele  den  Vortheil  gewährt, 
dass  sie  nur  von  t  abhängt ;  man  erhält 


dx'^^V        CO  dt    '^     ß)5    dxj' 


Multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dXy  und  integrirt 
in  Bezug  auf  x  von  der  oberen  Fläche  an,  so  ergiebt  sich 


du  rix     Q^o^ 

ggx  —  g  Sl  -T-  1 ^  »     +  C: 


16 


wer- 
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Cdx 
das  Integral  I  —  kann  in  jedem  Falle  als  bekannt  angesehen 

den,  weil  o  eine  gegebene  Function  von  x  ist;   die  Integrationscon- 
stante  C  enthält  kein  x,  kann  aber  von  i  abhängen. 

Weiterhin  sind  zwei  sehr  verschiedene  Falle  zu  unterscheiden, 
ob  näinlich  das  Niveau  der  Flüssigkeit  immer  in  derselben  Höhe 
erhalten  wird ,  oder  ob  dasselbe  durch  den  Ausfiuss  der  Flüssigkeit, 
die  nicht  wieder  ersetzt  wird,  herabsinkt;  wir  wollen  beide  Fälle 
nach  einander  untersuchen. 

13.  Bezeichnet  P  den  constanten  auf  die  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit ausgeübten  Druck,  P  den  Druck  auf  die  Flüssigkeit,  welche 
aus  dem  Gefässe  heraustritt ,  so  ist  nahezu  P  £=  P,  wenn  sich  der 
ganze  Apparat  in  einem  und  demselben  gasförmigen  Mittel  befindet ; 
femer  sei  h  der  Abstand  des  Niveauos  vom  Anfange  der  x^  und  / 
sein  Abstand  von  der  Oeffnung.  Die  Constante  der  vorigen 
Gleichung  bestimmen  wir  so ,  dass  p  zs^  P  wird  für  x  :=  h;'  es 
findet  sich  hiemacli 

wo  0  den  Werth  von  co  am  Niveau  der  Flüssigkeit  bezeichnet  Wei- 
ter folgt  daraus 

X 


und  i\ix  X  =  h  +  l  giebt  diese  Gleichung 

P  =  />',  CO  =  Ä. 

Führen  wir  die  Bezeichnungen 


Idx  , 

-  =  «,   P-P^g^ 

h 


f- 


ein,  so  erbalten  wir  statt  der  obigen  Gleicbang 
nehmen  wir  femer 
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1  —  ^  =  «2  und  2sr  (/  +  d)  =  F, 

so  ist  a  eine  sehr  wenig  von  der  Einheit  verschiedene  Grösse,  und 
die  vorige  Gleichung  gieht,  wenn  man  sie  nach  dt  auflöst, 

2tnSldü  ' 
F— «2^725 

durch  beiderseitige  Integration  wird  daraus 

~ka      \c'k  —  ccu)' 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet ,  welche  mau  mit  Hülfe 
des  Anfangs werth es  von  U  bestimmen  kann.  Setzt  man  die  Ge- 
schwindigkeiten =  0  für  f  =  0,  so  erhält  C  den  Werth  1,  und 
die  nach   U  aufgelöste  Gleichung  giebt 


jj^ki-e 


kcu 
mSl 


a  kctt 

\  +  e 

da  ü  bestimmt  iät,  so  findet  man  u  aus  der  Gleichung  u  == und 

p  mittelst  der  Gleichung  c).  Der  Werth  von  ü  zeigt,  dass  nach 
einer  gewissen  Zeit,  die  um  so  kürzer  sein  wird,  je  kleiner  Sl  ist, 
die  Exponentialgrössen  gegen  die  Null  convergiren,  und  dass  folglich 
der  Werth  von  TJ  sich  der  Grenze 


V 


29  (/  +  d) 

_Ä2 


und  u  und  p  siclAntsprechenden  Grenzen  nahem.    Bei  Vernachläs- 
sigung  des  Quadrates  von  jr  wird  die  Grenze  der  Geschwindigkeit 


in  der  Oeffnung  =  y^g  (/  +  <J) ;  ist  endlich  rf  ==  0,  also  der  äussere 
Druck  an  der  Oeffnung  derselbe  wie  am  Niveau  der  Flüssigkeit ,  so 

wird  die  Geschwindigkeit  in  der  Oeffnung  =  l/2gly  d.  h. 

Die  Ausflussgeschwindigkeit  ist  dieselbe,  welche 
ein  schwerer  Körper  dadurch  erhält,  dass  er  imleeren 
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Kaume  von  einer  Höhe  herabfällt,  die  gleich  ist  der 
Höhe  der  Flüssigkeit  in  dem  Gefässe. 

Ist  die  Geschwindigkeit  U  constant,  also  -r-  =  0  geworden ,  so 
redacirt  sich  die  Gleichnng  c)  auf 

Nun  würde  im  Zustande  des  Gleichgewichts  der  Druck  gleich 

P+^(x  —  h) 

sein;  er  ist  also  fllr  den  Zustand  der  Bewegung  geringer  in  allen 
den  Schnitten,  für  welche  co  <  0  bleibt ,  d.  h.  für  diejenigen,  welche 
geringeren  Flächeninhalt  haben  als  die  freie  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit; dagegen  ist  er  grösser  als  im  Zustande  des  Gleichgewichts  für 
diejenigen  Schnitte,  deren  Flächen  grösser  als  0  sind. 

Um  das  Volumen  Flüssigkeit  kennen  zu  lernen,  welches  nach 
Verlauf  der  Zeit  t  aus  dem  Gefässe  herausgetreten  ist,  muss  man 
Sl  Udi  zwischen  0  und  i  integriren ;  für  dieses  Volumen ,  welches  V 
heissen  möge ,  findet  man  leicht : 

kat  kcct 

2mÄ  ~2otä 

F  = 

Bei  grossen  t  kann  man  die  zweite  ExponentialgrÖsse  vernachläs- 
sigen ,  und  wenn  man  für  k  seinen  Werth  j/  lg  {l  +  6)  zurücksetzt, 
so  ergiebt  sich  angenähert : 


'2m  /  e         +  e \ 

"TTT  (       ~^        )' 

02  /12        \  / 


j,^V2gil  +  ^  ^  2m/2 

Der  erste  Ausdruck  ist  das  Volumen ,  welches  herausgetreten  sein 
würde ,  wenn  die  Geschwindigkeit  von  Anfang  an  gleich  der  Grenze 

_  ^ 

1  Q2 

gewesen  wäre. 


/ 
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14.  Wir  wollen  jetzt  zu  dem  Falle  übergehen ,  wo  die  Flüssig- 
keit nicht  wieder  ersetzt  wird ,  sondern  das  Niveau  sich  senkt  und 
h  also  eine  unbekannte  Function  von  i  ist.  Die  Gleichung  a),  6),  c), 
d)  finden  immer  statt,  aber  m  und  0  sind  jetzt  bekannte  Functionen 
von  h ,  und  /  hängt  von  h  ab  vermittelst  der  Gleichung 

Ä  +  /  =  «, 

wo  a  den  unveränderlichen  Abstand  der  Oeffnuug  vom  Anfangspunkte 
der  X  bezeichnet.  Diesen  Gleichungen  muss  man  noch  eine  hinzu- 
fügen ,  welche  ausdrückt,  dass^  die  während  eines  beliebigen  Zeit- 
intervalles  di  ausgeflossene  Flüssigkeit  dem  Volumen  gleichkommt, 
das  zwischen  den  beiden  Niveauos  enthalten  ist,  welche  dem  An- 
fange und  dem  Ende  dieses  Intervalles  entsprechen;  die  Glei- 
chung  ist 

dh        SIU 
'^  di^-ö' 

Die  Gleichung  d)  wird ,  wenn  man  a  —  h  für  /  einsetzt, 

Man  hat  also  das  System  der  beiden  simultanen  Gleichungen  e)  und 
/*)  zu  integriren. 

Durch  Elimination  von  dt  aus  beiden  Gleichungen  erhält  man: 
oder  wenn  man  IP  =  ^gz  setzt , 


dz_ 
dh 


+  ^(i-i)"  +  ^^^-^~^)  =  ^' 


eine  Gleichung  vom  ersten  Grade  und  erster  Ordnung  in  Bezug  auf 
z  y  die  man  in  jedem  Falle  integriren  kann ,  weil  0  und  m  bekannte 
Functionen  von  'h  sind. 

Wenn  z  als  Function  von  h  bekannt  ist,  so  kann  man  (7  und 
folglich  aus  Gleichung  e)  auch  /  erhalten ,  umgekehrt  werden  h  und 
XJ  bekannte  Functionen  von  /  sein.  Der  Werth  von  u  wird  durch 
/^ie  Gleichung  h) ,  und  derjenige  von  p  durch  die  Gleichung  cj  gege- 
ben; die  ausgeflossene  Flüssigkeitsmenge  bestimmt  sich  dadurch, 
dass  man  das  Volumen  berechnet,  welches  zwischen  dem  anföng- 
lichen  und  variabeln  Niveau  enthalten  ist,  «nd  die  Dauer  des  gan- 
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zen  Anttbuses  findet  sich,  indem  man  in  dem  Werthe  für  t  die  Höbe 
h^ssa  setzt. 

15.  Ist  Sl  sehr  klein  im  Ye^leicb  zn  den  horizontalen  Schnit- 
ten des  GeHlsses,  so  Yereinfacht  sich  die  Gleicfanng  </).   In  der  Tfaat 

Ä 

kann  man  —  nnd  mSl  Temacblässigen   (bei  der  Annahme    eines 

▼ariabeln  sowohl   als  constanten  Niveauos),  wofern  -r-  keinen  be- 

"  dl 

trächtlichen  Werth  hat,  was  im  Anfange   der  Bewegung   der   Fall 

ist;  man  erhält  somit 

welche  Gleichung  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  ^die  Grenze  ist, 
welche  wir  für  /  =  oo  gefunden  hatten.  Bei  derselben  Annahme 
einer  sehr  kleinen  Ausflussöfinung  sind  die  Resultate  beinahe  die- 
selben, welches  auch  die  Richtung  ihrer  Ebene  sein  mag. 

Die  wirklich  beobachteten  Geschwindigkeiten,  womit  z.  B. 
Wasser  aus  sehr  kleinen  horizontalen  Bodenöfihungen  ausströmt, 
sind  übrigens ,  hauptsächlich  in  Folge  der  Reibung  des  Wassers  an 
den  Oefösswänden ,  etwas  geringer ,  als  sie  die  theoretische  Formel 

TJ  s=  }/l[gi  giebt ,  obschon  ziemlich  genau  proportional  den  Quadrat- 
wurzeln der  Druckhöhen.  Man  erhält  daher  die  wirkliche  Ge- 
schwindigkeit, indem  man  die  theoretisch  bestimmte  Geschwindig- 
keit mit  einem  durch  Versuche  ermittelten  Coefticienten,  dem  sogen. 
Geschwindigkeitscoef  ficienten,  multiplicirt,  also 

setzt;  für  Druckhöhen  bis  zu  2  Meter  ist  dieser  CoeMcient  ß  durch- 
schnittlich :=:  0,96. 

Ein  zweiter  Umstand,  der  bei  Anwendungen  der  hydraulischen 
Grundformel  berücksichtigt  werden  muss,  ist  die  sogen.  Contrac- 
tion  des  Wasserstrahles.  Innerhalb  des  Gefösses  hört  nämlich  nahe 
vor  der  Mündung  der  Parallelismus  der  Schichten  auf  und  die  Was- 
sertheilcben  strömen  seitwärts  nach  der  Mündung;  hierdurch  und 
wohl  auch  noch  durch  andere  Umstände  entsteht  eine  Zusammen- 
Ziehung  des  Strahles,  welche  an  einer  nicht  weit  hinter  der  Oeff- 
nung  (ausserhalb  des  Gefösses)  befindlichen  Stelle  ihr  Maximum  er^, 
reicht  Dieser  kleinste  Querschnitt  des  Strahles  wäre  eigentlich  an 
die  Stelle  des  Mündungsquerschnittes  zu  setzen ,  man  hat  daher  den 
letzteren  mit  einem  gewissen  ächten  Bruche  a  zu  multipliciren ,  w^el- 
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eher  das  Verbältniss  beider  Querschnitte  angiebt  und  der  Con- 
tractionscoefficient  heisst.  Bezeichnet  St  den  Querschnitt  der 
Mündung  und  ü  die  theoretische  Ausflussgeschwindigkeit,  von  wel- 
cher Toraasgesetzt  werden  möge ,  dass  sie  während  der  Zeiteinheit 
constant  bleibe,  so  ist  die  innerhalb  dieser  Zeit  ausgeflossene  Was- 
sermenge  theoretisch  :=  Slüy  effectiv  aber  =  aSl,  ßU.  Die  beiden 
Coefficienten  a  und  ß  lassen  sich  liier  zu  einem  einzigen  Factor, 
dem  sogen.  Ausflusscoefficienten  (i  zusammenziehen  und  da- 
her ist  die  effectiv  ausgeflossene  Wassermenge  =|äÄZ7=  (iSl  j/^. 
Der  Coefflcient  ft  hängt  von  vielerlei  Umständen  ab,  die  wir  hier 
nicht  erörtern  können ;  als  Mittelwerth  desselben  für  horizontale  Oeff- 
nnngen  in  einem  Gefässboden  von  geringer  Dicke  hat  man  0,62 
gefunden  *). 

Permanente  Bewegung  einer  Flüssigkeit 

16.  Erhält  man  das  Niveau  einer  Flüssigkeit  auf  einer  constan- 
ten  Höhe,  so  tritt  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  ein  permanen- 
t  er  Zustand  ein,  bei  welchem  alle  Umstände  in  einem  und  demselben 
Punkte  dieselben  bleiben  und  sich  nur  von  einem  Punkte  zum  andern 
ändern;  dann  ist  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte 
der  Flüssigkeit  der  Kichtung  und  Grösse  nach  constant,  und  folglich 
werden  zwei  Molectile,  welche  in  verschiedenen  Zeitpunkten  eine 
und  dieselbe  Lage  eingenommen  haben,  dieselbe  Curve  und  in  iden- 
tischer Weise  beschreiben. 

Nimmt  man  die  Achse  der  x  in  dem  Sinne  der  Schwere ,  so  gel- 
ten dem  d^Alembert^schen  Princip  zufolge  die  Gleichungen 

dp  ..  ,.     dp  ,   dp  / 

und  zwar  sind  hfer  u\  v'y  w  die,  in  Beziehung  auf  die  Zeit  genom- 
menen Differentialquotienten  der  Seitengeschwindigkeiten  eines  be- 
liebigen Punktes  xyz.  Bezeichnen  wir  mit  dx^  dy^  dz  die  Incremente, 
welche  die  Coordinaten  des  in  diesem  Punkte  liegenden  Molecüls 
nach  der  Zeit  di  angenommen  haben ,  multipliciren  die  vorigen  Glei- 
chungen mit  dx^  dy,  dz  und  addiren  sie,  so  erhalten  wir  die  neue 
Beziehung 


*)  Vergl.  Weisbach,  Ingenieur-  und  Maschinen- Median  ik, 
£d.  1,  sowie  dessen  Hydraalische  Versuche;  ferner :.  Rühlmann, 
Hydromechanik,   3.  Abth. 
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dp  =  g(^r  —  Q  {udx  +  vdy  +  w'dz),  » 

oder  wenn  man  mit  V  die  Geschwindigkeit  dieses  Molecüls  in  irgend 
einem  Punkte  seiner  Trajectorie  bezeichnet, 

durch  Integration  zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  dieser  Trajec- 
torie ,  welche  den  Abscissen  Xq  ,  x  entsprechen ,  folgt  weiter 

wo  Pq  ,  Vq  die  Werthe  von  p  und  V  in  dem  ersten  dieser  beiden 
Punkte  bezeichnen.  Diese  Gleichung  führt  zu  einem  merkwürdigen 
Resultate ,  welches  wir  schon  bei  der  Discussion  der  vorigen  Auf- 
gabe unter  specielleren  Voraussetzungen  erhielten.  Nehmen  inrir 
an ,  dass  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eben  und  in  allen  ihren 
Punkten  einem  gleichen  und  constanten  Drucke  P  unterworfen  sei, 
zählen  wir  femer  die  x  von  dieser  Ebene  an ,  und  nehmen  in  der 
Gleichung  a) 

so  dass  der  erste  der  beiden  Punkte  auf  der  Trajectorie  in  der  obe- 
ren Fläche  der  Flüssigkeit  liegt ,  so  erhalten  wir 

Bei  einer  sehr  kleinen  Bodenöffnung ,  welche  um  die  Entfernung  h 
von  dem  oberen  Niveau  absteht,  kann  man  annehmen,  dass  in  der 
ganzen  Ausdehnung  dieser  Oeffnung  die  Geschwindigkeit  aller 
Punkte  dieselbe  ist,  so  dass  es  für  a;=r  A  nur  einen  einzigen  Werth 
für  V  giebt  Nimmt  man  ferner  den  äusseren  Druck  um  die  Grösse 
g^d  geringer  als  an  dem  oberen  Theile,  so  geht  die  vorige  Gleichung 
ftir  o:  =  A  in  folgende  über 

oder 

r2  —  v,^  =  ^{h  +  d). 

Bezeichnet  k  das  Verhältniss  des  Flächeninhalts  der  AusflussÖffntfig 
zu  dem  Flächeninhalte  des  Wasserspiegels ,  so  erhält  man 

Fo  =  Ä:r  folglich  r^  (1  —  k^)^7g{h+  d). 
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woraus 


bei  sehr  kleinem  k  darf  man  k^  vernachlässigen  und  es  wird  dann 


V^y2g(k  +  d); 

ist  femer  der  Druck  an  dem  oberen  Theile  der  Flüssigkeit  fast  der- 
selbe wie  an  der  Ausflnssöffnung ,  so  kann  man  d  vemaehlässigen 
und  erhält 

Man  kommt  somit  auf  die  schon  oben  erhaltenen  Resultate  zurück. 


Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

17.  Will  man  die  Flüssigkeitsmenge  bestimmen,  welche  bei 
constantem  Niveau  und  im  Beharrungszustande  während  der  Zeit- 
einheit ans  einer  verticalen  Wandöffnung  ausströmt,  so  hat  man  zu 
berücksichtigen,  dass  die  oberen  Theile  des  Strahles  unter  einer 
geringeren  Druckhöhe  stehen  als  die  tiefer  liegenden  und  daher  eine 
kleinere  Geschwindigkeit  besitzen.  Um  diess  genauer  zu  erörtern 
betrachten  wir  AB  in  Fig.  15.  als  das  Niveau  der  Flüssigkeit,  ABDC 
als  eine  verticale  Gefässwand,  in 
welcher  sich  die  beliebig  gestaltete  ^^^^:  ^^'^ 

Oeffnung    PN^QN^    befindet.     Die      0^\A_ Mi. JT 

Curve  PNqQN^   beziehen    wir   auf 

ein  ebenes  rechtwinkliges  Coordi-  ^^ 

natensjstemj  dessen  y- Achse  in  das  Äf 

Niveau  f^llt  und  dessen  z-Achse 

vertical  abwärts  gerichtet  ist;  die  j^/. 

Absciflse  OM  sei  =  z ,  die  ihr  ent-    ^ 

sprechenden  Ordinaten  mögen  MN^ 

=  y^  und  MNy^  =  y^  heissen ,   endlich    bezeichne    OM^  =  h^  das 

kleinste,  OM^  =  h^  das  grösste  der  vorkommenden  z.     Alle  Punkte 

4er  horizontalen  Geraden  N^N^  stehen  unter  der  gleichen  Druckhöhe 

r,  welcher  die  theoretische  Geschwindigkeit )/2^2;  entspricht;  denken 
wir  ans  daher  ein  Rechteck  construirt,  dessen  obere  horizontale 
Seite  NqN^  ==  yi  —  Va  ^nd  dessen  Höhe  unendlich  klein  =  dz  ist, 
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ßo  strömt  durch  dieses  Flächenelement  in  jeder  Zeiteinheit  die  Flüs- 

sigkeitsmenge 

f*  (Mi  —  yo)  ^^  >^- 

Die  Summe  aller  analogen,  von  z  z=z  h^  bis  z=A|  genommenen 
Flüssigkeitsmengen  giebt  das  gesanimte  ausgeströmte  Qaantnm,  näm- 
lieh  das  Volumen 


'0 


Hiernach  ist^.  B.  für  eine  rechteckförmige  Oeffnung  von 
der  Breite  y^  —  yo  =^  ^ 

2)  Jtf  =  f  ;*^.ft(A,— Ä,), 

m 

oder  wenn  die  OeiTnungshöhe  h^ —  h^y  mit  c,  und  die  mittlere  Druck- 
höhe ^  (A]  +  hf^)  mit  A  bezeichnet  wird, 

M=  f(i}/^.b  [(Ä  +  4c)*-  (A- 4c)*]. 
Durch  Beiheueniwickelung  erhält  man  leicht 

und  näherungsweis,  wenn  —  ein  kleiner  Bruch  ist 

3)  M=^bc}/lgh, 

Man  sieht  hieraus,  dass  bei  kleinen  —  die  ausgeströmte  Wasser- 

n 

menge  fast' ebenso  berechnet  werden  kann,  als  wenn  sich  die  Oeff- 
nung im  Boden  befände ,  und  der  Wasserstand  gleich  der  mittleren 
Druckhöhe  wäre.  In  der  Praxis  macht  man  von  diesem  Satze  häufig 
Gebrauch. 

Wir  betrachten  als  zweites  Beispiel  eine  elliptischeSeiten- 
öffnnng.     Die  Halbachsen  der  Ellipse  mögen  6  ||  OF  und  c  ||  O^ 
sein ;  die  Druckhölie  über  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  bezeiclinen 
wir  mit  h  und  legen  die  Achse  der  z  durch  das  Ellipsencentrum. 
Wir  erhalten  jetzt 
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h  +  c 


Jlf  =  f*  y^gf^  j/l  -{^^J  V^  dz 

and  durch  Einführung    der  neuen  Yariaheln  q>  mittelst  der  Sub- 
stitntion  z  =  h  —  c  cos  q> , 


it 


M  =  2(A  y^g  bc  I  sin^  9  j/k  —  c  cos  9  dg). 

Das  vorstehende  elliptische  Integral  ist  leicht  in  eine  unendliche 
Reihe  zu  verwandeln,  sobald  h  mehr  als  c  beträgt;  man  hat  zu- 
nächst 

y  h  —  c  cos  g>  =  y  hfl  —  —  cos  tp  J 
y-7 1  1  c  cos  g>       1   c^  cos^q)         1    c^  cos\  \ 

—  yy—^—k       i~Ä^       15    Ä»       r-y 

Qnd  wenn  man  bemerkt ,  dass 

n 

I  sinr  q>  cos  9  (f^  =3  0 , 

0 

sifT  ipcos    <p  dq>^2   I  {l  — •  cos^  <p),  cos    g>  dfp 

1  .3-5  ...  (2w — 1)  1.3.5...  (2n  4- 1)    1.3.5...(2n  —  1) 

~~2.4.6...       (2n)     '^  ""  2.4.6...(2n+2)  2.4.6...(2n+"2)  ^' 

so  gelangt  man  sofort  zu  der  Formel 

c 
Bei  kleinen -r-  gilt  hier  derselbe  Satz  wie  vorhin,  wenn  man  auf  die 
h 

geometrische  Bedeutung  von  nhc  Rücksicht  nimmt. 

Ueberhaupt  lässt  sich  die  Formel  l)  auf  folgende  Weise  durch 

x:ine  Näherungsformel  ersetzen.     £&  ist  identisch 

^=A('+'-^)' 
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und  hierbei  liegt  der  Bruch  — - — ^  zwischen  den  Grenzen 

0  ''o 

beträgt  nun  h^  —  h^^  d.  h.  die  Höhe  der  Mündung,  bedeutend  weni- 
ger aU  die  kleinste  Druckhöhe  A^,  wie  es  beim  Abflüsse  durch  Röh* 

z  -^  Art 
ren  etc.  meistens  der  Fall  ist,  so  hat  der  Bruch — r — -  immer  nur 

einen  sehr  kleinen  Werth  und  es  darf  daher  näherungsweis 


.)    r.=ri^.{^^\'-^)^v 


0 


2 


gesetzt  werden ;  diess  giebt 


_      Äl  _  _ 


K 


Bei  der  Integration  der  einzelnen  Theile  kommt  man  auf  die  zwei 
Integrale 


J  (yi  — yo)  <^^  «ad  J  (yi  ~  Vo)  ^  ^^r; 

das  erste  bedeutet  geometrisch  die  Fläche  Sl  der  Ausströmungsöfi'- 
nung;  das  zweite  ist  die  Summe  der  statischen  Momente  aller 
Flächenelemente  (y|  — y^)  dz^  bezogen  auf  die  Achse  der  y^  mithin 
gleich  dem  Producte  Slh ,  wenn  h  das  z  des  Schwerpunktes  der  gan- 
zen Fläche  Sl  bezeichnet.     Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

d.  i.  nach  Formel  5),  wenn  man  darin  h  für  z  schreibt, 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  kleinen  Seitenöffnungen  und  nicht 
zu  geringen  Druckhöhen  die  ausgeströmte  Flüssigkeitsmenge  nahezu 
dieselbe  ist,  als  wenn  sich  die  Oeffnung  im  Boden  befönde  und  die 
Druckhöhe  darüber  gleich  wäre  der  Entfernung  des  Niveauos  vom 
Schwerpunkte  der  seitlichen  Oeffnung. 


M 
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18.   Wir  betrachten  nocli  den  Ansflnss  ans  einem  Gefösse ,  wel- 
ches von  oben  her  einen  constanten  Znfluss  erhält.   (Fig.  16.) 

Zu  Anfange  der  Zeiteählung  sei  der  (Fig.  16.) 

Wasserstand  OC  =  h^  am  Ende  der  Zeit  ^ 
/  sei  er  ON  ==  z  und  zwar  grösser  oder  * 
kleiner  als  A,  je  nach  dem  der  Zu&vlbb  JV 
mehr  beträgt  als  der  Abfluss  oder  weni-    ' 
ger;  femer  bedeute  Ä  die  Fläche  des,  ^ 
in  der  Höhe  z  genommenen  Gefössquer- 
Schnittes,  oo  die  Fläche  der  Bodenöff-  ^1  V 

nnng,  endlich  Q  das  Flüssigkeitsyolu- 
men,  -welches  dem  OefHsse  in  jeder  Zeiteinheit  zugeführt  wird. 
Während  der  Zeit  dt  gewinnt  das  Gefäss  durch  Zufluss  das  Flüs- 
sigkeitsquantum dl  und  yerliert  durch  Abfluss  das  Quantum 


mj/ 


Igz 


-Ü) 


dt, 


wobei  die  Druckhöhe  z  während  der  Zeit  dt  als  constant  betrachtet 
Verden  darf;  der  wirkliche  Zuwachs  beträgt  daher  nur 


—  (imj/ 


^z 


-ÖJ 


dt. 


Um  das  gleiche  Volumen  muss  der  Wasserspiegel  im  Gefässe  ge« 
stiegen ,  also  der  vorstehende  Ausdruck  =  Sldz  sein ;  man  hat  daher 
die  Differentialgleichung 


—  (laj/  ■ 


^gz 


-m\ 


dt  =  Sldz. 


Diese  Betrachtung  setzt  voraus,  dass  der  Wasserspiegel  steigt,  aber 
auch  im  entgegengesetzten  Falle  gelangt  man  zu  derselben  Glei- 
chung. Die  Abnahme  durch  Ausfluss  wird  dann  vermindert  durch 
den  Zufluss,  so  dass  der  wirkliche  Verlust  beträgt 


ftO) 


/■ 


^gz 


(s) 


-Q 


dt; 


am  das  gleiche  Yolamen  muss  sieh  der  Wasserspiegel  gesenkt  haben. 
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also  der  vorstehende  Aasdmck  =  Äd(Ä  —  ^)  =  —  ^dz  sein,  was 
auf  eine  beiderseitige  Aendemng  der  Vorzeichen  in  No.  i)  hinaus- 
kommt. 

Sondert  man  die  Variabein  und  integrirt  mit  der  Bemerkung^, 
dass  dem  Werthe  i  =0  det  Werth  z  =  h  entspricht,  so  erhalt  man 
ans  No.  l) 

z 
C  Sldz 


(loj/     ' 

1 


. ,    .-..^    ^' 


-iS 


wofür  man  bei  sinkendem  Wasserspiegel  schreiben  würde 

h 

^)  '=/  /—. 


z 

1 


-ö) 


Im  Allgemeinen  ist  Sl  von  z  abhängig  nnd  daher  die  Integration 
meistens  nicht  ohne  Hülfe  unendlicher  Reihen  ausflUbrbar;  nur  bei 
einem  prismatischen  Gefässe  wird  die  Sache  einfach.  Setzt  man 
zur  Abkürzung 

i?  . 


/: 


2^ 


/  fl>    \' 
i 


so  ergiebt  sich  aus  No.  2) 


z 

%st  r    dz 


-TJ    K- 


iTz 


und  nach  Ausführung  der  Integration, 
bei  sinkendem  Wasserspiegel  dagegen  ist 


«     -f  ["'(^)-<^=-^"]^ 


,     -^  [/-/-« +.'(^:)] 
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Die  erste  Formel  setzt  x  >  j/ä  voraus,  was  in  der  That  die  Bedin- 
gang  daför  ist,  dass  gleich  zn  Anfang  der  Znfliiss  den  Abflnss  über- 
steigt; lässt  man  z  von  A  an  wachsen,  so  wird  die  Differenz  x— -^  x 
immer  kleiner  und  i  immer  grösser,  bis  endlich  für  z  =  x^  das  zuge- 
hörige /  ==  oo  wird.  Das  Niveau  nähert  sich  also  durch  fortwähren- 
des Steigen  der  Grenze 


Für  den* zweiten  Fall  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung;  hier  ist  J^  >  x, 

fi»lglich  auch  anfangs  ^  z  >  x,  nachher  wird  z  immer  kleiner,  bis 
:  =  x^  und  damit  f  =  oo  geworden  ist.  Der  Grenzwerth  von  z  wird 
jetzt  durch  den  nämlichen  Ausdruck  dargestellt,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  er  weniger  als  h  beträgt. 

Soll  zu  einem  gegebenen  /  das  entsprechende  z  bestimmt  wer- 
den, so  setzt  man  in  No.  4)  x  —  ^  z  =  o:  und  hat  dann  eine  tran- 
scendente  Gleichung  von  der  Form 

X  —  %lx  =  $ 

aafzalösen,  wo  s  eine  bekannte  Grösse  ist;  nachher  ergiebt  sich 

Für  die  Gleichung  5)  verhält  sich  die  Sache  ganz  ähnlich. 

Weitere  Beispiele  der  Art  muss  man  in  speciellen  Werken  über 
Hydraulik  suchen,  namentlich  in  den 'obengenannten  Schriften  von 
Weisbach  und  Rühlmann. 


Auffluss  einer  elastischen  Flüssigkeit 

19.  unter  Zulassung  der  Hypothese  des  Parallelismus  der 
Schichten  wird  die  vorliegende  Aufgabe  der  früheren  sehr  ähnlich, 
flabei  sehen  wir  von  der  Schwere  ab,  weil  sie  keinen  merklichen 
Einfluss  auf  den  Druck  hat.       • 

Die  Gleichung  a),  No.  12,  reducirt  sich  auf  nachstehende 

dp    ,       du    ,         du 

n.  17 
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Um  die  Bedingung  der  Coniinnit&t  zu  erbalten,  betrachtet  man  zwe 
horizontale  Schnitte,  welche  den  Werthen  x  nnd  x  -i-  dx  entspre 
eben,  nnd  bestimmt  die  Masse  der  Flössigkeit,  welche  während  dei 
Zeit  dt  durch  die  obere  Fläche  eintritt,  ebenso  diejenige,  ivelchc 
während  derselben  Zeit  dnrch  die  untere  Fläche  austritt;  der  lieber- 
schuss  der  ersten  über  die  zweite,  diridirt  dnrch  das  Volumen  todar^ 
giebt  den ,  partiell  in  Beziehung  auf  die  Zeit  genommenen  Zawacli^ 
der  Dichtigkeit;  man  findet  so 

dg       d  (paw) 
dt^dx  "• 

Bei  constanter  Temperatur  ist  endlich 

wo  k  eine  gegebene*  Constante  bezeichnet.  Diese  drei  Gleichungen 
bestimmen  p,  q  und  u  als  Functionen  von  /  und  x. 

Durch  Elimination  von  q  erhält  man 

kdp       du  du  dp       d  (pam)  _ 

p  dx       dt  dx  et  dx 

Diese  partiellen  Differentialgleichungen  sind  nicht  in  endlicher  Form 
integrirbar;  gleichwohl  ist  es  von  Werth,  die  Ausflussgeschwindig- 
keit für  die  Zeit  kennen  zu  lernen,  wo  der  Druck  und  die  Geschwin- 
digkeit in  jedem  Punkte  constant  geworden  sind;  dieser  Zustand  tritt 
sehr  schnell  ein,  wenn  man  voraussetzt ,  dass  das  GefiUs  mit  einem 
Behälter  communicirt,  welcher  das  Gas  ersetzt  und  an  dem  oberen 

cu 
Theile  einen  constanten  Druck  erhält.    Für  diesen  Fall  ist  ^r-  ^=  o, 

et 

^  5=  0,  und  die  vorigen  Gleichungen  werden 

k  dp    .       du  d  ipaou) 

pdx  dx  dx 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen  sind 

ptQU  ^-=  c ,  klp  H =3  c, 

wo  c  und  c  willkürliche  Constanten  bezeichnen.   Sind  ferner  P,  U^  0 
der  Druck,   die   Geschwindigkeit  und  die  Fläche  des  Schnitt <y; 
welche  sich  auf  den  oberen  Theil  des  Gefässes  beziehen ,  P\  if^  O 
die  Werthe  derselben  Grössen  an  der  Oeffnung,  so  hat  man  die  Be- 
ziehungen 
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PUO  =  c,  2Ä:  IP  +  ü2_  2c' 

P'fTO'  =  c,  2;t  /i^'  +  ^2_  2c'. 

Diese  vier  Gleichungen  bestimmen  die  Constanten  c,  c',  so  wie  die 
Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeiten  an  der  Oeffnung  und  an  der 
oberen  Fläche.     Durch  Elimination  von  c  und  c  erhält  man 

und  durch  Elimination  von  Jf 


U  = 


Wenn  die  Oeffnung  0'  kleiner  als  0 ,  und  der  Druck  P'  kleiner  als 
P  ist,  ohne  welche  Bedingungen  kein  Ausfluss  stattfindet,  so  sind 
die  beiden  Theile  des  Bruches  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv, 
und  ü  wird  nothwendig  reell.  Der  Werth  von  Tf  ergiebt  sich  leicht 
aus  dem  von  V^  nämlich 


ir^ 


Vt  (f ) 


p'2  Q'\ 


Daraus  lassen  sich  die  Werthe  von  c  und  c  leicht  ableiten ,  und  da? 
mit  sind  die  Werthe  von  p  und  u  als  Functionen  von  co  und  folglich 

von  X  bestimmt. 

0' 

Für  sehr  kleine  —  wird  auch  V  sehr  klein  und 


r  =  /2*/(|,) 


Diess  ist  die  AusÜussgeschwindigkeit  des  Gases,  wenn  die  Druck- 
kräfte P^P'  an  dem  oberen  Theile  und  an  der  Oeffnung  constant 
sind. 

Bemerkungen  über  den  Widerstand  der  Flüssigkeiten. 

20.  Wenn  ein  fester  Körper  sich  in  einer  Flüssigkeit  bewegt, 
so  erfahrt  er  einen  Widerstand ,  der  von  seiner  Gestalt ,  seiner  Ge- 

17* 
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schwindigkeit  und  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängt.  Der  Druck, 
welcher  auf  die  verschiedenen  Punkte  seiner  Oberfläche  ausgeübt 
wird,  ist  sehr  verschieden  von  demjenigen,  welcher  im  Zustande  des 
Gleichgewichts  stattfinden  würde  ,  und  die  Analysis  hat  noch  nicht 
mit  Erfolg  auf  die  Bestimmung  desselben  angewendet  werden  kön- 
nen. Selbst  die  Versuche  haben  noch  keine  allgemeinen  empirischen 
Gesetze  geliefert,  die  auf  Körper  von  beliebiger  Gestalt  angewendet 
werden  könnten.  Indessen  hat  man  in  Bezug  auf  den  Widerstand 
bewegter  Flüssigkeiten  gegen  Ebenen,  die  sich  parallel  mit  sich 
selbst  bewegen,  hinlänglich  allgemeine  Resultate  erhalten.  Diese 
Ergebnisse  und  die  Versuche,  aus  denen  man  dieselben  abgeleitet 
hat,  gehören  in  die  Maschinenlehre  und  wir  wollen  uns  hier  nicht 
damit  beschäftigen,  sondern  uns  auf  einen  Fall  beschränken,  der 
analytisch  behandelt  werden  kann,  und  welcher  den  Druck  trifft, 
der  von  einem  Flüssigkeitsstrome  auf  eine  Ebene  ausgeübt  wird. 

21.  Druck  eines  fliessenden  Stromes  auf  eine  Ebe- 
n  e.  Wir  denken  uns  eine  Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  q  ist,  durch 
eine  Oeffnung  von  der  Fläche  o  fliessend;  die  Geschwindigkeiten 
aller  durch  die  Oeffnung  gehenden  Molecüle  mögen  gleich,  parallel 
und  unabhängig  von  der  Zeit  sein,  auch  wollen  wir  von  der  Schwere 
absehen,  um  nur  die  Wirkung  zu  betrachten,  welche  die  Geschwin- 
digkeit der  Flüssigkeit  ausübt.  Die  Bewegung  dieses  Wasserstrahls 
wird  durch  eine  Ebene  modificirt,  welche  entweder  fest  ist  oder  sich 
parallel  mit  sich  selbst  bewegt;  auch  wollen  wir  voraussetzen,  dass 
die  Flüssigkeit  längs  der  Ebene  abfliesse,  und  dass  diese  gross  genug 
sei,  damit  alle  Molecüle,  bevor  sie  dieselbe  verlassen,  Geschwindig- 
keiten angenommen  haben,  welche  dieser  Ebene  parallel  sind. 
Man  verlangt  die  Kraft  zu  wissen,  die  nothwendig  ist,  um  die  Ebene 
in  der  Buhelage  oder  in  einem  gegebenen  Zustande  gleichförmiger 
Bewegung  zu  erhalten. 

Zuerst  betrachten  wir  den  Fall ,  wenn  die  Ebene  in  Ruhe  ist 
und  senkrecht  auf  der  Richtung  des  Wasserstrahls  steht,  und,  um 
uns  das  System  bewegter  Punkte  bequemer  vorzustellen,  nehmen 
wir  an ,  dass  der  Wasserstrahl  unendlich  lang  sei  und  eine  constante 
Geschwindigkeit  v  besitze.  Die  Molecüle  der  Flüssigkeit  bilden  so- 
wohl vor  als  nach  dem  Zusammenstosse  mit  der  Ebene  ein  System 
von  freien  Punkten,  welche  ihren  gegenseitigen  Wirkungen  und  nor- 
malen Kräften  unterworfen  sind,  die  auf  einen  Thoil  von  ihnen 
durch  die  Ebene  ausgeübt  werden.     Vermöge  der  allgemeinen  Prin- 
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cipe  der  Bewegung  ist  nun,  wenn  man  die  Achse  der  positiven  x  im 
Sinne  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  nimmt, 

■ 

WO  man  mit  J!*  die  Kraft  bezeichnet,  welche  durch  das  Flächenelement 
dl  der  Ebene  hervorgebracht  wird,  und  welche  dem  Drucke,  den  die 
Flüssigkeit  auf  sie  ausübt,  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Bezeich- 
net man  mit  E  die  Summe  aller  dieser  elementaren  Druckkräfte, 
oder  den  Gesammtwiderstand  der  Ebene ,  so  ist  ferner 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  Alles  im  Beharrungszu- 
stande beendet,  integriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach 
der  Zeit  und  zwar  zwischen  zwei  Epochen,  welche  um  die  Einheit 
der  Zeit  von  einander  entfernt  sind.   Wir  erhalten  auf  diese  WeiBe 

^        ^    ^^        «     /äx\ 
dt  \dt  /o 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  giebt  den  Unterschied  zwischen 
den  senkrecht  auf  der  Ebene  stehenden  Componenten  der  Bewegungs- 
quantitäten der  Flüssigkeit  in  diesen  beiden  Zeitpunkten;  da  nun 
alle  Punkte,  deren  senkrecht  gegen  die  Ebene  gerichteten  Geschwin- 
digkeiten veränderlich  sind  ,  in  jedem  Augenblicke  ein  identisches 
System  bilden ,  so  folgt,  dass  der  Werth  des  zweiten  Theils  nichts 
Anderes  ist,  als  der  Unterschied  zwischen  den  Componenten  der 
Bewegungsquantitäten  desjenigen  Theils  der  Flüssigkeit,  welcher 
die  Ebene  verlassen  hat,  und  desjenigen,  um  welchen  der  unbe- 
grenzte Strahl  vermindert  ist.  Nun  verschwindet  die  erste  Grösse, 
weil  die  Flüssigkeit  die  Ebene  mit  einer  Geschwindigkeit  verlässt, 
deren  normal  gegen  die  Ebene  gerichtete  Componente  der  Null  gleich 
ist,  es  bleibt  also  nur  die  zweite  Grösse  übrig,  deren  Werth  das 
Product  auJs  der  in  der  Zeiteinheit  abgeflossenen  Flüssigkeitsmenge, 
oder  aus  qoiv  in  die  Geschwindigkeit  t?,  also  =  qtav^  ist.  Demnach 
wird  die  vorige  Gleichung 

Der  gleiche^ und  entgegengesetzte  Druck,  welchen  die  Ebene  er- 
fährt,   i&t  daher  =  ^ot;^. 
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22.  Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  Ebene  parallel  mit  sich 
selbst  fortbewegt  werde,  nnd  dass  sie  in  jedem  Pnnkte  nur  normale 
Kräfte  erzenge;  wir  brauchen  dann  die  Componente  ihrer  Geschwin- 
digkeit in  der  Richtung  der  Ebene  selbst  nicht  zn  beachten,  nnd 
können  nns  auf  die  Betrachtang  der  normalen  Geschwindigkeit  u  be- 
schränken, welche  als  positiv  oder  negativ  gilt,  jenachdem  sie  mit  v 
dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Kichtnng  hat.  Man  ändert  aber 
nichts  an  den  Druckkräften,  wenn  man  allen  Punkten  des  Systems 
eine  gemeinschaftliche  Bewegung  mittheilt ,  und  folglich  kann  man 
die  Ebene  als  ruhend  betrachten ,  was  auf  den  vorigen  Fall  fuhrt. 
Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  —  u  zur  Geschwindigkeit  eines 
jeden  Punktes  hinzuzufügen,  und  man  hat  denselben  Fall,  als  wenn 
die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  der  Oeffhung  v  —  u  wäre, 
während  die  Ebene  in  Ruhe  bliebe;  der  Widerstand  gegen  die  Kbene 
ist  daher  =  ^co  (»  —  w)^. 

23.  Wir  setzen  endlich  voraus ,  dass  die  Ebene  mit  der  Rich- 
tung des  Strahls  einen  beliebigen  Winkel  &  bilde  und  paraRel  mit 
sich  selbst  fortrücke.  Ihre  Geschwindigkeit  zerlegen  wir  in  zwei 
Seitengeschwindigkeiten,  deren  eine  in  die  Richtung  der  Ebene 
fallt  und  nicht  zu  berücksichtigen  ist,  und  deren  andere  parallel 
zur  Richtung  des  Strahls  liegt.  Letztere  wollen  wir  mit  u  be- 
zeichnen und  dem  ganzen  Systeme  eine  gleiche  und  entgegenge- 
setzte Geschwindigkeit  ertheilen;  die  Ebene  gilt  dann  als  unbe- 
weglich und  die  Geschwindigkeit  der  Plnssigkeit  ist  auf  v  —  u  zu- 
rückgeführt. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Achse  der  x  senkrecht  zu  der  festen 
Ebene,  so  haben  wir  immer  die  Gleichung 

dt  dt 

und  sobald  der  Zustand  der  Flüssigkeit  permanent  geworden  ist,  re- 
ducirt  sich  die  rechte  Seite  wieder  auf  die  während  der  Zeiteinheit 
abgeflossene  Masse  oder  q(o  {v  —  ti),  multiplicirt  in  die  normale  Com- 
ponente der  Geschwindigkeit  v — m,  d.  h.  in  (v  —  u)  sin  d'.  Der 
gegen  die  bewegte  Ebene  ausgeübte  Druck  ist  also  ^©(r — «)^  sin  d: 
Man  kann  diesem  Ausdrucke  eine  andre  Form  ertheilen,  wenn  man  ^ 
mit  a  die  Geschwindigkeit  der  Ebene  in  der  Richtung  der  Normalen 

bezeichnet:  es  ist  dann  w  =  -.-—;.»  nnd  der  Druck 

stn  & 
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(v  sin  &  —  aV 
stn  -O" 

Befindet  sich  die  Ebene  in  Bube,  so  wird  a  =  0 ,  und  der  Druck  re- 
dacirt  sich  auf  Qcav^  sin  -ö*. 

Durch  Betrachtungen  andrer  Art  ist  Coriolis  zu  denselben 
Formeln  gelangt  in  seiner  Abhandlung:  sur  le  principe  des  forces 
tiv€s  dans  les  tnouvemenis  relaiifs  des  machines  (Journal  de  VEcole  Po- 
lytechnique  XXL  Heft), 


Zweites 


Die  Schwingungen  elastischer  Körper. 


Die  Qnmdgleicliimgen  der  LnfUchwingimgeiL 

24.  Wenn  alle  Punkte  einer  Flüsssigkeit  nur  sehr  kleine  Be- 
wegungen haben,  so  redaciren  sich  die  allgemeinen  Gleichangen 
bedeutend  und  führen  zu  einigen  einfachen  Gesetzen,  welche  wir 
entwickeln  wollen.  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  der  Ausdruck 
udx  +  vdy  +  rvdz  in  jedem  Augenblick  das  Differential  einer  Func- 
tion gp  von  X,  t/y  z^  ij  nach  den  Yariabeln  o:,  y,  z  allein  genommen, 
bilde,  wozu  nur  erfordert  wird,  dass  die  bekannten  Componenten 
Uj  v^  w  der  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes  anfanglich 
die  partiell  nach  a; ,  y ,  z  genommenen  Differentialquotienten  einer 
und  derselben  Function  dieser  drei,  als  unabhängig  betrachteten  Va- 
riabein bilden,  wie  es  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn  die  anfanglichen  Ge- 
schwindigkeiten Null  sind.  Wir  werden  also  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen von  der  Gleichung  6)  in  Nr.  7  Gebrauch  machen,  und 
erwähnen  zunächst  die  Vereinfachungen,  welche  aus  der  Annahme 
folgen ,  dass  die  Bewegungen  sehr  klein  bleiben. 

Die  Dichtigkeit  des  Gases  in  seinem  natürlichen  Zustande  des 
Gleichgewichts,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zur  Einheit 
genommen  wird,  heisse  2>,  Pq  die  elastische  Kraft  des  Gases,  k  die 
Höhe  des  Quecksilbers,  welche  sie  misst,  und  g  die  Schwerkraft; 
es  ist  dann 

Po  =  9^' 

Zwischen  der  variabelen  Dichtigkeit  ip  des  Gases,  zwischen  seiner  po- 
sitiven oder  negativen  Verdichtung  y  und  seiner  elastischen  Kraft  p 

findet  die  Beziehung 

^  =  2>(1  +  y) 

statt ,  und  wenn  wir  die  Temperatur  gleich  der  des  Anfangsznstandes 

nehmen ,   so  ist  noch 

p  =  gh{l  +  y). 
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Aber  die  Yerdichtnng  entwickelt  eine  gewisse  Wärmemenge,  welche 
ihr  solange  proportional  bleibt  als  sie  nur  sehr  gering  ist ,  wie  wir 
hier  Yoraussetzen  wollen.  Diese  Wärme  hat  keine  Zeit  sich  zu  ver- 
theilen,  sobald  die  Abwechselungen  der  Ausdehnung  und  Verdichtung 
schnell  auf  einander  folgen,  wie  es  bei  den  hi6r  zu  behandelnden 
Fragen  der  Fall  sein  wird ;  die  Wirkung  der  Wärme  besteht  also 
darin,  dass  sie  die  Temperatur  der  Funkte,  in  denen  sie  entwickelt 
wird,  um  eine  Grösse  erhöhet,  welche  dasselbe  »Vorzeichen  mit  der 
Verdichtung  hat  uilH  der  Grösse  dieser  letzteren  proportional  ist. 
Hätte  dagegen  die  Wärme  Zeit,  sich  in  dem  Mittel  zu  vertheilen, 
so  würde  man  sie  nicht  in  Bechnung  bringen.  Wir  bezeichnen  nun 
mit  ^  die  positive  oder  negative  Anzahl  von  Centesimalgraden ,  um 
welche  die  anfängliche  Temperatur  v  des  Gases  in  Folge  der  Ver- 
dichtung y  steigt,  mit  c  und  c  die  specifischen  Wärmen  des  Gases 
bei  constantem  Drucke  und  constantem  Volumen,  mit  a  den  Ausdeh- 
nungscoefEicienten  dieses  Gases ,  und  erinnern  an  das  physikalische 
Gesetz,  dass  diese  Grössen  in  folgender  Beziehung  zu  einander 
stehen : 


«*  =  y0_l). 


Man  hat  femer  die  Proportion 

p:Po  =  I>{l  +  y)[i  +  cc{v+  ^)]  :2>(1 +  ««'); 

setzt  man  jetzt  gh  für  Pq,  berücksichtigt  nur  die  erste  Potenz  von  a 
und  vernachlässigt  das  Product  der  sehr  kleinen  Grössen  y^  ^,  so 
erhält  man 

oder,  wenn  man  für  ad"  seinen  Werth  als  Function  von  y  substituirt, 


P=9h{l+yj), 


woraus 


dp ghc       dy 

'J  ~Dc'  1  +  y 

Die  erwähnte  Gleichung  6)  giebt  jetzt 

g'('+r)=-,?-r-*[(g)'+©vey} 
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Unter  der  Voranssetznng ,  dass  die  Verdichtungen  und  anfänglichen 
Geschwindigkeiten  sehr  kleine  GhrÖssen  erster  Ordnung  sind  and  es 
zu  jeder  Zeit  bleiben,   kann  man  die  Quadrate  der  Componenten 

T^?  ~^y  T"  ^™  Vergleich  zu  /(l  -f-  v)  vernachlässigen,  und  dann  re- 
ox   oy  dz 

ducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf 

ghc     dq> 

bE'^  dt' 

1  Q^  9  I. 

oder,  wenn  man  -=r-i  =  «   setzt,  auf 

'  VC 

X  1         ^<P 

Die  Gleichung  der  Continuität 

dt    '^      dx     '^      dy     '^     dz     ~ 
giebt  zunächst 

-  a[(.+,)g. [(.+,)  g].[„.H„  a 

dt^  dx  ^  dy  ^  dz  "' 

oder  bei  Vernachlässigung  der  sehr  kleinen  Grössen  in  Bezug  auf 
die  übrigen 

^^  dt  ^  dx^  ^  dy^  ^  dz^  ^  ^' 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  bestimmen  y  und  g>. 
Durch  Elimination  yon  y  erhält  man 


^^  dt^    ~       W  "^  ay2  "^  azV' 


und  dami^  reducirt  sich  das  Problem  auf  die  Integration  einer  linea- 
ren partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  constanten 
Coefficienten.    Die  willkürlichen  Functionen  bestimmen  sich  durch 

die  Anfangswerthe  von  (p  und  — ,  und  man  erhält  keine   sonstigen 

Bedingungen  weiter,  wenn  die  Flüssigkeit  nach  allen  Seiten  hin  un- 
endlich  ist.  Im  entgegengesetzten  Falle  giebt  es,  wie  wir  wissen,  be- 
sondere Grenzbedingungen,  welche  die  Schwierigkeiten  der  Rech- 
nung bedeutend  vergrössem. 
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Der  Anfangswerth  von  —  ist  bekannt  durch  den  von  ^,  welcher 

Qothwendig  gegeben  sein  mnss ;  der  Anfangswerth  von  g>  folgt  aus  den 

Anfangswerthen    der   Seitengeschwindigkeiten    ~,  ^,  — ,  welche 

ebenfalls  gegeben  sein  müssen.  Diese  drei  Functionen  von  x^  y^  z 
W'^timmen  die  Function  (p  bis  auf  eine  Constante ,  und  da  letztere 
keinen  £influ8S  auf  die  gesuchten  Grössen  haben  kann,  weil  sie  alle 
durch  Differentiation  der  Function  9  erhalten  werden,  so  braucht  man 
derselben  keine  Rechnung  zu  tragen.  Das  mechanische  Problem  ist 
hiermit  auf  eine  Frage  der  Integralrechnung  zurückgeführt,  zu  deren 
Feststellung  alle  Bedingungen  vorhanden  sind.  Wir  werden  uns 
darauf  beschränken,  sie  für  einige  specielle  Fälle  zu  behandeln. 

25.  Uebereinanderlagerung  der  Wirkungen.  Wenn 
man  sich  in  einer  Flüssigkeit,  die  n^ch  allen  Seiten  hin  als  unbe- 
grenzt angenommen  werden  soll,  verschiedene  Anfangszustände 
denkt  und  die  partiellen  Bewegungen  betrachtet,  welche  ihnen  ent- 
sprechen und  der  Gleichung  3)  genügen  würden ,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  für  einen  neuen  Anfangszustand,  der  ans  der  Zusammen- 
setzung der  ersten  hervorgeht,  die  entsprechende  Bewegung  in  ei- 
nem beliebigen  Zeitpunkte  durch  die  Zusammensetzung  der  partiellen 
Bewegungen  erhalten  werden  kann ,  welche  sich  auf  eben  denselben 
Zeitpunkt  beziehen  ,  wobei  diese  Zusammensetzung  in  dem  gewöhn* 
liehen  Sinne  wie  bei  den  Geschwindigkeiten  gemeint  ist,  und  in 
einer  algebraischen  Addition  in  Beziehung  auf  die  Verdichtungen 
besteht. 

Sind  nämlich  9)^,  tp^^  93,  ...  die  Werthe  von  9),  welche  den 
partiellen  Bewegungen  entsprechen  und  einzeln  der  Gleichung  3) 
genügen,   und  ist  femer 

9  =9j  -f-  9)3  -f-  9)3  +  ...., 

80  genügt  die  Function  (p  selbst  der  Gleichung  3)  und  stellt  folglich 
eine  besondere  Bewegung  der  Flüssigkeit  dar;  ihr  nach  t  genommener 
Differentialquotient  ist  die  Summe  der  Differentialquotienten  von  den 
Functionen  g^^ ,  92  >  9^3  ®^^'  Betrachtet  man  letztere  für  den  Werth 
/  =  0,  so  folgt  zunächst,  dass  die  anfängliche  Verdichtung  der  Flüs- 
sigkeit bei  der  Bewegung ,  welche  durch  tp  dargestellt  wird ,  die 
Summe  der  anfänglichen  Verdichtungen  ist,  welche  sich  auf  die  ver- 
schiedenen partiellen  Bewegungen  beziehen ,  und  ferner ,  dass  die 
Differentialquotienten  von  9  nach  x,  y,  z  die  Summen  der  Differen- 
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tialquotienten  der  Functionen  9^,  92*  ^31  •  •  •  •  ^^P^  ?  ^^^  ^  =  0  schliesj 
man  daraus,  dass  in  der  durch  9  dargestellten  Bewegung  die  anfän| 
lieben  Bewegungen  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  diejenig'e 
zusammensetzt,  welche  sich  auf  ein  und  dasselbe  Molecül  in  de 
partiellen  Anfangszuständen  beziehen.  Also  ist  der  Anfangszustan 
der  Flüssigkeit  in  der  durch  q>  dargestellten  Bewegung  in  Bezug  ai] 
die  Verdichtungen  und  die  Geschwindigkeiten  identisch  mit  demje 
nigen,  dessen  Bestimmung  wir  uns  zur  Aufgabe  gestellt  haben,  beidi 
Bewegungen  sind  daher  auch  für  einen  beliebigen  Zeitpimk 
identisch.       Wenn    man    jetzt,    statt   t  =^  0    in   den  Fuuctionei 

OW    uW    vW    uW 

^— ,  :r— ,  r— ,  ^—  zu  nehmen,  dieser  Variabein  einen  beliebigen  Wertl 
ot    ox  oy    oz 

ertheilt,  so  bleiben  diese  Functionen  immer  die  Summen  von  der 
Differentialquotienten,  welche  den  Functionen  ^n  9^21  T'si  *  *  *  ^^^' 
sprechen.  Endlich  sind  die  Verdichtungen  und  die  Componenten  dei 
Geschwindigkeit  in  der  gesuchten  Bewegung  in  jedem  Augenblicke 
die  algebraischen  Summen  von  denjenigen,  welche  man  zu  eben 
derselben  Zeit  und  in  denselben  Punkten  an  jenen  Bewegungen  be- 
obachten würde,  welche  durch  die  partiellen  Anfangszustan  de  be- 
stimmt siA. 


Luftschwingong  in  einer  unendlichen  cylindrischen  Söhre. 

26.  Einen  hohlen  unendlichen  Cylinder,  dessen  senkrechter 
Schnitt  eine  beliebige  Curve  bilden  möge,  denken  wir  uns  mit  einem 
homogenen  Gase  gefüllt  und  in  einer  beliebigen  Ausdehnung  dieses 
Rohrs  die  Molecüle  so  verschoben,  dass  diejenigen  Molectile,  welche 
in  einem  und  demselben  orthogonalen  Schnitte  lagen ,  darin  geblie- 
ben sind  und  sich  parallel  mit  den  Kanten  des  Cylinders  fortbewegt 
haben  \  darauf  mögen  alle  diese  Molecüle  Geschwindigkeiten  erhal- 
ten haben,  welche  den  Kanten  parallel  und  für  die  in  demselben 
Schnitte  befindlichen  Molecüle  gleich  sind,  endlich  denken  wir  uns 
das  Fluidum  sich  selbst  überlassen,  ohne  irgend  eine  äussere  Kraft 
hlnzuzubringen ;  es  handelt  sich  darum,  alle  Umstände  der  Bewe- 
gung zu  bestimmen ,  welche  aus  diesen  Bedingungen  hervorgeht. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Bewegung  aller  in  einem  undi 
demselben  Schnitte  liegenden  Molecüle  dieselbe  und  zwar  parallel 
den  Kanten  des  Cylinders  sein  wird;  nehmen  wir  also  diese  Rich- 
tung zur  Achse  der  Xy  so  hängen  die  Verdichtung  y  und  die  Ge- 
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!':hwma]gkeit  u  =  ^r-  nur  von  x  und  t  ab.    Dabei  sind  die  Glei- 

ox 

ciimigen  der  Bewegung 

ind  wenn  man  voraussetzt,  dass  die  anfänglichen  Geschwindigkeiten 
dorch  die  Function  ip  (x)y  und  die  anfänglichen  Verdichtungen  durch 
2 ix)  aasgedrückt  sind,  so  wird 

2)  ^  =  tK^),  If  =  -  «'zW  für  f  =  0. 

Dss  Integral  der  Gleichung  l)'ist 

3)  9>  =  ^1  (^  +  «0  +  /i  (^  —  «0 

▼0  Fj  und  /"j  willkürliche  Functionen  bezeichnen ,  deren  DiflFeren- 
tialquotienten  F  und  f  heissen  mögen.  Die  Gleichungen  2)  geben 
ZOT  Bestimmung  dieser  Functionen  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

f{x)  +  F(x)  =  il;(x)  und  f(x)  —  F{x)  =  ax^x), 

woraus  folgt 

Differeotiirt  man  jetzt  die  Gleichung  3)  nach  x  und  f ,  so  findet  sich 
vermöge  der  för  die  Functionen  f  und  F  augegebenen  Werthe 

tf;(a:  +  at)  —  ax{x  +  ai)         i/;(.t  —  at)  +  ax{x  —  at) 


«y  = 


2  2 

if;(a:  —  a<)  +  ax(^x  —  at)         'ift^x  +  at)  —  ax{x  +  a^) 


wobei  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Functionen  F  und  f  beibehal- 
ten und  nur  schreiben 

4)  t/  =  F{x  +  at)  +  f{x  —  at). 

b)  ay=:—  F{x  +  at)  +  fix  —  «0- 

ttind  die  Functionen  if;  und  x  ftir  all©  Werthe  der  Variabein  zwischen 
—  30  und  +  oo  gegeben,  so  kennt  man  jetzt  auch  u  und  y  für  be- 
liebige Werthe  von  x  und  /. 
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Um  die  Bewegung  der  Holecüle  in  einem  besonderen  Schnitt« 
welcher  im  Anfangszastande  der  Abscisse  a  entspricht,  kennen  z 

lernen ,  hat  man  in  der  Gleichung  4)  die  Grösse  u  dorch  —    zn     er 

setzen  und  diejenige  Gleichung  zu  integriren,  welche  dadurch  zwi 
sehen  x  und  t  entsteht ;  man  erhält  so  die  Abscisse  der  fragliche] 
MolecÜle  als  Function  der  Zeit  Die  durch  die  Integration  einge 
führte  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass  x  =■=  i 
wird  für  /  ==0.  Es  ist  nicht  nöthig,  sich  mit  der  Anfangsgeschwin 
digkeit  zu  beschäftigen,  weil  der  allgemeine  Werth  von  u  der  Be 
dingung  der  Anfangsgeschwindigkeiten  ftir  alle  Punkte  des  Flui 
dums  genügt. 

27.     Wir  wollen  den  besonderen  Fall  untersuchen ,  wenn   die 
anfängliche  Erschütterung  begrenzt  ist,   und   sich  von  .t  =  0  bii 
X  =  1  erstreckt,  oder  von  dem  Anfange  A  bis  B  (Fig.  15).    Die  ge- 
gebenen Functionen  iff  und  %  ^p.     |q  ^ 
sind   dann  Null    fUr    jeden 

Werth    der  Variabein,    der   x'—^ 3 ^^f^ *— ^ 

kleiner  als  0  oder  grösser  als 

/  ist;  ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Functionen  F  und  f.  Wir  wol- 
len unsre  Discussion  in  drei  Theile  theilen,  welche  den  drei  Ab- 
schnitten entsprechen,  in  welche  die  Achse  der  x  durch  die  Strecke 
AB  zerlegt  wird. 

a.  Zunächst  betrachten  wir  irgend  einen  Punkt  M  ausserhalb 
AB  auf  der  Seite  der  positiven  .t,  für  welchen  also  j:  >  /  ist,  und 
nehmen  /  >•  0,  d.  h.  wir  fassen  solche  Epochen  ins  Auge,  welche  auf 
den  Anfangspunkt  der  Zeitzählung  folgen.     Es  ist  in  diesem  Falle 

X  +  ai>  l 
und  folglich 

F(x  +  al)  zz=o^  f{x  +  ai)  c=  0. 

Die  Formeln  4)  und  5)  reduciren  sich  nunmehr  auf  die  Glieder,  in 
welchen  x  —  at  vorkommt,  und  man  erhält 

6)  u^=:^f{x  —  at)^  ay  ==  f{x  —  a/), 

woraus  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  der  Verdichtung  die  merk- 
würdige Beziehung 

tt  =  ay  ^ 

folgt.  Damit  aber  die  Werthe  von  u  xind  y  nicht  verschwinden, 
muss 


oder 
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X  —  ai  <il  und  x  —  a^  >  0, 


X  —  /        ^x 

i  > -,  i  <  - 

a  a 


sein.    Der  Punkt  M  bleibt  also  in  Ruhe  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo 


_x—l  _BM 
a  a 

viidy  er  ist  nachher  in  Bewegung  bis  zur  Zeit 

_^  _AM 

a  a  ' 

kehrt  darauf  in  die  Ruhelage  zurück  und  bleibt  fortwährend  darin. 
Die  Bewegung  pflanzt  sich  also  in  der  Richtung  BX  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit a  fort  und  besteht  für  jeden  Punkt  während  einer  Zeit 

/  • 

~,  so  dass  der  erschütterte  Theil  die  Länge  l  besitzt  und  mitisich  der 

Geschwindigkeit  a  zu  bewegen  scheint,  während  er  beständig  den- 
selben Anblick  darbietet,  weil  die  Variable  x  —  at  in  ihm  alle 
Werthe  von  0  bis  /  besitzt.  Aber  diese  Bewegung  ist  nur  scheinbar, 
denn  diese  Welle  besteht  aus  Molecülen,  welche  sich  in  jedem  Au- 
genblicke ersetzen,  und  man  kann  sagen,  dass  nur  die  geometrische 
Figur  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a  bewegt ,  nicht  aber  die  Mole- 
cüle  der  Flüssigkeit,  welche  in  ihr  enthalten  sind. 

6.    Für  einen  Punkt  M\  bei  welchem  a:  <  0,  also  sicher  auch 
X — a(  <  0  ist,  erhält  man 

F{x  —  at)  z=i  0,  f(x — ai)  =  0. 

und  die  Formeln  4)  und  5)  rednciren  sich  auf  die  Glieder ,  in  wel- 
chen x  -{-  at  vorkommt;  es  wird  daher 

7)  u  =  F(x  +  at),  ay  =  —  F{x  +  at). 

Bis  auf  das  Vorzeichen  findet  hier  dasselbe  constante  Verhältniss 

zwischen  der  Geschwindigkeit  und  der  Verdichtung  statt,  nämlich  die 

Gleichung 

u  =  —  ay. 

Man  erkennt  leicht ,  dass  u  und  y  yon  der  Null  nicht  verschieden 
sind,  wofern 

a:  +  af  >  0,  o:  +  «/  <  /, 
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woraos 


X      ,     ^l X 

a  ü 

oder  ancb 

'       Auf       ^BM' 

*> — ,  '< — ; 

a  a 

wie  man  erwarten  konnte,  folgt  darans,  dass  die  Bewegung  sich  in 
dem  Theile  ÄÄ'  ebenso  wie  in  dem  Theile  BX  mit  einer  Geschwin- 
digkeit a  fortpflanzt,  dass  jeder  Punkt  sich  während  der  Zeit  —  be- 
wegt, dass  der  erschütterte  Theil  oder  die  Welle  die  Länge  /  besitzt 
und  in  immer  gleicher  Weise  mit  der  Geschwindigkeit  a  im  Sinne 
der  negativen  x  fortrückt. 

c.  Betrachten  wir  zuletzt  einen  Punkt  Jlt'  zwischen  A  and  B^ 
so  haben  wir  gleichzeitig  a:  >  0  und  a:  <  /,  sodass  x  —  ai  und 
X  +  ai  während  einer  gewissen  Zeit  immer  zwischen  0  und  /  lieg^en ; 
es  bestehen  dann  alle  Glieder  der  Gleichungen  4)  und  5).  Dabei 
wird  X  +  at  'i^  l^  sobald 

al  =  BM" 

geworden  ist,  und  von  diesem  Moment  an  verschwinden  die  Func- 
tionen von  X  +  aL  Ebenso  wird  x  —  ai  negativ  nach  einer  Zeit, 
für  welche 

ai  =  Alit' 

ist;  demnach  hat  man  die  von  .r  -|-  <<'  abhängigen  Glieder,  welche 
sich  auf  die  gegen  die  negativen  x  fortschreitende  Welle  bezieh en, 
nur  so  weit  zu  beachten ,  bis  der  Punkt  B  in  Bf'  angekommen  ist, 
während  er  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a  bewegt;  ebenso  sind  die 
von  d: — a/ abhängigen  Glieder,  welche  sich  auf  die  gegen  die  posi- 
tiven X  fortschreitende  Welle  beziehen,  nur  so  weit  zu  berücksichti- 
gen, bis  der  Punkt  A^  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a  bewegt, 
in  M"  angekommen  ist.  Wenn  man  also  die  beiden  Theile,  welche 
die  Formeln  4)  und  5)  bilden,  so  ansieht,  als  ob  sie  die  Geschwin- 
digkeiten und  Verdichtungen  in  zwei  verschiedenen  Wellen  aus- 
drückten ,  und  voraussetzt ,  dass  jede  dieser  Wellen  sich  mit  einer 
Geschwindigkeit  a,  die  eine  in  der  einen  Richtung,  die  andere  in  ' 
der  entgegengesetzten ,  fortpflanzt ,  während  sie  immer  dieselbe  Be- 
schaffenheit behalten,  so  kann  man  für  einen  beliebigen  Augenblick 
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den  Zastand  des  Fluidums  dadurch  erhalten ,  dass  man  diese  beiden 
Wellen  in  die  Lage  bringt,  in  welche  ihre  Bewegung  sie  in  diesem 
Zeitpunkte  übergeführt  hat ,  und  die  Verdichtungen  und  Geschwin- 
digkeiten an  den  Stellen  addirt ,  wo  sie  sich  durchdringen ,  wenn  sie 
noch  nicht  gänzlich  getrennt  sind. 

Diejenigen  Zustände,  welche  dem  Anfange  der  Zeitzählung 
Torausgehen,  würde  man  dadurch  erhalten,  dass  man  dieselben 
Wellen  in  entgegengesetztem  Sinne  mit  der  Geschwindigkeit  a  wäh- 
rend eines  Zeitraums  fortschreiten  Hesse,  welcher  gleich  demjenigen 
ist,  der  die  fragliche  Epoche  vom  Anfange  der  Zeiten  trennt. 

28.  Wir  haben  so  eben  gesehen,  dass  eine  anfängliche  Er- 
schütterung von  endlicher  Länge  zwei  Wellen  von  derselben  Länge 
erzeugt,  die  gleiche  Geschwindigkeiten  besitzen  und  in  entgegen- 
gesetzter Bichtung  fortschreiten ;  doch  ist  es  möglich ,  dass  die  eine 
dieser  Wellen  nicht  existirt.  Die  erste  z.  B.,  welche  den  Gleichun- 
gen 6)  entspricht,  verschwindet,  wenn  für  alle  Werthe  von  z  zwi- 
schen 0  und  /  die  Gleichung 

stattfindet;  es  bleibt  dann  nur  die  den  Formeln  7)  entsprechende 
Welle.  Umgekehrt  verschwindet  die  letztere  und  existirt  nur  die 
erste,  wenn 

'V'  W  —  «  X  W  =  0. 

Znm  Vorhandensein  von   nur  einer  Welle  ist  also   die    Gleichung 

—rr  ==  +  a  erforderlich  und  ausreichend,  d.  h.  es  muss  im  Anfangs- 
X  W        ■^' 

zustande  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeit  zu  der  Dichtigkeit  in 
einem  beliebigen  Punkte  des  erschütterten  Theils  entweder  =  +  a 
oder  =  —  a  sein. 

Luftschwingnng  in  einem  einseitig  begrenzten  Cylinder. 

29.  Nachdem  wir  das  Gesetz  der  Bewegung  in  einem  nach 
beiden  Seiten  hin  unendlichen  Cylinder  kennen  gelernt  haben,  wol- 
len wir  die  Aenderung  untcrsiichen ,  welche  für  den  Fall  eintritt, 
dass  das  Rohr  in  der  einen  Richtung  begrenzt  und  durch  eine  feste 
Ebene  geschlossen  ist,  oder  dass  es  mit  einem  unendlich  grossen 
Gasbehälter  communicirt,  der  einem  constanten  Drucke  unterliegt, 
wie  z.  B.  die  Atmosphäre.  Wir  werden  beide  Fälle  einzeln  unter- 
suchen. 

IL  18 
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a.  Wir  denken  uns  das  Rohr  durch  eine  feste  Ebene  geschlos^ 
sen  und  zählen  die  positiven  x  von  dieser  Ebene  an  in  der  Richtung 
der  Röhre ;  ferner  setzen  wir  immer  voraus,  dass  die  Molectile,  die 
anfangs  in  Berührung  mit  der  Wand  sind,  es  beständig  bleiben.  In 
dem  vorliegenden  Falle  besitzt  der  zur  Abscisse  ar  ?=  0  gehörende 
Schnitt  in  jedem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  Null  und  es  ist 
daher  für  jedes  i 

1)  J?  =  0  für  ar  =  0. 

dx 

Diese  neue  Bedingung  rauss  mit  den  Gleichungen  verbunden  werden, 
welche  für  den  Anfangszustand  des  Gases  gelten,  der  andererseits 
für  die  ganze  Ausdehnung  des  Rohrs  d.  h.  für  alle  positiven  .r  gege- 
ben ist.  Wir  bezeichnen  ferner  die  anföngliche  Geschwindigkeit 
und  Verdichtung  immer  mit  t\f  (x)  und  %  (x)  und  denken  uns  diese 
Functionen  nur  für  die  positiven  Wcrthe  der  Variabein  .als  gegeben, 
dagegen  für  negative  Werthe  der  letzteren  als  ganz  willkürlich. 
Diese  Unbestimmtheit  gestattet  die  Erfüllung  der  auf  das  Ende  des 
Rohrs  bezüglichen  Bedingung;  denn  wir  h«aben  gesehen,  dass,  wenn 
diese  Functionen  für  alle  Werthe  der  Variabein  gegeben  sind,  der 
Werth  von  g)  vollkommen  bestimmt  ist ,  und  dass  man  ihn  also  kei- 
ner besonderen  BedingQng  unterwerfen  kann. 

Der  allgemeine  Werth  von  %  welcher  der  Differentialgleichung 
genügt,  ist  immer 

2)  9>  =  ^i  (^'  +  «0  +  /i  (ar  — «/). 

Die  Bedingung  1)  fuhrt  zu  folgender  Gleichung: 

^(«0  +  /*(— «0=0, 

und  da  sie  für  jeden  Werth  von  i  gelten  muss,  so  hat  man  durch 
Substitution  von  z  statt  ai  für  jeden  Werth  von  z  die  Gleichung : 

3)  F{z)  +  f(-z):=.0. 

Mittelst  dieser  Gleichung  werden  die  Functionen  F  und  /*,  welche 
für  die  positiven  Werthe  der  Variabein  gegeben  sind ,  auch  für  de- 
ren  negative  Werthe  bestimmt,  in  sofern 
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* 

wird;  vertauscht  man  in  der  Gleichung  3)  z  gegen  — 2:,  so  wird 
ferner 

wolcbe  Gleichung  F  für  alle  negativen  Werthe  der  Variabeln  giebt. 

Diese  Bedingungen  können  geometrisch  auf  eine  sehr  einfache 
Weise  dargestellt  werden.  Denkt  man  sich  nämlich  in  der  ganzen 
Aasdehnung  der  Achse  der  x  die  Curven  construirt,  deren  Glei- 
chungen 

y  =  ^  (a?)  und  y=zf{x) 

sind,  so  hat  der  geometrische  Ort,  welcher  aus  dem  auf  der  Seite 
(Irr  positiven  x  liegenden  Theile  irgend  einer  von  beiden  Curven 
and  aus  demjenigen  Thcilc  der  andern,  welcher  auf  der  Seite  der 
negativen  x  liegt,  zusammengesetzt  ist,  den  Coordinatenanfang  zum 
Mittelpunkt;  ausserdem  werden  diejenigen  Zweige  beider  Curven, 
welche  auf  der  Seite  der  positiven  x  liegen ,  wie  wir  schon  gesehen 
haben,  durch  die  Functionen  i(;  und  %  bestimmt,  die  in  jedem  beson- 
deren Falle  gegeben  sind.  Diese  Construction,  welche  nur  die  Dar- 
stellung der  analytischen  Bedingungen  ist ,  kann  letztere  immer  ver- 
treten und  bisweilen  die  Discussionen  erleichtern. 

Man  sieht  also ,  wie  die  Bedingung  1),  welche  die  Unbeweglich- 
kcit  eines  Querschnittes  des  Gases  ausdrückt,  zur  vollständigen 
Kenntniss  der  Functionen  F  und  f  und  folglich  zur  Lösung  der  ge- 
stellten Aufgabe  dient. 

Der  Werth  von  ^  oder  der  Geschwindigkeit  «,  und  der  Ver- 

ox 

dichtnng  y  = 5  r^,   werden   nach  Gleichung  2)  auf  folgende 

a'  dt 

Weise  ausgedrückt: 

4)  u  =  F(x  +at)  +f(x  —  at), 

5)  ay  =  —  F(x  +  ai)  +  f  (x  —  at). 

Diese  Formeln  führen  zunächst  zu  der  merkwürdigen  Folgerung, 
dass  zu  irgend  einer  Zeit  in  zwei  Punkten,  welche  in  gleicher  Ent- 
fernung von  der  festen  Ebene  und  auf  verschiedenen  Seiten  von  der- 
selben liegen,  die  (xo  seh  windigkeit  bis  auf  das  Zeichen  und  die 
Verdichtung  dieselbe  ist.  Aendert  man  nämlich  in  u  die  Variable 
a:  in  —  x  und  bezeichnet  mit  «j  ihren  neuen  Werth,  so  hat  man 

18* 
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u^  =  F{—  X  +  ai)  +  f  (—  X  —  at) 

=  —  f  {x  —  at)  —  F  {x  +  at)  ~  —  «, 

und  ebenso,  wenn  man  in  ay  die  Variable  o:  in  — x  verwandelt, 

ayi  =!  —  F  ( —  X  +  at)  +  f{'-x  —  at) 
=  f{x  —  at)  —  F  {x  +  at)  =  ay. 

Diese  Eigenschaft,  welche  für  jeden  Werth  von  t  existirt,  findet 
auch  für  /  =  0  im  Anfangszustande  statt,  und  wir  wollen  hier  ins- 
besondere bei  dem  Verfahren  verweilen,  mittelst  dessen  man  die 
Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Grenzen  der  Systeme  beziehen, 
durch  die  Rechnung  ausdrückt. 

Die  partielle  Differentialgleichung   der  Bewegung  wurde   die- 
selbe bleiben,    wenn    man   die  feste  Wand    wegnähme    und    den 
Cylinder    rückwärts    in^s    Unendliche     verlängerte.       Ueber     den 
Anfaugszustand  in  dem  hinzugekommenen  Räume  kann  man  will- 
kürlich verfügen,  und  die  ganze  Schwierigkeit  besteht  darin,   eine 
solche  Wahl  für  ihn  zu  treffen,  dass,    wenn  man  das    gesammte 
System  sich  selbst  überlässt,   diese  Bedingungen  in  jedem  Augen- 
blicke von  selbst  erfüllt  werden,  ohne  dass  man  Rücksicht  auf  die 
physischen  Bedingungen  zu  nehmen  hätte,   welche  an  den  Grenzen 
existiren.    Kann  man  hierzu  gelangen,  so  geht  die  Aufgabe  über  das 
begrenzte  System  in  die  immer  leichtere  Aufgabe  des  unendlichen 
Systems  über,  in  welchem  der  Anfangsznstand  bekannt  ist.   Im  vor- 
liegenden Falle  war  leicht  vorauszusehen,  was  die  Rechnung  rück- 
sichtlich de^  Anfangszustandes  zeigte,  welchen  man  der  Flüssigkeit 
in  der  Verlängerung  des  Rohrs  auf  der  Seite  der  negativen  x  geben 
rausste.     Ertheilt  man  nämlich  den  Molecülen,  welche  in  gleich  weit 
vom  Anfang  entfernten  Querschnitten  liegen ,  gleiche  und  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  versehene  Geschwindigkeiten,  so  ist,  unter 
der  Annahme  identischer  Verdichtungen,  Alles  in  Beziehung  auf  den 
Anfang  symmetrisch,  und  wenn  man  die  feste  Ebene  ausser  Acht 
lässt,   so   werden    die  Molecüle,    welche  sie   ersetzen,    in   jedem 
Augenblicke  von  gleichen  und  jentgegengesetzten  Kräften  getrieben 
und  bleiben  desshalb  immer  in  Ruhe. 

30.  Wir  wollen  insbesondere  den  Fall  untersuchen ,  wenn  die 
anfängliche  Erschütterung  sich  nur  von  x  =^  d  hisx^=d  +  'er- 
streckt. Die  Functionen  F  und  f  verschwinden  dann  für  alle  po- 
sitiven Werthe  der  Variabein,  welche  nicht  zwischen  d  und  ef  +  /  lie- 


(Fig.  18.) 
Y 


gen,  und  nach  Gleichung  3)  für  alle  negativen  Wertbe,  die  nicht  zwi- 
schen — d  und  — (d+  /)  enthalten  sind.     Dies  stellt  Fig.  18  dar,  in 
welcher   AB  =  AB'  =  d 
und  BC  =  B'C  =  /. 

Der  Tbeil  BC  der  Erschüt- 
terung erzeugt  zwei  Wellen, 

die  eine  mit  der  Geschwin-  f^ ^ 

digkeit  -{*  a,  die  andere  mit 
der  Geschwindigkeit  —  a; 
der  Theil  B'(f  bringt  zwei 
Wellen  hervor,  welche  in 

Bezug  auf  den  Punkt  A  beständig  mit  den  beiden  andern  symme- 
trisch liegen.  Wenn  beide  in  A  angekommen  sind ,  so  setzen  sie  ih- 
ren Gang  fort,  lagern  sich  über  einander  und  durchdringen  sich  nach 
dem  allgemein  bewiesenen  Principe.  Hieraus  ersieht  man,  dass  die 
Wirkung  in  dem  geschlossenen  Rohre  AJC  dieselbe  ist,  als  wenn  die 
von  BC  nach  der  festen  Ebene  A  fortschreitende  Welle,  sobald  sie 
in  ^  angekommen  ist,  sich  so  umwendete,  dass  ihre  verschiedenen 
Paukte  mit  Beibehaltung  derselben  Verdichtung  und  derselben,  aber 
entgegengesetzten,  Geschwindigkeit  sich  immer  mit  denjenigen  Thei- 
len  auf  einander  lagerten ,  welche  derselben  Abscisse  entsprechen 
und  nach  der  festen  Ebene  fortrücken ;  und  wenn  das  zweite  Ende 
der  von  BC  ausgegangenen  Welle'  in  A  angelangt  ist ,  so  findet  sich 
die  ganze  Welle  in  umgekehrter  Ordnung  umgewendet  und  rückt 
bis  ins  Unendliche  auf  der  Seite  der  positiven  x  fort.  Hierin  be- 
steht die  Reflexion  einer  Welle  von  einer  ihr  parallelen  Ebene. 
Diese  Wirkung  wird  bei  jeder  beliebigen  Länge  des  erschütterten 
Theils  BC  hervorgebracht;  sie  kann  sich  von  der  Ebene  A  bis 
a:  =  oo  erstrecken ,  sie  kann  auch  eine  unendlich  kleine  Länge 
haben.  Findet  man  es  in  gewissen  Fällen  vortheilhaft,  die  Erschüt- 
terung in  unendlich  kleine  Theile  zu  zerlegen ,  so  hat  man  immer 
nur  die  Wirkungen  zusammenzusetzen ,  welche  den  einzelnen  Ele- 
menten nach  einer  beliebigen  Zeit  entsprechen,  um  die  Totalwir- 
kang  zu  erhalten,  welche  der  gegebenen  Erschütterung  nach  eben 
derselben  Zeit  entspricht. 

6.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Röhre  in  A  ofiFen  sei 
und  in  Verbindung  mit  einem  Gasbehälter  stehe ,  der  nach  allen  Sei- 
ten hin  unendlich  ist,  wie  z.  B.  die  Atmosphäre ;  zugleich  sei  der  an 
der  Oberfläche  der  Verbindung  stattfindende  Druck  immer  derselbe 
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wie  der  im  Behälter  stattfindende,  welchen  wir  als  constant  voraus- 
setzen. Denselben  Druck  würde  man  in  dem  Gase  des  Rohrs  beob- 
achten ,  wenn  Gleichgewicht  vorhanden  ist;  y  möge  die  Vermehrung 
der  Dichtigkeit  bezeichnen,  wenn  man  von  der  dem  Gleichgewicht 
entsprechenden  Dichtigkeit  ausgeht.  Hiernach  ist  für  alle  Punkte 
des  Gases  in  dem  Rohre 


1) 

und  bei  jedem  i 

2) 

^  —  0  für  o;  =  0 

fr 


Ferner  wollen  wir  die  anfangliche  Geschwindigkeit  und  Verdichtuii 
mit  t|;(a:)  und  x(a:)  bezeichnen,  welche  Functionen  zwischen  x  =  o 
und  .r  .•=  +  oo  gegeben  und  zwischen  ,r  =:  0  und  x  =  —  cx>  voll- 
kommen willkürlich  sind.  Mittelst  dieser  Unbestimmtheit  genügt 
man  der  Bedingung,  welche  sich  auf  das  Ende  des  Rohrs  bezieht. 
Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  ist  noch 

g)  =  jPj  (ic  +  al)  +  /i  {x  —  at), 

und  die  Bedingung  2)  führt  zu  folgender  Gleichung ,  in  welcher  z 
nach  Grösse  und  Zeichen  durchaus  unbestimmt  ist,  und  jP,  f  die  Dif- 
ferentialquotienten der  Functionen  F^ ,  f^  sind : 

3)  F{z)==f  (-  z). 

Denkt  man  sich  zwei  Curven  durch  die  Gleichungen 

y  =  F{x)  und  y  =  f{x) 

bestimmt,  so  ist  der  geometrische  Ort,  welcher  aus  dem  auf  der 
Seite  der  positiven  x  liegenden  Theile  irgend  einer  von  beiden  Cur- 
ven und  aus  demjenigen  Theile  der  andern,  welcher  auf  der  Seito 
der  negativen  x  liegt,  zusammengesetzt  werden  kann,  symmetrisch 
in  Beziehung  auf  die  Achse  der  y.  Mit  Hülfe  der  Gleichung  3)  sind 
also  die  Functionen  F  und  /*,  welche  den  Functionen  if;  und  %  gemäss 
nur  für  die  positiven  Werthe  der  yaria]3eln  gegeben  sind ,  auch  für 
ihre  negativen  Werthe  bestimmt.  Ferner  gilt  hier  wie  im  vorigen 
Falle  die  Bemerkung,  dass  die  Aufgabe  dieselbe  ist,  als  wenn  man 
das  Rohr  auf  der  Seite  der  negativen  x  unendlich  verlängerte  und 
dem  Gase  in  dieser  Verlängerung  einen    Anfangszustand  beilegte, 
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•ler  dureb  die  Functionen  F  und  f  dargestellt  wird ,  wie  wir  sie  oben 
für  die  negativen  Werthe  der  Variabein  bestimmt  haben. 

Die  Wertbe  von  u  und  y  werden  durch  folgende  Formeln  dar- 
gestellt : 

4)  tt  =  F{x  +  ai)  +  f{x  —  at) 

5)  ay  =  —  F{x  +  al)  +  f(x—  ai). 

Vertanscht  man  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  x  gegen  —  o; ,  so 
findet  man  mit  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichung  3),  wenn  man  die 
neuen  Werthe  von  u  und  y  mit  u^  und  y^  bezeichnet, 

wj  =  F{ —  X  +  at)  +  f(—x—ai)  =  f(x  —  at)  +  F{x  +  al)  =  m, 

ayi  =  —  F{ —  X  +  ai)  +  f(—x  —  at) 
=  —  f(x  —  ai)  +  F{x  +  ai)  =  —  ay. 

Also  sind  in  zwei  beliebigen  Punkten,  welche  zu  beiden  Seiten  und 
in  gleichem  Abstände  vom  Anfang  liegen,  die  Geschwindigkeiten 
gleich  und  von  gleicher  Richtung,  und  die  Verdichtungen  gleich 
aber  von  entgegengesetztem  Zeichen. 

Diese  Anordnung,  welche  für  jeden  Augenblick  gilt,  findet  auch 
im  Anfangszustande  statt.  Unter  der  Voraussetzung  eines  ofiFenen 
Kohrs  besteht  also  das  Mittel  zur  Reduction  des  vorliegenden  Falles 
auf  den  eines  unendlichen  Rohrs  darin,  dass  man  sich  die  Röhre 
verlängert  und  mit  einem  dem  ersten  identischen  Gase  erfüllt  denkt 
und  über  den  Anfang  der  Bewegung  so  verfügt,  dass  zwei  gleich 
weit  vom  Anfang  abstehende  und  zu  verschiedenen  Seiten  desselben 
liegende  Punkte  gleiche  und  gleichgerichtete  Geschwindigkeiten 
und  gleiche  aber  mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehene  Ver- 
dichtungen  erhalten. 

31.  Wir  untersuchen  noch  den  besondern  Fall,  wenn  die  an- 
fängliche Erschütterung  in  einer  begrenzten  Ausdehnung  BC  (Fig.  19) 
zwischen  den  Abscissen  d 
und  rf  -J-  /  gegeben  ist.  Die 
('unctionen  F  und  f  ver- 
schwinden dann  für  ajle 
Werthe  der  Variabein ,  die 
nicht  zwischen  d  und  d-\-l 
liegen,  und  nach  Gleichung 
3)  für  alle  negativen  Werthe, 


(Fiff.  19,) 


c  ji' 


d         B 
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c^ 


die    niclit  zwischen    —  d 
und  ' — 'd  — /  fallen;    sie 
sind    durch  die  knunmen 
Linien  der  Figur  bezeicli*j 
^    net.    Die  Wellen,  welche! 
einer  jeden  der  beiden  Er- 
schütterungen BC^  CB'  ent-  , 
sprechen,  gehen  mit  einer 
Constanten  Geschwindigkeit  a  fort ;   die  beiden ,  welche  sich  von  A 
entfernen,  geben  zu  keiner  besonderen  Bemerkung  Veranlassung; 
die   beiden  andern  kommen  zusammen   in  dem  Punkte  Ä  an  und 
setzen  ihren  Gang  fort,  indem  sie  sich  in  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  auf  einander  lagern.   Wenn  das  zweite  Ende  einer  jeden  in 
Ä  angekommen  ist,  so  sind  beide  Wellen  völlig  getrennt,  und  dieje- 
nige ,  welche  von  (f  B'  hergekommen  ist,  setzt  ihre  Bewegung  in  der 
Richtung  der  positiven  x  bis  ins  Unendliche  fort.    In  der  bei  Ä  of- 
fenen Bohre  erzeugt  also  die  in  diesem  Punkte  eintretende  Reflexion 
genau  die  letztere  Welle. 

Die  Beziehung  zwischen  der  zurückgeworfenen  und  einfallen- 
den Welle  folgt  aus  der  oben  gemachten  Bemerkung,  welche  sich 
auf  die  Punkte  bezieht,  welche  gleiche  und  mit  verschiedenen  Zei- 
chen  versehene  Abscissen  haben.  Wenn  nämlich  die  einfallende 
Welle  ohne  Störung  ihre  Bewegung  auf  der  Seite  der  negativen 
Abscissen  fortsetzt,  so  ergiebt  sich  zufolgQ  der  in  Erinnerung  ge- 
brachten Bemerkung,  dass  man,  um  die  reflectirte  Welle  zu  erhal- 
ten, den  Vorgang  so  auffassen  muss,  als  wenn  jedes  in  Ä  ankom- 
mende Element  der  Welle  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a  umwen- 
dete, und  zwar  so,  dass  die  absolute  Geschwindigkeit  desselben 
nach  Grösse  und  Zeichen  dieselbe  bleibt,  während  die  Verdichtung 
ihr  Zeichen  mit  Beibehaltung  ihrer  Grösse  ändert. 

Stiesse  die  zurückgeworfene  Welle  von  Neuem  auf  eine  Oeff- 
nung,  welche  mit  dem  unendlichen  Behälter  communicirt,  so  würde 
sie  eine  neue  Reflexion  nach  denselben  Gesetzen  erleiden  und  iden- 
tisch mit  der  ersten  einfallenden  Welle  werden ;  diese  Erscheinung 
könnte  sich  bis  ins  Unendliche  wiederholen. 

Luftochwingung  in  einem  beiderseits  begrenzten  Cylinder. 

32*  Wenn  ein  Rohr  nach  beiden  Richtungen  begrenzt  ist,  so 
erscheinen  an  seinen  Enden ,  mögen  sie  nun  geschlossen  oder  geöff- 
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net  sein,  ähnliche  Wirkungen  wie  die  eben  betrachteten.  Jedes 
Element  der  Erschütterung  erzengt  zwei  Wellen,  welche  in  verschie- 
dener Richtung  fortschreiten  und  an  den  Enden  nach  den  vorhin 
aufgestellten  Gesetzen  reflectirt  werden.  Man  kann  somit  die  Perio- 
dicität  dieser  Bewegung  und  die  Dauer  der  Periode  kennen  lernen. 
Wir  betrachten  zunächst  ein  an  beiden  Enden  geschlossenes 
Rohr,  worin  ein  unendlich  kleines  Element  der  anfänglichen  Er- 
schütterung zwei  elementare  Wellen  erzeugt.  Ist  eine  derselben  am 
Ende  angekommen ,  so  wird  sie  in  der  Weise  zurückgeworfen ,  dass 
die  Verdichtung  dieselbe  bleibt  und  auch  die  Geschwindigkeit  nur 
das  Zeichen  ändert;  am  zweiten  Ende  angekommen  wird  sie  von 
Neuem  zurückgeworfen,  wobei  sie  dieselbe  Dichtigkeit  und  dieselbe 
Geschwindigkeit  mit  verändertem  Zeichen  behält;  sie  ist  also  in  den- 
selben Znstand  wie  im  Momente  ihres  Ausgangs  zurückgekommen. 
Sie  nimmt  jetzt  ihre  anfängliche  Lage  wieder  ein,  nachdem  sie  mit 
der  Geschwindigkeit  a  einen  Kaum  durchlaufen  hat,  welcher  das 
Doppelte  von  der  Länge  des  Rohrs  ist;  ebenso  verhält  es  sich  mit 
allen  Elementen  der  anfänglichen  Erschütterung,  und  folglich  ist  der 
Zustand  des  Gases  in  diesem  Augenblicke  in  der  ganzen  Ausdeh- 
nung des  Rohrs  derselbe  -wie  im  Anfange  der  Bewegung.  Die  fol- 
genden Zustände  sind  daher  nur  Wiederholungen  der  früheren ,  und 
diese  Bewegung  kehrt  immer  periodisch  wieder.     Bezeichnet  man 

mit  7  die  Länge  des  Rohrs,  so  ist  die  Dauer  der  Periode  =  — .   Eine 

analoge  Betrachtung  zeigt,  dass  in  einer  an  beiden  Enden  offenen 
Röhre  der  Zustand  des  Gases  wieder  derselbe  wird,  wenn  die  elemen- 
tare Welle  den  Raum  2/  durchlaufen  hat. 

Ist  aber  das  Rohr  an  dem  einen  Ende  geschlossen  und  am  an- 
dern offen ,  so  sind  die  Umstände  nicht  ganz  dieselben ;  denn  damit 
der  nämliche  Zustand  des  Gases  wiederkehre,  ist  es  nöthig,  dass 
die  elementare  Welle  zweimal  dieselbe  Art  der  Reflexion  erfahre, 
und  da  die  beiden  Enden  verschiedene  Zurückwerfungen  erzeugen, 
so  muss  diese  Welle  die  Länge  des  Rohrs  vier  Mal  durchlaufen  ha- 

47 
ben,  und  folglich  wird  die  Dauer  der  Periode  —  sein. 

a 

Bekanntlich  versteht  man  unter  Schwingung  eine  periodisch 
sich  wiederholende  Bewegung,  und  man  weiss  aus  der  Physik,  dass 
der  von  ihr  erzengte  Ton  um  so  höher  wird ,  je  grösser  die  Anzahl 
der  Schwingungen  in  einer  und  derselben  Zeit  ist.  Der  obigen  Er- 
örterung zufolge  muss  der  Ton ,  welcher  durch  eine  an  dem  einen 
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Ende  geschlossene  und  am  andern  offene  Bohre  erzeugt  wird,  die 
untere  Octave  von  demjenigen  sein,  welchen  ein  Bohr  von  derselben 
Länge  hervorbringen  würde ,  das  an  beiden  Enden  geschlossen  oder 
offen  ist. 

Die  Dauer,  welche  wir  für  die  Periode  gefunden  haben,  ist 
übrigens  eine  obere  Grenze.  Wir  haben  nämlich  bewiesen,  dass 
nach  diesem  Zeiträume  derselbe  Zustand  des  Gases  wieder  eintritt, 
und  im  Allgemeinen  wird  er  nicht  früher  zurückkehren;  möglicher- 
weise könnte  aber  der  anfängliche  Zustand  so  beschaffen  sein,  dass 
er  sich  identisch  wiedererzeugt ,  bevor  jener  Zeitraum  vollendet  ist, 
und  danu  wird  diese  Periode  nur  ein  Bruchtheil  der  ersten  sein  kön- 
nen. Wir  deuten  dies  Besultat  hier  nur  an ;  wir  werden  es  aber  dem- 
nächst  bei  der  directen  und  vollständigen  Discussion  der  drei  Fälle 
wiederfinden. 

(Fig.  20.)  a.  Bezeichnen  wir 

J!L  , ..^  r-I*       niit  /  die  Länge  des 

tr-:^ — =1  ^r    je ~   an    beiden    En- 


-!•'— 

^•^ 


den  geschlosse- 
nen Bohrs  AB  (Fig.  2()),  so  haben  wir  unter  Beibehaltung  der  frühe- 
ren Zeichen  folgenden  Gleichungen  zu  genügen: 


1)  av       „  av 

—  • —  a^  — - 


2)  ^  =  0  f ür  a:  =  0  und  für  a:  =  /, 

'  dx  ^  .  '  • 

3)  ^-^G-^)»    ^  =  a^;t(^)für/=0. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  l)  ist 

ip  =  F^{x  +  at)  +  /i  {x—at). 

Pie  Bedingung  2),  welche  sich  auf  a:  =0  bezieht,  führt  zu  folgen- 
der Gleichung,  in  welcher  z  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnet: 

m 

Dieselbe  Bedingung  2),  für  x  =  /  betrachtet,  giebt: 
5)  F{l  +  z)+f{l  —  £)=0. 

Die  Functionen  F  und  /*,  welche  sich  wie  früher  aus  den  gegebenen 
Functionen  ^,  %  ableiten  lassen,  sind  wie  letztere  nur  ftir  diejenigen> 
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Werthe  der  Variabein  bestimmt,  welche  zwischen  0  und  l  liegen. 
Die  Gleichungen  4)  und  5)  bestimmen  sie  Tollständig,  und  dann 
erkennt  man ,  welches  der  Anfangszustand  des  Gases  in  einer  nach 
beiden  Seiten  hin  unendlichen  Röhre  sein  müsste,  um  zwischen  0  und 
/  alle* dieselben  Wirkungen  darzustellen,  welche  in  dem  vorliegen- 
den Rohre  entstehen. 

Die  Gleichung  4)  drückt  wie  früher  aus ,  dass ,  wenn  man  die 
Curven  betrachtet,  deren  Gleichungen 

y  =  F{x\  y  =  f{x) 

von  a:=  —  oobisa:=  +  oo  sind ,  der  geometrische  Ort ,  der  von 
dem  auf  der  einen  Seite  von  Ä  liegenden  Theile  der  einen  und  von 
dem  auf  der  andern  Seite  von  A  liegenden  Theile  der  anderen  ge- 
bildet wird ,  zum  Mittelpunkte  den  Punkt  A  hat.  In  ähnlicher  Weise 
sagt  die  Gleichung  5) ,  dass  dasselbe  fär  den  Punkt  B  gilt.  Da  die- 
ser Ort  zwei  Mittelpunkte  A  und  B  hat,  so  besitzt  er  noch  unendlich 
viele  andere,  welche  um  eine  und  dieselbe  Grösse  /  von  einander 
abstehen  und  rechts  und  links  von  dem  Anfange  A  liegen ,  wie  die 
Figur  zeigt.  Jed«  der  Functionen  F  und  f  ist  daher  periodisch  in 
Bezug  auf  die  Variable  und  behält  denselben  Werth,  wenn  diese 
Variable  um  2/  wachst  oder  abnimmt. 

Diese  wichtige  Eigenschaft  kann  übrigens  auch  leicht  aus  den 
Gleichungen  4)  und  5)  hergeleitet  werden.  Wenn  man.  nämlich  in 
der  letzten  z\vl  z  -f  ^  ändert,  so  wird  sie 

ein  Resultat,  welches,  mit  Gleichung  4)  combinirt,  folgende  Glei- 
chung für  einen  beliebigen  Werth  von  z  giebt : 

^(z)=  iP(2/  +  z); 

daraus  folgt,  dass  die  Function  i^  periodisch  ist,  und  dass  die  Periode 
zum  Index  den  Werth  2/  hat.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die 
Periodicität  der  Function  f  beweisen.  Man  verwandelt  nämlich  in 
Gleichung  5)  die  Variable  z  in  z  — « Z,  was 

giebt,  und  erhält  vermöge  der  Gleichung  4) 

Da  diese  für  jeden  Werth  von  z  gilt,  er  mag  positiv  oder  negativ  sein, 
so  beweist  sie  die  Periodicität  der  Function  /*,  und  dass  der  Index 
der  Periode ,  ebenso  wie  für  die  Function  F^  den  Werth  2/  besitzt. 
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Aus  dem  Werthe  von  fp  erhält  man  wie  früher  die  Grössen   u 
und  ay  nämlich: 

u  =  F{x  +  al)  -^  f[x  —  ai) 
ay  =  —  F{x  +  ai)  +  f(x  —  at). 

Nun  folgt  ans  der  Periodicität  der  Functionen  F  und  /*,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Verdichtung  eines  beliebigen  Punktes  in  sol- 
chen Augenblicken,  die  um  eine  Grösse  T  von  einander  entfernt 
sind,  immer  wieder  dieselben  Werthe  annehmen,  wenn  T  durch  die 
Gleichung 

bestimmt  wird.     Der  Zustand    des  Rohrs   ist  also  ein  periodischer 

und  wiederholt  sich  in  den  Zeiträumen  — ,  wie  wir  schon   ccefun- 

a  ^ 

den  hatten. 

b.  Wenn  die  Röhre  an  beiden  Enden  offen  ist,  so  muss 
die  Verdichtung  in  jedem  Augenblicke  an  beiden  Enden  =  0  sein, 
mithin  für  jedes  t 

-?  =  0  für  ar  =  0  und  för  a;  =  /, 
et 

woraus  für  jedes  z  folgt 

1)  F{z)  =  /•  (-  2), 

ändert  man  in  Gleichung  2)  z  in  z  -|-  /,  so  wird 

und  nach  Gleichung  l) 

demnach  ist  auch  die  Function  F  periodisch  und  ihre  Periode  ent- 
spricht der  Ausdehnung  2/  der  Variabein. 

Man  gelangt  zu  derselben  Folgerung  für  die  Function  /*,  indem 
man  in  Gleichung  2)  die  Grösse  z  in  z  — •  l  yerwandelt ;  diess  giebt 

F{z)=f(2l-z), 

und  nach  Gleichung  l) 

f(2i  —  z)  =  f{—  z). 
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Der  Zustand  des  Rohrs  ist  also  periodisch  derselbe  nach  je  zwei  um 

2/ 
das  Interrall  —  von  einander  entfernten  Zeiten. 
a 

c.  Ist  die  Röhre  an  dem  einen  Ende  geschlossen  nnd 
am  andern  offen,  so  legen  wir  den  Coordinatenanfang  an  daä 
geschlossene  Ende  und  erhalten  für  jeden  Werth  von  t 

1)  -?  ==  0  für  ic  =  0, 

2)  ^  =  0  für  a:  =  /. 

Diese  beiden  Bedingungen  führen  zu  folgenden : 

3)  ^(«)  +  /(—«)=  0, 

4)  F{l  +  z)^f{l-z). 

■ 

Aendert  man  in  Gleichung  4)  2;  in  z  -f  /,  so  wird     - 

nnd  nach  Gleichung  S), 

J^(2/  +  z)  =  —  F{z). 

Die  Function  F  nimmt  also  nicht  wieder  denselben  Werth  an ,  wenn 
die  Variable  um  2/  wächst.  Jedocl^  unterscheiden  sich  diese  beiden 
Werthe  nur  durch  das  Zeichen.  Vermehrt  man  die  Variable  von 
Neuem  um  2/,  so  erhalt  die  Function  ihren  ersten  Werth  wieder, 
ist  also  periodisch  mit  dem  Intervalle  4/  der  Variabein. 

Dieselbe  Eigenschaft  ergiebt  sich  für  die  Function  /*,  wenn 
man  in  Gleichung  4)  z  in  z  — /  verwandelt.    Daraus  folgt,  dass  in 

dem  vorliegenden  Falle   der  Zustand   des  Rohrs    auch  periodisch 

4/ 
wiederkehrt  und  zwar  im  Allgemeinen  erst  nach  dem  Intervalle  — , 

wie  wir  schon  anfangs  gezeigt  hatten. 

Auflösimg  der  yorigen  Aufgaben  mittelst  trigonometrischer 

Reihen. 

33.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  über  die  Bewegung  der  Luft 
oder  eines  beliebigen  Gases  in  einer  endlichen  Röhre  mittelst  einer 
sehr  fruchtbaren  und  in  den  meisten  Fällen  viel  bequemeren  Me- 
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thode  behandeln.  Sie  besteht  darin,  nicht  sogleich  das  allgemeine 
Integral  der  partiellen  Differentialgleichungen,  sondern  eine  unend- 
liche Anzahl  particulärer  Integrale  aufzusuchen ,  welche  man  so  bc  - 
stimmt,  dass  jedes  einzelne  den  Grenzbedingungen  der  Aufgabe  ge- 
nügt. Kichtet  man  die  Gleichungen  so  ein,  dass  sie  keine  von  dei 
Function  oder  deren  Differentialquotienten  unabhängigen  Gliedoi 
enthalten,  so  ist  eine  Summe  von  particulären  Integralen,  deren  jede:: 
mit  einer  willkürlichen  Constanten  multiplicirt  wird,  gleichfalls  eir 
Integral  der  Differentialgleichung,  und  es  genügt  auch  den  Grenz - 
bedingungen,  wenn  jedes  der  particulären  Integrale  ihnen  genüg^t. 
Es  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  die  unendliche  Anzahl  der 
Constanten,  welche  diess  Integral  cinschliesst,  so  zu  bestimmen, 
dass  man  für  ^  =  0  den  gegebenen  Anfangsznstand  erhält.  Indem 
wir  diesen  Gang  befolgen,  wollen  wir  die  Lösung  der  letzten  Pro- 
bleme wieder  aufnehmen. 

Bewegung  eines  Gases  in  einem  an  beiden  Cndcn 
geschlossenen  Cylinder.  Bei  denselben  Bezeichnungen  wio 
vorher  hat  man  folgenden  Gleichungen  zu  genügen : 

2)  ~  —  0  für  a:  =  0  und  für  x  —  /, 

vX 

3)  ll  =  tf  (.r)  fiir  <  =  0, 

4)  I?  =  _  «2  2(^)  ftlM  =  0.       * 

Man  sieht  unmittelbar,  dass  die  Gleichung  l)  durch  folgenden 
Werth  von  q>  erfüllt  wird 

tp  z^=z  {M  cos  mx  +  N  sin  mx)  {A  sin  amt  +  B  cos  ami)^ 

wo  My  N,  A,  B  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Um  der  Glei- 
chung 2)  zu  genügen,  muss  man  für  jeden  Werth  von  /  die  Bedin- 
gung haben,  dass  der  Differentialquotient  dels  ersten  Factors,  nämlich 

—  m  {Msin  mx  —  N  cos  mx) 

sowohl  für  X  =  0  als  für  a:  =  /  verschwindet;  hieraus  folgen  die 
GleichuYigen : 
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iV  =  0,  51«  ml  =  0,    nuthin  tn  =  — , 

¥0  n  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bezeichnet. 
Man  kann  sich  jedoch  auf  die  positiven  Werthe  beschränken ,  weil 
die  Werthe  von  (p ,  welche  den  negativen  Werthen  von  n  entspre- 
chen, sich  nicht  von  den  ersteren  unterscheiden  würden,  wofern 
man  die  Unbestimmtheit  der  Coefficienten  berücksichtigt. 

Bezeichnen  wir  mit  £  eine  Summe,  welche  sich  auf  alle  ganzen 
und  positiven  Werthe  von  n  erstreckt,  lassen  wir  ferner  A  und  ^ 
sich  willkürlich  mit  n  ändern  und  werfen  wir  endlich  den  unnützen 
Factor  M  weg,  so  erhalten  wir  ein  allgemeineres  Integral  der  Glei- 
chung i),  welches  den  Grenzbedingungen  des  Rohrs  genügt;  dieses 
Integral  ist   ^ 

„        nnx  [  ^    ,    arnti    .    ^        amti\ 
fp  =  Z  cos  ——-  [A  sm  — —  +  B  cos  — p-j. 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  nach  x  und  t  differentiiren ,  um  daraus 
tf  und  y  abzuleiten ,  welche  die  Lösung  der  Frage  geben,  und  für 

A  und  B  die  willkürlichen  Constanten  A—  -^  B  —  substituiren,  er- 

halten  wir 

s  ^                    *      .    nitx  (  ,    .    anitt    ,     ^        annA 
5)       «  =  — £  sm  ——  {  A  sm  —, h  B  cos  — —  l. 


^.                       „        tiTtx  {  .        amtt        _    .    annCK 
6)     ay  z=z  —  2.  cos  — —  I  A  cos  ~ B  sm  — -  j. 

Für  t  i=zO  geben  die  Gleichungen  3);  und  4)  folgende  Bedingungen 
zur  Bestimmung  von  A  und  B: 


mtx 


7)  Z  B  sin  -—-  =  ~  t/;  (x), 

t 

8)  ZA  cos  ——  =  —  a  %  (x). 

Um  die  Coefficienten  B  zu  bestimmen ,  wollen  wir  die  Function  t/;(a:), 
''velche  bloss  von  a:  =:  0  bis  a:  =  /  gegeben  ist,  in  eine  Reihe  nach 
den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  entwickeln;  wir  setzen  dabei  die 
Eigenschaft  • 
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voraus,  die  aber  desswegen  zulässig  ist,  weil  if;(x)  ausserhalb  der 
Grenzen  0  und  /  ganz  willkürlich  bleibt.  Mittelst  der  bekannten 
Formel 

oo  / 

l  0 

erkennt  man,  dass  die  Bedingung  7)  erfüllt  wird,  wenn  man  für  B 
folgenden  Ausdruck  nimmt: 


Um  der  Gleichung  8)  zu  genügen,  muss  man  von  einer  Entwickelang 
Gebrauch  machen,  in  "^i^elcher  nur  die  Cosinus  der  Vielfachen  von 
X  vorkopimen ;  die  hierzu  nöthige  Eigenschaft 

darf  man  voraussetzen ,  weil  die  Function  %  ausserhalb  der  Grenzen 
0  und  /  beliebig  ist.    Benutzt  man  die  Formel 

/  oo  / 

(p{x)  =  jJsPi^)  d^+  ^  ^cos~  jq>{^)  cos  ^  d^, 
0  10 

so  ist  im  vorliegenden  Falle 

0  0 

denn  die  mittlere  Verdichtung  des  Gases  in  dem  Hohre  ist  Null,  weil 
die  äussersten  Querschnitte  unbeweglich  geblieben  sind.  Man  ge* 
nügt  also  der  Gleichung  8)  bei  ganzen  n  >  0  durch  die  Annahme 


A  =  —  jJ  xW  cos  --  d^. 


•  0 

Die  Formeln  5)  und  6)  werden  jetzt 
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9)     tt  == 


2    _,    .    nitx 
-j  £  stn  — — 


a  stn  — —    I  %(9)  cos  ——  dd- 


•/ 


>, 


+  cos-—  I  ^(O)  sin—  ä^ 


\ 


0 


2    „        »^ic 


cos 


annt  C  ^^^        ««^  ,«. 
-^JxWcos-^d& 


0 


>• 


1         an^/ 
—  stn 
a 


—  /  ^(O)  sin—-d& 


Nimmt  man  bei  einem  nnd  demselben  i  solche  Werthe  für  .r,  welche 
sich  von  einander  um  2/ .unterscheiden,  so  sind  die  ihnen  entspre- 
chenden Werthe  von  u  und  y  dieselben;  letztere  Functionen  sind 
also  periodisch  in  Bezug  auf  .r,  und  die  Periode  entspricht  der 
Strecke  2/  auf  der  Achse  der  x.   Wenn  man  ebenso  x  constant  und  t 

22 
um  —  variiren  lässt,  so  bebalten  u  und  y  noch  dieselben  Werthe; 

die  Bewegung  eines  jeden  Punktes  ist  also  periodisch,  und  die  Dauer 

2/ 
der  Periode  c=3  — . 

a 

Die  Formeln  9)  und  LD)  würde  man  für  eine  unendliche  Röhre 
erhalten ,  wenn  man  von  dem  für  /  =r  0  vorhandenen  Anfangszu- 
stande  ausginge.  Dieser  unbestimmte  Anfangszustand  könnte  die 
Grenzbedingungen  vertreten. 

34.  Wenn  man  insbesondere  denjenigen  Anfangszustand  be- 
trachtet, für  welchen  die  Reihe  sich  auf  ein  einziges,  einem  beliebi- 
gen Werthe  von  n  entsprechendes,  Glied  reducirt,  so  erhält* man 
eine  sogenannte  einfache  Bewegung  des  Systems,  sie  wird  durch 
Gleichungen  von  folgender  Form  dargestellt : 


u  •^=r:  Stn 


—  IP  stn  -y-  +  0  cos  -y- j , 


II. 


19 
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i^9ix  /^        annt        ^    .    anni\ 
ay  c=  C08  — -  iP  cos  — 0  stH  — -  1. 


2/  2/ 

Die  Dauer  der  Schwingung  ist  in  diesem  falle  —  statt    — .     Die 

Werthe  von    u    sind  Nall    ftir    alle  Werthe   von  x ,    welche    der 

Gleichung 

nnx 
sin  — -  =  0 

kl 
genügen  und  in  der  Formel  a:  =  —  enthalten  sind,  wo  k  eine  belie- 
bige gatkze  Zahl  be2>eichnet. 

Die  Stellen,  an  welchen  das  Gas  in  dem  Rohre  unbeweglich 
bleibt,  kiennt  man  Knoten;  sie  sind  die  The ilpunkte,  wenn  man 
das  Rohr  in  »gleiche  Theile  zerlegt.  Die  Punkte,  in  denen  die  Ver- 
dichtung Null  ist,  und  welche  man  Bäuche  nennt,  werden  durch 
folgende  Gleichung  bestimmt 

nnx  r2Ä:  +  l)  l 

cos  —r—  :=  0,  woraus  X  =  -^^ —: 

l  '  .  •     2«        ' 

sie  liegen  also  in  den  Mitten  der  auf  einander  folgenden  Intervalle 
Bwischen  den  Knoten. 

35.  Bei  einer  an  beiden  Seiten  offenen  Röhre  sind 
die  auf  die  Enden  bezüglichen  Gleichungen 

-5?  =  0  ftir  a:  =  0  und  für  x  x=z  l. 

Die  übrigen  Gleichungen  bleiben  dieselben  wie  im  vorigen  Falle, 
und  man  erhält  einen  Werth  für  97,  welcher  allen  Bedingungen,  mit 
Ausnahme  des  Anfangszustandes,  genügt,.. durch  die  Formel 

.    nnx  (      ,    annt    .     _        an7U\ 
(p  =  Hstn  ——[A  stn  —  —  +  B cos  — j— )i 

worin  sich  die  Summe  Z  auf  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von 
n  bezieht,  und  A^  B  willkürliche  Constanten  sind,  die  mit  n  varii- 
ren  können.  Aus  diesem  Werthe  von  q>  leitet  man  folgende  Aus- 
drücke für  u  und  y  ab,  welche  die  einzigen  sind,  deren  man  bedarf 
und  in  welchen  die  unbestimmten  Grössen  A  und  B  sich  durch  den 

Factor  —  von  denjenigen  unterscheiden ,  welche  in  fp  vorkommen : 
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_        nnx  (  ^    .    annt    .    ^        annt\ 
u  =  £  cos  ——  \A  stn  — f-  B  cos  — —  ), 

'     ^   •    nnx  ( ^        anTd        ^   .    annt\ 
ay  =  —  £  stn  — —  I  A  cos  — B  stn  — - — j. 

Damit  diese  Werthe  auch  dem  anfänglichen  Zustande  genügen,  mnss 
man  zwischen  den  Grenzen  oc  =  0  und  x  =  l  folgende  beiden  Glei- 
chungen haben:. 

_,  ^         nnx  -  ^ 

ÜB  cos  — —  =  -^(a:), 


nnx 


£  Asin-j-  =  —a%(je)\ 


hieraus  erkennt  man.  erstens ,  dass  die  Functionen  t/;  und  %  in  Bezug 
auf  X  periodisch  sein  müssen  und  dass  der  Index  dieser  Periode 
gleich  2/  ist,  fem  er  dass  die  Function  t/;  denselben  Werth  behält, 
wenn  man  o;  in  — x  verwandelt,  während  die  Funetion  %  durch  eben 
diese  Aenderung  einen  gleichen  Werth  mit  entgegengesetztem  Zei- 
chen erhält.  Alle  diese  Bedingungen  darf  man  zulassen,  weil  jene 
Functionen  ausserhalb  der  Grenzen  o;  =  0  und  x  ^=^1  willkürlich 
sind.    Die  beiden  vorigen  Gleichungen  geben  für  einen  beliebigen 

Werth  von  n 

l 


A  =  —  -J  i{e)  stn  ---  dO, 


/ 


B=  +  j  I  ^(p-)  cos  ——  de. 


0 

Der  Werth  von  B^  welcher  sich  auf  n  =  0  bezieht,  würde  in  m  das 

constante  Glied 

l 

0 

m 

liefern,  was  nichts  Anderes  ist  als  der  mittlere  Werth  von  'tpQr')  ?=  «, 
oder  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  des  in  dem 
Rohre  eingeschlossenen  Gases.  Setzt  man  voraus,  das  weder  das 
Gas  noch  die  endliche  Röhre,  welches  dasselbe  immer  einschliessen 

19* 
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muss ,  eine  gleichförmige  fortschreitende  Bewegung  im  Baume  habe, 
BO  ist  das  obige  Integral  =  0,  und  man  hat  n  nur  von  1  bis  oc  gehen 
zulassen;  die  Auflösung  des  Problems  wird  also  durch  folgende 
Gldchungen  gegeben: 


2   „       tmx 
11  =  y  £  cos  — - 


< 


—  a  sin  — -   /  xW  *»»  -p  ^^ 


/ 

anjti  /*    .^^       rm^  ^- 
+  cos  — —    I  '^\P)cos—-  dv 

0 


>, 


/- 


2   _    .    nitx 
-I!s,n-- 


+  CO«  -y- J  xW  «m  -y-  (f^ 


0 


> 


.    1    .   annt   C    .^.         mt%^   .. 
j —  sm — ~-  1  i^fd-j  C05  — --  w 
a  l    J  l 


Man  erkennt  sofort ,  dass  der  Zustand  des  Gases  zu  einer  beliebigen 
Zeit  in  solchen  Punkten  derselbe  ist,  welche  um  2/  von  einander  ab- 
stehen. Man  sieht  ferner,  dass  in  einem  und  demselben,  sonst  aber 
beliebigen,  Punkte  ein  und  derselbe  Zustand  nach  Verlauf  der  Zeit 

2/  .  . 

—  wiederkehrt,    dass  folglich  die  Schwingungen  in  jedem  Punkte 

a 

2/  . 
periodisch  sind,  und  dass  die  Dauer  der  Periode  —  ist,   wie   in  dem 


a 


Falle,  wo  die  beiden  Enden  geschlossen  sind. 


36.  Irgend  eine  der  möglichen  einfachen  Bewegungen  wird 
durch  folgende  Gleichungen,  in  denen  n  eine  beliebige  ganze  Zahl 
und  Ä^  B  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  dargestellt 


nttx  (  ^    .     annt   .    ^ 
u  =  cos  ——  \A  stn  — 1-  B 

.    nnx  ( ^    .     annt 
ay  =  Stn  ——  I  B  sm  — J 


annt\ 
cos—). 


anni\ 
cos  —7— I- 
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Da  in  diesem  Falle  nur  ein  Bogen  — — ■  vorbanden  ist,  so  kehren  die 

2/ 
Werthe  von  u  und  y  nach  einer  Zeit  —  wieder.  Die  Bäuche  bestim- 

na 

'men  sich  durch  die  Gleichung 

.   nnx  kl 

stn  — --  =  0,  woraus  a?  =  — , 
/  n 

wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.  Diese  Punkte  theilen 
die  Röhre  in  n  gleiche  Theile.  Die  Knoten  ergeben  sich  mittelst 
der  Gleichung 

nnx  (2A:  +  l)/^ 

cos  —--  =  0,  woraus  x  ==  -^ — ■—* 

l  2« 

Diese  Punkte  liegen  in  den  Mitten  zwischen  den  auf  einander  fol- 

_  « 

gonden  Bäuchen. 

37.  Ist  die  Röhre  an  dem  einen  Ende  geschlossen 
und  am  andern  offen,  so  verlegen  wir  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  an  das  offene  Ende;  dann  muss  sein 

^  ^=  0  für  a:  ==  0,  und-:r^  =  0  für  a:  =  /: 
dt  ox 

man  genügt  allen  Bedingungen ,  mit  Ausnahme  der  des  Anfangszu- 
standes, durch  den  Werth 

^  2/(2/  2/ 

■ 

worin  A  und  B  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  welche  mit  n 
variiren,  und  die  Summe  Z  sich  auf  alle  ganzen  und  positiven 
Werthe  von  n  erstreckt.  Daraus  leitet  man  für  u  und  y  folgende 
Werthe  ab ,  in  welchen  A  und  B  neue  unbestimmte  Grössen  bezeich- 
nen, welche  sich  von  den  vorhergehenden  durch  den  Factor 
(2n  +  f)  « 


2/ 


Unterstheiden : 


_         (2n  +  1)  jra:  f  ^    .    (2n  +  l)  nat   .    ^        (2n  +  l)  nat\ 
u=Zcos^- ^ |^«n^_l_i_+^,o/ ^—^ 


'    _  .    (2«  +  l)«^ 


-i)7cx  (  ^        (ßn+l)7tai       ^  ,   (2«  +  l)  nat] 
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Damit  diese  Ausdrücke   dem  Anfangszustande  genfigen,    müssen 
zwischen  den  Grenzen  or  =  0  und  x  =  l  die  beiden  Bedingungen 

stattfinden 

(2n  +  1)  nx 


Z  B  coi 


21 


=  t(^)i 


Vermöge  dieser  Gleichungen  besitzen  die  Functionen  '^(ar)  und  2C-^3i 
in  der  unendlichen  Ausdehnung  der  Achse  der  x  betrachtet,  fol- 
gende Eigenschaften: 

t/;(— .r)  =  ^(a:),    x(— .^)  =  —  z(ar), 

die  letzte  Gleichung  sagt,  dass  diese  Functionen  in  Bezug  auf  x 
periodisch  um  den  Iudex  4/  sind.  Diese  Bedingungen  dürfen  ange- 
nommen werden,  weil  jene  Functionen  nur  zwischen  x  =  0  und 
X  =  1  gegeben  sind ,  und  der  Anfangszustand  die  Grenzbedin- 
gungen fest  bestimmen  würde ,  wenu  man  die  Höhre  in  beiden  Rich- 
tungen unendlich  und  das  Gas  als  vollkommen  frei  betrachtete. 

Die  allgemeinen  Werthe  von  A  und  B^  welche  den  vorigen  Be- 
dingungen genügen ,  sind 

/ 
2  /•  .^.        (2»  -f  J)  Tcd 


B 


cos 


2/ 


de, 


0 


j  2a  l\^.     .    (2«  +  1) 


nd' 


de. 


0 


Die  Auflösung  der  Aufgabe  ist  also  in  folgenden  Formeln  enthalten  : 

/ 


2  _       f2;»+  l)7rx 

u=—  Zcos — , 

/  2/ 


.  (2n  +  1)  nai 
asm ^^ 


J  %W  sm  ^     ^/     de 


0 


(2w  +  \)7tat  r  .^.        (2w+  \^ne ^^ 

+  cos  ^       .21  —J  *  W  ^<>*        2/        de 


> 


0 
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+  cos 


/  2/ 


/ 


>' 


,  1    .  (2n  +  l)ji:a/ /'  ,-.      (2n+l)js^^„ 


WO  die  Summen  2*  sich  auf  alle  positiven  und  ganzen  Wertbe  für  n 

von  0  bis  cx>  erstrecken. 

Die  vorliegenden  Ausdrücke  sind  periodisch  in  Bezug  auf  ic  und 

/,  und  zwar  hinsichtlich  des  x  um  den  Index  4/,  und  rücksichtlich 

4^ 
des  t  um  den  Index  — .     Die  Dauer  der  Periode  ist  in  diesem  Falle 

das  Doppelte  von  dem ,  was  sie  in  den  beiden  vorigen  Fällen  war, 
und  der  von  der  Röhre  hervorgebrachte  Orundton  ist  um  eine  Octave 
tiefer  als  derjenige,  welchen  eine  gleich  lange  an  beiden  Enden 
offene  oder  geschlossene  Röhre  angiebt. 

38.    Die  einfache  Bewegung,  welche  einem  einzelnen  Werthe 

4/ 

von  n  entspricht,  hat  die  Periode  7- — ; — r— .     Die  Knoten  bestim- 

^  (2n  +  l)a 

men  sich  durch  die  Gleichung 

(2n  +  l)nx       ^  {2k  +  l)  /  ' 

cos ~ =  0,  woraus  x  =  ^^- — ; — '— , 

2/  '  2«  +  1     ' 

wenn  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Die  Abstände  der  Knoten  vom 
Anfang  sind  der  Reihe  nach 

/  3/  5/ 


2n  +  1 '    2»  +  1 '    2«  +  1 


»  ••••*) 


2/ 

also  von  einander  um . —  entfernt,  und  folglich  hat  man,  vom 

2n  +  1 

ersten  Knoten  an  gerechnet ,  gewissermaassen  eine  Reihenfolge  ge- 

2/ 

schlossener  Röhren  von  der  gemeinschaftlichen  Länge ■ — .     Die 

2n  +  1 

Bäuche  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 


in =  0  oder  x  = 


2A-/ 
Sin  ^ 


2/  2n  -h  r 

worin  k  eine  unbestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet ;  die  Abstände  der 
Bäuche  vom  Anfange  sind : 


0, 
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2/                4/  211/ 

2n+  r    2«  +  l' 2»  +  /' 


also  die  Mitten  zwischen  den  auf  einander  folgenden  Knoten;  sie  . 

2/ 
stehen  von  einander  um : —  ah,  und  das  zwischen  zwei  anfein- 

2n  +  l 
auderfolgenden  Bäuchen  enthaltene  Gas  hefindet  sich  in  demselben 

Falle ,  als  wenn  es  in  einer  an  beiden  Enden  offenen  Bohre  von  der 

2/ 
Länee  — 7 —  enthalten  wäre. 
^    2«  +  1 


Bewegung  in  einer  nach  allen  Seiten  hin  unendlichen  Gasmasse. 

39.  Für  die  kleinen  Bewegungen  der  Molecüle  eines  homoge- 
nen nach  allen  Bichtungen  unendlichen  Gases  haben  wir  die  früher 
bewiesene  Gleichung 


Grenzbedingungen  sind  in  diesem  Falle  nicht  vorhanden ,  doch  miiss 

man  immer  dem  Anfangszustande  genügen,  wozu  erfordert  wird,  dass 

dw    dw    d<p    dw 

^77^>:5~»^— »^""l''  =  Oin  willkürlich  gegebene  Functionen  der 

dt     ox    dy     dz  ° 

Variabein  x^  y^  z  übergehen.  Kennt  man  nun  die  drei  partiellen 
Differentialquotienten  einer  Function  von  x^  y^  z,  so  ist  die  Function 
selbst  bis  auf  eine  Constante  bestimmt,  die  in  der  vorliegenden  Frage 
keine  Bücksicbt  verdient;  daraus  folgt,  dass  mit  dem  Anfangszn- 

Stande  die  Werthe  von  g>  und  —  für  f  =  0  zugleich  bekannt  sind. 

Bezeichnet  man  mit  i^und  f  willkürliche  Functionen  von  x^  y,  z^  so 
werden  jetzt  die  Bedingungen  des  Anfangszustandes  durch  die  Glei- 
chungen 

ausgedrückt,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  den  Gleichungen  l)  und 
2)  zu  genügen.  Diess  geschieht  mittelst  der  vonPoisson  gegebenen 
Formel  *) 


*}  S.  den  Anhang. 


3) 
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g)  =  —   /    It  sin  ^d&dil>F{x  +  at'cos ^,  y  +  atsin^  cos^ff^ 
0   0  z  +  at  sin&  sin  '^) 

-| —  /  1 1  sin&d^d^f(x+ atcosd^y+atstn^costj;^ 

0  0  2:  +  alsin^  sintfi). 

Die  Integrationen  in  Bezug  auf  ^  sind  zwischen  den  Grenzen  0  und 
:r,  und  die  nach  ^  zwischen  0  und  27r  auszuführen.  Dieser  Aus- 
druck für  <p  kann  auch  noch  unter  folgender  Form  geschrieben 
werden : 

.g>  =—  \ida}  F(x  +  atcos  a,  y  +  at  cos  ß,  z  +  at  cos  y) 

+  -—  -  \id<o  f(x  +  ai cos  a^y  +  at cos ß^z-\'  at cos y), 
4ä  ot  ^^ 

wo  d<o  das  unendliche  kleine  Element  der  Kugeloberfläche  bedeutet, 
welche  um  den  Anfang  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1  beschrie- 
ben ist,  a,  P,  y  die  Winkel  bezeichnen,  welche  der  Radius  vector 
dieses  Elementes  mit  den  Achsen  bildet,  und  die  Summe  S  sich  auf 
alle  Elemente  der  Kugeloberfläche  bezieht. 

Diese  wichtige  Formel  gestattet  eine  sehr  bequeme^nwendung, 
wenn  die  Functionen  F  und  /*,  wie  im  vorliegenden  Falle ,  für  alle' 
reellen  Werthe  der  Variabein  x^y^z  gegeben  sind;  wäre  aber  die 
Flüssigkeit  begrenzt,  so  würden  die  besonderen  hieraus  hervorgehen- 
den Bedingungen  schwierig  auszudrücken  sein ,  und  man  würde  sich 
genöthigt  sehen,  andre  Formen  für  das  Integral  der  Gleichung  l) 
aufzusuchen.  Wir  wollen  uns  mit  diesem  letzten  Falle  nicht  beschäf- 
tigen. Die  Formel  3)  liefert  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe, 
weil  sie  die  Function  9)  giebt,  mithin  auch  die  Yepdichtungen  und 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Funkte 
und  zu  einer  beliebigen  Zeit.  Wir  wollen  uns  darauf  beschränken, 
die  Geschwindigkeit  abzuleiten,  mit  welcher  eine  beliebige  Erschüt- 
terung sich  in  dem  Fluidum  fortpflanzt;  damit  die  Resultate  eine 
leichtere  und  klarere  Deutung  zulassen,  setzen  wir  voraus,  dass  die 
Erschütterung  nur  in  einem  nach  allen  Richtungen  hin  unendlich  klei- 
nen Theile  stattfinde ,  in  dessen  Inneres  wir  zugleich  den  Coordina- 
tenanfang  verlegen. 
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Unter  der  gemachten  Voraiusetznng  verschwinden  die  Functio- 
nen f{Xy  y,  z)  und  F{x^  y,  z)  fär  alle  Werthe  von  a-,  y,  z,  welche 
nicht  Coordinaten  eines  Punktes  des  erschütterten  Theils  sind ;  neh- 
men wir 

5)         X  -^^  at  cos  a  =  x\  y  -{•  at  cos  ß  z=  y\  t  +  at  cos  y  =  2% 

so  kann  der  Werth  von  g>  für  den  Punkt  if,  dessen  Coordinaten 
X,  y,  z  sind ,  nur  von  Null  verschieden  sein,  wenn  der  Werth  von  /  so 
beschaffen  ist,  dass  x\  y\  z  für  passende  Werthe  von  a^  ß^  y  die 
Coordinaten  von  Punkten  darstellen,  welche  in  dem  anf^glich  er- 
schütterten Theile  liegen;  diese  Werthe  von  a^  ß,  y  sind  die  einzi- 
gen ,  welche  in  den  für  g)  angegebenen  bestimmten  Integralen  zu  be- 
trachten sind. 

£s  ist  leicht,  sich  geometrisch  die  Richtungen  zu  veranschan-  • 
ichen,  welche  denjenigen  Werthen  von  a,  ß^y  oder  von  ^  und   tp 
entsprechen,  die  keine  in  den  Integralen  verschwindenden  Elemente 
liefern.   Der  Punkt  nämlich,  dessen  Coordinaten  die  durch  die  Glei- 
chung 5)  gegebenen  Werthe  von  x\  y\  z  sind ,  wird  dadurch  con- 
struirt,  dass  man  eine  der  Grösse  at  gleiche  Länge  auf  die  den  Win- 
keln a,  ß^  y  entsprechende  Richtung  abträgt.     Wenn  man  also  mit 
dem  Radius  at  um  M  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  beschreibt,  so  sind 
die  Punkte  ihrer  Oberfläche,  welche  sich  in  der  anfänglichen  Er- 
schütterung befinden ,  die  einzigen ,  Hir  welche  die  Functionen  f  und 
F  nicht  verschwinden ;  und  die  Richtungen  der  Vectoren,  welche  von 
dem  Punkte  M  an  diese  verschiedenen  Punkte  gezogen  werden  kön- 
nen, sind  die  einzigen,  auf  welche  man  Rücksicht  zu  nehmen  hat. 
Daraus  ersieht  man,  dass  die  Function  (p  bis  zu   der  Stelle    Null 
bleibt,  wo  die  Oberfläche  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  M  und  dem 
variabeln  Radius  ai  in  die  anfängliche  Erschütterung  einzudringen 
beginnt,  und  dass  sie  wieder  verschwindet,  wenn  diese  Oberfläche, 
deren  Radius  gleichförmig  wächst,  die  Erschütterung  passirt  hat;  in 
jedem    zwischenliegenden  Augenblicke   bestimmt   allein   derjenige 
Theil  der  Erschütterung  den  Werth  von  9>,  welcher  sich  auf  der  Ku- 
gel mit  dem  Radius  at  befindet.     Pie  unmittelbare  Folgerung  aus 
dieaem  Satze  ist,  dass  eine  nach  allen  Richtungen  unendlich  kleine 
Erschütterung  sich  nach  allen  Richtungen  hin  mit  einer  und  dersel- 
ben Geschwindigkeit  a  fortpflanzt,  weil  die  Punkte,  w-elche  in  der 
Entfernung  at  liegen,    sich  nach  Y.erlauf  der  Zeit  /  in  Bewegung 
setzen.     Die  Dauer  der  Erschütterung  in  einem  beliebigen  Punkte 
M  wird  durch  die  beiden  Kugeln  bestimmt,  welche  um  diesen  Punkt 
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als  Mittelpunkt  beschrieben  werden,  und  welche  die  Eigenschaft  be- 
>itzen  y  dass  der  erschütterte  Theil  ganz  ausserhalb  der  ersten  und 
ganz  innerhalb  der  zweiten  liegt,  während  er  mit  jeder  der  beiden 
Uberflächen  einen  Punkt  gemein  hat. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  in  einem  ho* 
mogenen  Gase,  das  nach  allen  Seiten  hin  unbegrenzt  ist,  hat  also 
mit  derjenigen  in  einer  cylindrischen  Röhre  denselben  Werth. 


Von  dem  Oleichgewichte  und  den  unendlich  kleinen  Bewegungen 

eines  elastisehen  Fadens; 

40.  Die  Aehnlichkeit  zwischen  dieser  und  der  vorigen  Aufgabe 
hat  uns  bestimmt,  dieselbe  hier  folgen  zu  lassen,  obgleich  sie  nicht 
in  die  Theorie  der  Bewegung  der  Flttssigkeiten.  gehört. 

Bisher  haben  wir  die  Fäden  als  unausdehnbar  betrachtet,  was 
eine  reine  Abstraction  ist;  wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  sie  unter 
dem  Einflüsse  von  Kräften ,  welche  in  ihnen  eine  beliebige  Spannung 
erzeugen,  einer  Verlängerung  fähig  sind,  und  ferner,  dass  der  Fa- 
den nicht  reisst  und  seine  ursprüngliche  Länge  wieder  annimmt, 
wenn  die  spannende  Kraft  zu  wirken  aufhört;  mit  anderen  Worten, 
wir  betrachten  den  Faden  nur  innerhalb  der  Grenze  seiner  Elastici- 
tät.  Erfahrungsmässig  ist  dann  die  Verlängerung  des  Fadens  direct 
proportional  seiner  Spannung.  Als  den  natürlichen  Zustand 
des  Fadens  bezeichnen  wir  denjenigen ,  in  welchem  er  von  keiner 
Kraft  angegriffen  wird.  Bringen  wir  dann  an  die  Längeneinheit 
eines  homogenen  Fadens  eine  der  Krafteinheit  gleiche  Spannung 
an,  so  verlängert  er  sich  um  eine  gewisse  Grösse  d,  welche  in  allen 
Fällen  gegeben  sein  muss.  Läge  eine  der  Einheit  gleiche  Spannung 
ausserhalb  der  oben  bezeichneten  Grenze ,  so  würde  man  dieselbe  in 
dem  Faden  nicht  wirklich  hervorbringen  können,  aber  der  Gleich- 
förmigkeit der  Bezeichnungen  wegen  wollen  wir  immer  voraussetzen, 
dass  die  Verlängerung  6  sich  auf  die  Einheit  des  Fadens  beziehe, 
wenn  er  der  Einheit  der  Spannung  unterworfen  ist,  während  er  den- 
selben Gesetzen  wie  innerhalb  der  Grenze  seiner  Elasticität  unter- 
liegen möge.  Nur  wird  man  bei  jeder  besonderen  Anwendung  un- 
tersuchen müssen ,  ob  diese  Grenze  nicht  überschritten  wird ,  da  aus- 
serdem die  Resultate  der  Erfahrung  mit  den  durch  die  Rechnung  er- 
haltenen nicht  übereinstimmen  können. 
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41.   Sei  AB  (Fig.  21.)  ein  homogener  elastischer  Faden,  dessen 
Fig.  21.  Enden  Ä  und  B  fest  sind  and  der 

*E .^^^^^^  eine  Spannung  t  erfährt,  während 

^^^T^i ""^"^^-^^  er  keiner  äusseren  Wirkung  unter- 

^  ^  worfen  ist,  mithin  alle  seine  Punkte 

auf  der  Geraden  AB  liegen ;  sei  ferner  b  die  Masse  der  Längenein- 
heit, A  der  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems,  dessen 
o;- Achse  in  der  Richtang  AB  liegt,  endlich  X^  F,  Z  das  System  der 
Componenten  der  an  alle  Punkte  des  Fadens  angebrachten  und  auf 
die  Masseneinheit  bezogenen  Kraft,  so  ist  es  unsre  Aufgabe,  für 
jeden  Punkt  des  Fadens  die  Werthe  seiner  drei  Coordinaten  zu  be- 
stimmen, welche  im  Falle  des  Gleichgewichts  constant  sind,  bei  der 
Bewegung  aber  von  der  Zeit  abhängen. 

Der  Einfluss  der  Kräfte  X,  F,  Z,  welche  auf  alle  Punkte  des 
Fadens  wirken ,  wird  eine  allgemeine  Verrtickung  zur  Folge  haben ; 
ist  z.  B.  M  in  einem  belieoigen  Augenblicke  die  Lage  des  materiellen 
Punktes,  welcher  anfanglich  in  P  war,  so  wollen  wir  zuerst  den  all- 
gemeinen Ausdruck  für  die  Spannung  des  Fadens  in  diesem  Punkte 
M  aufsuchen.  Zu  diesem  Behufe  betrachten  wir  einen  zweiten  Punkt 
jß,  welcher  im  anfänglichen  Zustande  in  einer  unendlich  kleinen  Ent- 
fernung et  von  P  liegt,  und  sich  in  dem  Augenblicke  in  N  befindet, 
wo  P  nach  M  gekommen  ist ;  der  Ueberschuss  der  Länge  MN  über 
PQ^  dividirt  durch  PQ  oder  a,  giebt  jetzt  die  Dehnung,  welche  die 
Längeneinheit  des  Fadens  in  der  Nachbarschaft  des  Punktes  P  er- 
fahrt, woraus  man  leicht  den  Zuwachs  der  Spannung  ableiten  kann. 
Bezeichnen  wir  mit  x  die  Abscisse  AP  des  Punktes  P  im  Anfangszu- 
stande, und  mit  x  '{•  u^  y^  z  die  Coordinaten  des  Punktes  Jlf ,  so  bil- 
den die  drei  unendlich  kleinen  Grössen  u,  y,  z  die  Unbekannten  der 
Aufgabe;  im  Falle  des  Gleichgewichts  sind  sie  Functionen  von  .r, 
bei  der  Bewegung  dagegen  Functionen  von  x  und  /;  x  bleibt  während 
der  Bewegung  des  materiellen  Punktes  constant  und  ändert  sich, 
nur  wenn  man  von  einem  Molecül  zum  andern  übergeht. 

Da  die  Differenz  MN — PQ  sehr  klein  im  Vergleich  zu  PQ  ist, 
so  darf  man  in  ihrem  Werthe  nur  die  unendlich  kleinen  Grössen 
zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  Pjß  vernachlässigen;  beschränkt  man 
sich  ferner  auf  die  Fälle,  wo  die  Winkel  der  verschiedenen  Elemente 
des  Fadens  mit  der  Achse  der  x  sehr  klein  bleiben ,  so  kann  man 
,den  Unterschied  zwischen  MN  und  ihrer  Projection  auf  die  Achse 
der  X  vernachlässigen,  und  es  ist  dann,,  wenn  u  denWerth  von  u  im 
Punkte  Q  bezeichnet, 


—    301    — 

MN—PO=:u—u. 

Kan  geht  aber  u  aus  u  dadurch  nervor,  dass  man  in  diesem  Aus* 
drucke  x  +  a  für  x  setzt ,  es  ist  daher 

/  du 

indem  man  die  Glieder  vernachlässigt,  welche  unendlich  klein  im 
Vergleich  *^um  ersten  sind.  Nach  dem  oben  Gesagten  giebt  jetzt 
der  Quotient  * 

u  —  u         du 
a  dx 

die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Dehnung,  welche  der  Faden  in 
demjenigen  Punkte  erHihrt,  dessen  Abscisse  in  dem  anfänglichen 
Zustande  x  war.     Da  ferner  die  Zunahme  der  Länge  dem  Zuwachs 

der  Spannung  proportional  ist,  so  wird  letztere  durch  jr  -^  aus- 
gedrückt; für  die  Spannung  T,  die  zu  einer  beliebigen  Zeit  in  M 
stattfinde,  ergiebt  sich  hiemach 

J  dx 

Nachdem  man  den  allgemeinen  Werth  der  Spannung  kennen  gelernt 
hat,  lässt  sich  derselbe  Gang  wie  bei  der  Betrachtung  unelastischer 
Fäden  befolgen.  Man  bestimmt  zunächst  alle  äusseren  Kräfte,  wel- 
che auf  ein  Element  iRfiV wirken;  diese  Kräfte  sind  erstens  die  Span- 
nungen in  M  und  iV,  zweitens  die  Kräfte  X^  F,  2,  deren  Werth  durch 
die  unendlich  kleine  Verrückung  der  Punkte  nicht  merklich  geän- 
dert wird ;  letztere  geben  für  das  Element  PQ  und  folglich  für  MN 
die  drei  Componenten 

aeJT,  offF,  «fZ. 

Nennen  wir  it,  ft,  v  die  Winkel,  welche  die  Richtung  MS  der  Tan- 
geute mit  den  Achsen  bildet,  so  sind  die  Componenten  der  in  ^  auf 
das  Element  MN  wirkenden  Spannung 

—  jT  co^  A,  — -  r  cos  f*,  —  T  cos  V, 

und  die  Componenten  der  in  N  wirkenden 

TcosX  +  d[T  cos  A),  T  cos  li  +  d{T  cos  fi),  T  cos  v  +  ä{T  cos  v)] 

Mag  man  nun  das  Element  MN  als  starr  oder  veränderlich  ansehen, 
so  ist  doch  die  Bewegung  seines  Schworpunktes  immer  dieselbe,  als 
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wenn  die  ganze  Hasse  in  ihm  vereinigt  nnd  sämmtliche  Kräfte ,  die 
auf^dasselbe  wirken,  an  ihn  angAracht  wären.  Femer  unterschei- 
det sich  die  Bewegung  dieses  Scliwerpnnktes  so  wenig  als  man  will 
von  derjenigen  des  Punktes  M',  die  Gleichungen  der  Bewegung  die- 
ses letzteren  können  daher  als  identisch  mit  folgenden  angesehen 
werden : 

d{T  cos  X)  +  wZ=  a«  gr t  • 

d{Tcos  (i)  +  asY—ci£^, 

d{T  cos  v)  +  aeZ  =  a«  ^  • 

Dividirt  man  alle  Ausdrücke  dieser  Gleichungen  durch  a  und  geht 
zur  Grenze  über,  so  werden  die  ersten  Glieder  die  nach  x  genom- 
menen partiellen  Differentialquotienteu  der  drei  Grössen 

T  cos  X,  T  cos  jit,  T  cos  v. 

Statt  cos  X  darf  man  die  Einheit  setzen ,  wenn  man  die  Grössen  zwei- 
ter Ordnung  vernachlässigt;  diess  giebt 

d{TcosX)        id'^u 

—^—^^-^^^^—  ___  —  ^■^—  • 

dx  ö  dx^ 

Was  cos  fi  und  cos  v  anbetrifft,  so  sind  ihre  Werthe  unendlich  kleine 

Grössen  erster  Ordnung,  und  da  dasselbe  von  u  und  —  gilt,  so  kann 

GX 

man  T  cos  fi,  T  cos  v  auf  r  cos  (ly  r  cos  v  zurückführen.  Bezeichnet 
mau  nämlich  mit  dy,  dz  die  Differenzen  der  Coordinaten  y,  z  der  bei- 
den unendlich  nahen  Punkte  ilf,  -AT,  und  mit  dx  die  Differenz  PQ 
ihrer  x^  so  wird 

dy  dz 

cos  II  :=  — .    cos  V  =  — , 

und  da  MN  sich  von  PQ  oder  dx  nur  um  eine  im  Vergleich  zu  da- 
unendlich  kloine  Grösse  unterscheidet,  so  kann  man  setzen 

dy  dz 


woraus  folgt 


d{Tcos(i)  d^y    d(Tcosv)  d^z 

dx  dx^ '  dx  dx^ ' 
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die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Fadens  sind  demnach . 


1) 


a/2 


de  dx^ ' 


Die  Bedingungsgleichungen  des   Gleichgewichts  des  Fadens  unter 
dem  Einflüsse  der  Kräfte  X,  F,  Z  sind  ferner 


öe  dx'^ 


2) 


=  0, 


< 


Wenn  die  Kräfte  ^,  F,  Z  entweder  gleich  Null  oder  nur  Functionen 
von  /  und  x  sind,  so  zeigen  die  Gleichungen  l),  dass  die  Functionen 
Uy  y,  z  unabhängig  von  einander  berechnet  werden  können;  die  durch 
u  bestimmte  Longitudinalbewegung  ist  daher  unabhängig  von 
der  durch  y  und  z  bestimmten  T  raus  versalb  e  wegung. 

Für  X=  Y=  Z=0  reduciren  sich  die  Gleichungen  l)  auf 


d'^u 

1  a'M 

dif^ 

de  dx^' 

av 

rd^y 

df' 

t  dx^ ' 

c  dx^ 

Alle  drei  haben  dieselbe  Form  wie  jene,  welche  die  Bewegung  eines 
Gases  in  einer  cylindrischen  Röhre  bestimmen,  und  sie  würden  auf 
ähnliche  Fragen  führen,  wia  wir  sie  bei  der  Theorie  der  Bewegung 
des  Gases  ins  Einzelne  verfolgt  haben.  Man  wird  ebenfalls  finden, 
dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  inlongitudinalerBichtung  = 


Vi 


und  in  transversaler 


/- 


ist.     Für  die  Dauer  der  longi- 


tudinalen  Schwingungen  des  Fadens  von  der  Lange  /  ergiebt  sich 
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der  Werth  Ülj/ösnnä  man  sieht,  dass  sie  unabhängig  von  der  Span- 
nung des  Fadens  ist;  die  Dauer  der  transversalen  Schwingungen  er- 


hält  man 


Die  longitudinalen  Schwingungen  der 

42«  Die  zur  Bestimmung  von  u  dienende  Gleichung  kann  man 
auch  ohne  die  Voraussetzung  erhalten ,  dass  der  Faden  biegsam  nnd 
von  geringer  Dicke  sei ;  sie  gilt  daher  auch  für  einen  elastischen 
Stab,  bei  welchem  man  nur  longitudinale  Bewegungen  betrachtet, 
die  für  alle  Punkte  eines  und  desselben  Querschnitts  dieselben  sind. 
Die  Verlängerung  J,  welche  die  Einheit  der  Länge  unter  der  Ein- 
wirkung der  Krafteinheit  erfahrt,  ändert  sich  in  umgekehrtem  Ver- 
hältnisse mit  dem  Flächeninhalte  des  Querschnitts,  sodass  das  Pro- 
duct  de  unabhängig  von  der  Dicke  des  Stabes  bleibt. 

Sind  beide  Enden  des  Stabes  fest,  so  ist  die  Dauer  der  longita- 

dinalen  Schwingungen  immer  =  !2/  ^ds,  wie  wir  sie  bei  elastischen 
Fäden  gefunden  haben.  Man  kann  sich  aber  noch  die  Aufgabe  stel- 
len, die  Bewegungen  seiner  verschiedenen  Punkte  zu  bestimmen, 
wenn  entweder  beide  Enden  frei  sind,  oder  wenn  das  eine  Ende  frei 
nnd  das  andre  fest  ist. 

Die  Spannung  des  Stabes  ist  an  dem  freien  Ende  veränderlich, 
und  folglich  hat  man  an  diesem  Punkte  beständig 

—  =  0 

dx 

Die  beiden  neuen  Aufgaben  sind  übrigens  nicht  schwieriger  als  die 
erste ,  bei  welcher  man  beide  Enden  fest  annahm.  Sind  beide  En- 
den frei,  so  findet  man,  dass  die  Dauer  der  longitudinalen  Schwin- 
gungen dieselbe  ist,  als  wenn  beide -Enden  fest  wären;  für  den  Fall 
aber,  dass  das  eine  fest  und  das  andre  frei  ist,  wird  die  Schwingungs- 
dauer doppelt  so  gross.  Es  besteht  also  eine  vollständige  Aebnlich- 
keit  der  Longitudinalschwingungen  der  Stäbe  mit  denen  von  Gasen, 
welche  in  cjlindrischen  Röhren  eingeschlossen  sind;  indem  ein  festes 
Ende  des  Stabes  einem  geschlossenen  Ende  bei  dem  Rohr  entspricht 
und  ebenso  ein  freies  Ende  einem  offenen. 

Ausführlichere,  sowohl  theoretische   als  experimentale  Unter* 
suchungen  über   diesen  Gegenstand  enthält   die  Abhandlung  von 
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Seebeck:  üeber  die  Querschwingungen  gespannter  und 
nichtgespannter  elastischer  Stäbe;  Abhandl.  d.  math.-phys. 
Classe  der  K.  S.  Ges.  d.  Wissensch.  in  Leipzig.  Bd.  I.  S.  131. 

% 

Von  den  kleinen  Bewegungen  eines  beliebigen  Pnnktesystems. 

43.  Wir  setzen  ein  beliebiges  System  unter  einander  verbun- 
dener Punkte  voraus ,  dessen  Theile  sich  im  Zustande  des  sicheren 
Gleichgewichts  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften  befinden,  welche 
auf  beliebige  Art  von  den  Coordinaten  abhängen.  Entfernt  man 
diese  Punkte  sehr  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage,  indem  man 
ihnen  sehr  kleine  Geschwindigkeiten  mittheilt,  und  überlässt  sie  dann 
der  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte,  so  bleiben  die  Aenderungen  der 
Coordinaten  immer  sehr  klein,  weil  das  Gleichgewicht  stabil  war. 
Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  diese  Aenderungen  *  als 
Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen,  und  ihre  allgemeinen  Eigen- 
schaften zu  entwickeln. 

Mit  X,  y,  z  mögen  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des 
Systems  in  irgend  einem  Augenblicke ,  durch  a,  6,  c  ihre  Werthe  in 
der  Gleichgewichtslage,  und  mit  fi  die  Masse  dieses  Punktes  be- 
zeichnet werden  ;  setzen  wir  ferner 

so  sind  or,  /?,  y  sehr  kleine  Grössen,  welche  sich  mit  der  Zeit  ändern, 
und  die  in  jedem  Augenblicke  die  Lage  des  Punktes  ft  bestimmen. 
Für  einen  zweiten  Punkt  /tt'  jerhalten  wir  auf  gleiche  Weise 

a:=a    +a;y=6   -^  ß  ^  z  =:z  c   +y, 

u.  s.  w.  für  alle  übrigen  Punkte.  Wir  nennen  femer  JT,  T^  Z  die 
Coroponenten  der  an  den  Punkt  jli  angebrachten  Kraft  ^  X"^  Y\  Z' 
jene  der  an  den  Punkt  ^'  thätigen  Kraft  u.  s.  w.,  und  bezeichnen  mit  a 

1)  Z=0,  iJf=0,  iV=0,  .  .  . 

die  zwischen  den  Coordinaten  j-,  y,  ^,  x\  y\  ....  gegebenen  Bcding- 
nngsgleichungen.  Ersetzt  man  in  ihnen  .t,  y,  .  .  . .  durch  a  -^^  a^ 
6  -f-  /?,....  so  kann  man  in  den  Entwickelungen  bei  den  Gliedern 
stehen. bleiben,  welche  die  ersten  Potenzen  von  «,  ft  y,  . . .  enthal- 
ten;   ausserdem  genügen  die  Coordinaten  a,  fr,  Cy  ....  denselben 

Gleichungen,  upd  wenn  man  jetzt  mit  ^r— ,   irr  ... ,  die  Werthe  be- 

öa     ob 

II.  20 


^y 


4 


.^ 
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dl    dL 


zeichnet,  welche  die  Differentialquotienten  — ,   — ,  . . .  für  or 
t/  =  b  ,  .  ,  annehmen ,  so  erhält  man  folgende  Gleichungen : 


(dL       dL  ^  ,  dL     ,  az    , 


a. 


2) 


dM      ,   dM .  ,   dM     ,   dM    ,   , 

X 

BN       ,   dN  ^  ,   dff      ,  BN    .    , 

B^''  +  db^  +  dFy  +  97''  +•••=«' 


Wir  verstehen  ferner  unter  J,  B,  C ^  Äy  ....  die  Werthe  der  Func- 
tionen Xy  F,  Z,  X\  ....  in  den  Gleichgewichtslagen  aller  Punkte; 
für  eine  belichige  Nachbarlage  ist  dann 


3) 


l'= 


=  ^  +  ä7''  +  äir^  +  äry  +  ä7"+---' 


7^7  7\7 


3) 


r:=^  +  |^  «  +  .... 

da 


Beachtet  man  endlich  die  Beziehungen 

di^  ~  dl^  '   di^  ~  dC^  '  •  •  • 

80  ist  die  allgemeine  Gleichung,  welche  die  Bewegung  des  Systems 
bestimmt , 

die  Grössen  öx,  dy^  dz,  da:',  . . .  müssen  dabei  folgenden  Bedingungen 
genügen : 
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ax  dy  dz 

,)  Jdx  dy  dz  ^ 

dN  .     ^  dN  .      .    dN 

—  äx  +  K-oy  +  ^-  dz  +  .  .  .  =  0. 

öx  dy  .    dz 


In  diesen  Gleichungen  5)  untersclieiden  sich  die  X^oefficienten  von 
denen  der  Gleichungen  2)  um  Grössen,  welche  in  Bezug  auf  a,  /?,  y^ 
, . .  linear  sind ;  so  hat  man  z.  B. 

dJ,_dL        d'^L  dn^ 

dx  —  dii    +  da''''^  dadb^^""' 

and  ebenso  hei  den  übrigen.  Die  Gleichungen  5)  hestimmen  eine 
gewisse  Anzahl  der  Grössen  d  als  lineare  Functionen  der  übrigen, 
welche  ganz  willkürlich  bleiben.  Die  Coefficienten ,  mit  welchen 
letztere  in  diesen  Functionen  behaftet  sind ,  kann  man  daher  in  zwei 
Theile  zerlegen,  in  einen  endlichen,  welcher  sich  für  a  =  0, 
^  =  0  etc.  ergiebt ,  und  in  einen  andern ,  welcher  die  sehr  kleinen 
Grössen  ct^  ßy  yt  •  •  >  in  linearer  Form  enthält.  Indem  man  sich  auf 
den  ersten  Theil  beschränkt,  erhält  man  die  verschiedenen  J,  welche 
der  Gleichgewichtslage  des  Systems  entsprechen.  Substituirt  man 
also  die  aus  den  Gleichungen  5)  gezogenen  d  in  die  Gleichungen  4), 
so  mnss  man  die  Coefficienten  aller  d  gleich  Null  setzen,  welche 
ganz  willkürlich  bleiben.  Diese  Coefficienten  kann  man  jedoch,  wie 
man  leicht  sieht,  auf  zwei  Gruppen  zurückführen,  eine  endliche, 
welche  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Kräfte  JT,  F,  Z,  .  .  .  und  die  Func- 

tionen  ^— ,  ...  die  auf  die  Gleichgewichtslage  bezifglichen  Werthe 

ox 

cPa 
hätten,  und  auf  eine  zweite  Gruppe,  welche  «>  ft  y,  . .  .  . ,  -^, . .  . . 

linear  enthält,  wenn  die  Producte  von  je  zwei  der  letzteren  Grössen 
überall  vernachlässigt  werden.  Die  erste  Gruppe  ist  wegen  des 
Gleichgewichts  in  jeder  dieser  Gleichungen  Null ,  es  bleibt  also  nur 

die  zweite,  welche  die  Grössen  «,  p,  y,  . . . ,  -r-^-»  7^»  ....  nur  in 

linearer  Form  enthält.  Die  so  entstehenden  Gleichungen  müssen 
mit  den  Gleichungen  2)  verbunden  werden ;  letztere  bestimmen  eine 
gewisse  Anzahl  von  Unbekannten  er,  /3,  y,  o',  .  .  . .  als  lineare  Func- 

20* 
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tionen  der  fibrigen;  eliminirt  man  diejenigen  Grössen,  deren  Indices 
am  höchsten  sind ,  und  löst  die  übrig  bleibenden  Gleichungen  nacl 
den  Differentialqnotienten  zweiter  Ordnung  auf,  so  gelangt  mav 
schliesslich  zu  einem  Systeme  jon  Gleichungen  folgender  Form  nn<] 
von  derselben  Anzahl  wie  die  Unbekannten  a^  ß^  y^  a\  . , . . 


6) 


^^2  —  wa  +  m^ß  +  m^y  -^  m^u   -^  . 

■        •       A 

dPß 

•        •       • 

d^y 

ai2  —  P^  +  PiP  +  P2y  +  ^3«    +  • 

•      •      « 

•       • 

•            • 

44.  Es  ist  bisweilen  von  Nutzen ,  die  Grössen  a,  ß,  y,  er',  .  .  .  . 
mittelst  anderer  unabhängiger  Variabeln  t/,  v,  nr,  . .  . . ,  welche  ebenso 
wie  die  ersten  sehr  klein  sind,  auszudrücken,  und  man  erkennt  leicht, 
dass  die  Gleichungen  zwischen  u,  v,  w,  . . . . ,  von  derselben  Form 
wie  die  Gleichungen  6)  sein  müssen;  die  Ausdrücke  für  die  Grössen 
a,  /?,... .  mittelst  u^v,  tv,  .  .  .  .  enthalten  nämlich  nur  solche  Glieder, 
in  welchen  die  ersten  Potenzen  der  letzteren  vorkommen,  und  wenn 
man  diese  Ausdrücke  nebst  ihren  zweiten  Differentialquotienten  in 
die  Gleichungen  6)  substituirt,  so  kann  man  nur  lineare  Gleichungen 
erhalten. 

45.  Zusammensetzung  der  Bewegungen.  Die  Form 
der  Gleichungen  6)  fuhrt  zu  einer  sehr  wichtigen  Folgerung.  Ge- 
nügen nämlich  mehrere  Werthsysteme  von^  a,  |5,  y,  . . . . ,  einzeln  ge- 
nommen ,  jenen  Gleichungen ,  so  kann  man  durch  Addition  der  ver- 
schiedenen or,  der  verschiedenen  ß  u.  s.  w.  ein  neues  System  bilden, 
welches  denselben  Gleichungen  genügt.  Der  Anfangsznstand  der 
durch  das  letzte  System  dargestellten  Bewegung  resultirt  aus  den 
Anfangszuständen  der  partiellen  Systeme,  d.  h.  die  Componenten 
der  Yerrückungen  und  der  Geschwindigkeiten,  nach  den  Richtungen 
der  Achsen  genommen,  setzen  sich  algebraisch  zusammen,  um  die 
auf  das  neue  System  bezüglichen  Componenten  zu  bilden.  Diese 
Addition  der  Componenten  kommt  auf  die  Znsammensetzung  der 
Verrtickungen  und  der  Geschwindigkeiten  nach  den  für  die  Kräfte 
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gegebenen  Regeln  zurück,  was  niemals  eine  Schwierigkeit  veran« 
lassen  kann,  welche  Art  vou  Coordinatensystcm  man  auch  gewählt 
haben  mag.  Demnach  bestimmt  die  Zusammenwirknng  mehrerer 
Anfangszustände  eine  solche  Bewegung,  dass  die  Verrückung  der 
Punkte  jederzeit  aus  der  Zusammenwirkung  der  Verschiebungen  er- 
folgt y  welche  in  demselben  Augenblicke  den  partiellen  Anfangszu- 
ständen entsprechen.  Wenn  also  ein  System  von  Punkten,  zwischen 
welchen  beliebige  Verbindungen  herrschen  und  welche  der  Wirkung 
beliebiger  Kräfte  unterworfen  sind,  unendlich  wenig  aus  seiner  sta- 
bilen Gleichgewichtslage  entfernt  und  dann  sich  selbst  überlassen 
wird ,  so  können  die  Verrücknngen  dieser  verschiedenen  Punkte  zu 
jeder  Zeit  als  aus  der  Zusammensetzung  derjenigen  hervorgehend 
betrachtet  werden ,  welche  man  in  demselben  Augenblicke  bei  belie- 
big vielen  andern  Bewegungen  desselben  Systems  beobachten  würde, 
welche  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  die  Zusam- 
mensetzung ihrer  anfänglichen  Zustände,  rücksichtlich  der  Ver- 
rücknngen und  Geschwindigkeiten ,  als  Resultat  den  gegebenen  An- 

fangszustand  liefert. 

# 

46.  Anwendung  auf  das  conische  Pendel.  Um  den  Ge- 
brauch dieses  Princips  zu  zeigen,  wollen  wir  es  auf  ein  früheres 
Beispiel  anwenden.  Wir  denken  uns  nämlich  einen  schweren  mate- 
riellen Punkt,  der  in  einer  constanten  Entfernung  von  einem  festen 
Punkte  zu  bleiben  gezwungen  ist,  unendlich  wenfg  aus  der  durch 
diesen  festen  Punkt  gelegten  Verticalen  entfernt,  wobei  er  eine  sehr 
kleine  horizontale  Geschwindigkeit  erhalten  möge.  Wie  früher  in 
Th.  I.  nehmen  wir  den  festen  "Punkt  A  (Fig.  22.)  zum  CoOrdinaten- 
anfang,  die  Richtung  derSchn^ere  zur  Achse  (Fig.  22} 

der  z  und  legen  die  Ebene  der  x  und  z  durch  J  ^  ^ 

die  Anfangslage  AB  des  Pendels;    femer  / 

sei  M  die  Lage  des  materiellen  Punktes  zu  / 

einer  beliebigen  Zeit,  P  seine  Projection  auf  y/ 
-YF,  C  die  Projection  von  JP, 

BAZ  =  a,  MAZ  =  d,  FAX  =  i/;. 
AM  =zL,  AP=r 

und  die  Anfangsgeschwindigkeit  =  k.  Um  die  Aufgabe  auf  zwei 
andere  und  einfachere  Probleme  zurückzuführen,  zerlegen  wir  den 
Anfangszustand  in  zwei  Anfangszustände.  Wir  denken  uns  nämlich 
erstens  den  Punkt  nach  B  ohne  Geschwindigkeit  verlegt,  und  neh- 
men ihn  zweitens  in  der  Verticalen  AZ^  indem  wir  ihm  die  gegebene 
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Anfangsgeschwindigkeit  ertheilen.  Die  Zasainmensetzang  der  Ver- 
rücknngen  zu  einer  beliebigen  Zeit  bei  diesen  beiden  von  einander 
unabhängigen  Bewegungen  giebt'die  gesachte  Verrticknng  des  Punk- 
tes M  zu  eben  jener  Zeit 

Bezeichnen  wir  in  der  ersten  Bewegung  mit  tp  den  variabeln 
Winkel,  welchen  das  Pendel  mit  AZ  bildet,  so  erhalten  wir  (S.  37 O) 
als  ersten  Grad  deV  Annäherung,  bei  welchem  wir. stehen  bleiben 
wollen , 


a)  (p=a  cos  yJ^YJ' 


Bei  der  zweiten  Bewegung  sei  o»  der  Winkel,  welchen  das  Pendel 
mit  JZ  bildet,  und  die  Kichtang  der  Achse  der  y  sei  so  gewählt,  dass 
die  Anfangsgeschwindigkeit  A:  das  Pendel  in  dem  Winkel  ZAT  be- 
wegt, welcher  den  positiven  Werthen  von  o  entspricht;  es  ist  dann 

wobei  —  =  ß^  gesetzt  wurde.   Die  Gleichungen  a)  und  6),  welche 

die  Lage  des  Punktes  in  jedem  Augenblicke  anzeigen,  bestimmen 
alle  umstände  seiner  Bewegung. 

47.  Will  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  M 
kennen  lernen,  so  muss  man  sein  «r  mittelst  der  Gleichung  a)  und 
isein  y  mittelst  der  Gleichung  b)  berechnen.  Die  dritte  Coordinate 
unterscheidet  sich  von  L  nur  um  eine  Grösse  zweiter  Ordnung.  Die 
beiden  ersten  würde  man  mittelst  der  Gleichung  der  Kugel  ableiten 
können,  doch  hat  es  wenig  Interesse,  dies  auszuführen.  Mittelst  der 
Gleichungen 

X  :^  L  sin  <py  y  =^  L  sin  o, 

ergiebt  sich,  indem  man  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ord- 
nung vernachlässigt, 

X  =:  Ltp ,  y  =  Zü> , 

mithin 

c)  .T  =  i«  cos  (t  y  j)  y  y  =  Lß  sin  (t  j/j)  , 

y 

und  da  iang  if;  =  —  ,  so  folgt  noch 
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lang  V  ==  ^  lang  0  l^  j) ' 


Der  Werth  von  r  =AP  bestimmt  sich  ans  den  Gleichungen  c),  wenn 
man  bemerkt,  dass  r^  =  x"^  -{-  y^;  man  erhält 


r» 


=  L^[a^  Cos^  (t  j/I)  +  ß^  sin^  (l  j/lj\  . 


Hieraus  ergiebt  sich  der  Winkel  ^,  dessen  Sinus  gleich  —ist;  man 

Jj 

erhält  nämlich 

Will  man  endlich  noch  die  Projection  der  Trajectorie  auf  die  Ebene 
der  Xy  y  bestimmen,  so  muss  man  t  aus  den  Gleichungen  c)  elimini- 
ren,  und  findet 

« V  +  ^^^  =  L^^'^P. ' 

eine  Ellipse  y  deren  Halbachsen  Lct ,  Lß  sind.  Diese  Resultate  stim- 
men mit  den  früheren  überein.  Uebrigens  Hesse  sich  die  Aufgabe  in 
'mehreren  Beziehungen  verallgemeinern;  so  könnte  man  z.  B.  die 
Anfangsgeschwindigkeit  in  einer  beliebigen  Richtung  auf  der  Kugel- 
oberfläche nehmen ,  und  sie  in  zwei  Componenten  zerlegen ,  in  eine 
horizontale  und  in  eine  andere  in  der  verticalen  Ebene,  welche 
durch  die  anfängliche  Lage  geht.  Somit  hatte  man  nur  zwei  ein- 
fache Bewegungen  zu  betrachten ,  welche  sich  von  den  vorigen  nur 
darin  unterscheiden  würden,  dass  in  dem  Anfangszustande  der 
einen  .von  beiden  zugleich  eine  Verrückung  und  eine  Geschwindig- 
keit stattfände. 

Liegt  der  schwere  Punkt  auf  einem  E^lipsoid,  dessen  eine 
Hauptachse  vertical  gerichtet  ist,  so  hat  mau  die  anfängliche  Ver- 
rückung in  zwei  andere  parallel  mit  den  horizontalen  Hauptachsen 
za  zerlegen,  und  die  anfängliche  Geschwindigkeit  in  zwei  mit  den' 
Kaaptebenen  parallele  Seitengeschwindigkeiten.  Demnächst  be- 
stimmt man  die  Bewegung,  welche  aus  der  Verrückung  und  der  Com- 
ponente  der  Geschwindigkeit  nach  einer  der  Ebenen  hervorgeht, 
was  auf  eine  Bewegung  in  dem  Krümmungskreise  dieser  Hauptellipse 
zurückkommt;  nachher  ist  die  Bewegung  auf  dem  Krümmungskreise 
der  verticalen  Ellipse  aus  der  anfänglichen  Verrückung  und  der  Ge- 
schwindigkeit in  ihrer  Ebene  herzuleiten;  diese  beiden  einfachen 
Bewegungen  setzt  man  wie  im  vorhergehenden  Falle  zusammen. 
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Wenn  endlich  der  schwere  Punkt  auf  einer  beliebigen  Ober- 
fläche liegt  und  sehr  wenig  von  dem  Punkte  entfernt  wird,  dessen 
Berührungsebene  horizontal  ist,  so  kann  man  diese  Oberfläche  durch 
ein  Ellipsoid  ersetzen,  welches  durch  diesen  Punkt  geht,  und  dessen 
Hauptschnitte  dieselbe  KTÜmmung  und  Richtung  wie  die  Oberfläche 
in  jenem  Punkte  besitzen ;  hiermit  ist  das  Problem  auf  das  vorige 
reducirt. 

48.  Einführung  neuer  Kräfte.  Die  Gleichungen  6)  beste- 
hen unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Punkte  des  Systems  aus  ihrer 
Gleichgewichtslage  gerückt  worden  sind  und  gewisse  Anfangsge- 
schwindigkeiten erhalten  haben ;  durch  Einführung  von  neuen  Kräf- 
ten, welche  nur  unendlich  kleine  Veränderungen  hervorzubringen 
vermöchten,  würde  man  die  Frage  verallgemeinern.  Solche  Kräfte 
wollen  wir  jetzt  unter  der  Voraussetzung  einführen,  dass  sie,  wie  die 
Grössen  a,  j3,  ^,  ....  unabhängig  von  der  Zeit  seien.  Man  gelangt 
in  diesem  Falle  zu  bemerkenswerthen  allgemeinen  Resultaten. 

Zunächst  sieht  man  leicht,  dass  die  Differentialgleichungen  die- 
ser neuen  Bewegung  sich  von  den  Gleichungen  6)  nur  durch  Hinzu- 
fügung  constanter  Ausdrücke  unterscheiden  werden.  Man  hat  näm- 
lich in  der  Gleichung  4)  die  Kräfte  Xy  Y^  Z^  .....  um  die  Componen- 
ten  der  neuen  Kräfte  zu  vermehren,  und  befolgt  man  denselben 
Gang  der  Rechnung  wie  oben,  so  erhält  man  die  zweiten  Theile 
der  Gleichungen  6)  um  Ausdrücke  vermehrt,  Ton  denen  jeder  eine 
dieser  Componenten  vom  ersten  Grade  enthält.  Die  Differential- 
gleichungen für  die  vorliegende  Aufgabe  sind  demnach  von  der  Form 

C€pu 
^  =  B  +  ma  +  miß  ■\-  m^y  +  m^u  + , 


7)    < 


^^,  =:=  if  +  ««  +  n,ß  +  . 


=  L  +  pa  +  Piß  +  . 


x=iH'  •{■  tritt  •\-  m\ß  + 


Diese  Gleichungen  liefern  a,  j3,  7,  ...  als  Functionen  von  t^  und 
die  willkürlichen  Constanten  werden  durch  den  Anfangs  zustand  be- 
stimmt; nach  Einführung  der  neuen  Kräfte  zeigen  sie  den  neuen  Zu- 
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stand  des  Gleichgewichts  des  Systems.  Iir  der  That  hat  man  nur 
er,  ^,  /,....  in  den  Gleichungen  7)  als  constant  zu  betrachten;  ihre 
zweiten  Theile  verschwinden  dann  und  geben  die  gesuchten  Werthe 
der  Verrückungen  aller  Punkte,  welche  der  neuen  Gleichgewichts- 
lage entsprechen.  ^ 

49.     Die  Gleichungen  7)  können  auf  ebendieselbe  Form  wie 
die  Gleichungen  6)  zurückgeführt  werden,  indem  man  setzt 

8j     tiz=ay^  +  I,  /J  =  ft  +.17,  y  —  y^  +  ?,  a  — a'i  + 5',...., 

wo  die  Grössen  a^,  /Jj,  y^,  ....  Constanten  sind,  welche  durch  fol- 
gende Gleichungen  bestimmt  werden: 

f  H+ma^  +  m^ß^  +  m^y^  +  ...,==  0 
9)  V  ^  +  «flfj  +  «i/J,  +  w.,yi  +  ....  =0 

Sabstituirt  man  jetzt  die  durch  die  Gleichungen  8)  gegebenen  Werthe 
von  of,  /?,  ....,  so  gehen  die  Gleichungen  7)  in  folgende  über: 

—  —  m^  +  m^fj  +  m^t  +  m^^    +  . . ., 


10)  { 


(Pri 

■^=P^  +  P\V  +  P2^  +  •  •  •  •  » 


Diese  untersclipiden  sich  von  den  Gleichungen  6)  nur  durch  die  Um- 
änderung von  a,  ^,  7,  ....  in  |,  ^,  ^,  ....  Ausserdem  sind  die 
Werthe  von  «i,  ft ,  y^»  •  •  •  •>  welche  die  Gleichungen  9)  liefern,  ge- 
nau die  nämlichen ,  welche  sich  auf  das  Gleichgewicht  des  Systems 
nach  Einführung  der  neuen  Kräfte  beziehen,  und  folglich  |,  17,  ^,  ..... 
die  Verrückungen  der  Punkte  in  Beziehung  auf  diese  neue  Gleich- 
gewichtslage.  Endlich  zeigen  die  Gleichungen  8),  dass  die  Anfangs- 

da  dri  di  .    ,  da  dß  dy 

werthe  von  ~,  3-,  v»  •  •  •  •  ™*^  denen  von  — ,  ---^  :r"  •  •  •  •  zusammen- 
dt   dt    dt  dt    dt    dt 

fallen,  während  die  Anfangswerthe  von  £,  17,  £",  .  .-.  gleich  denen 
von  «,  /5,  y,  .  .  .  sind,  wenn  man  diese  um  «i,  /5j ,  yn  ...  vermin- 
dert.   Daraus  folgt  das  merkwürdige  und  einfache  Theorem : 
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Wenn  irgend  ein  System  von  Punkten  sehr  wenig 
aus  einer  stabilen  Gleichgewichtslage  verrückt 
,wird  und  ausserdem  neue,  constante  und  sehr 
kleine  Kräfte  hinzutreten,  so  ist  die  Bewegung  je- 
des Punktes  in  Beziehung  auf  seine  neue  Gleich- 
gewichtslage, unter  dem  Einflüsse  der  Vereini- 
gung der  ersten  und  zweiten  Kräfte,  die  nämliche 
wie  jene,  welche  für  die  erste  Gleichgewichtslage 
gelten  würde,  wenn  man  dem  Systeme  einen  An- 
fangszustand ertheilte,  welcher  in  Bezug  auf  diese 
Lage  derselbe  ist  wie  der  gegebene  Anfangszustand 
in  Bezug  auf  die  zweite  Gleichgewichtslage. 

Da  dieses  Theorem  unabhängig  von  der  Anzahl  und  den  gegen- 
seitigen Abständen  der  Punkte  ist,  so  besteht  es  noch,  wenn  ihr  Sy- 
stem als  stetig  angesehen  werden  kann;  demnach  gilt  es  für  alle 
kleinen  Verrückungen  von  Flüssigkeiten  oder  elastischen  Körpern, 
und  ist  folglich  auf  alle  eben  behandelten  Aufgaben  anwendbar. 

50.  Um  den  obigen  Satz  auf  andere  Weise  zu  begründen,  be- 
merken wir  zunächst,  dass  die  nach  Einführung  der  neuen  Kräfte 
eintretende  neue  Gleichgewichtslage  der  ersten  sehr  nahe  liegt,' und 
dass  die  Gleichungen  der  Bewegung,  welche  aus  der  Störung  dieser 
neuen  Lage  hervorgehen ,  sich  von  den  Gleichungen  6)  nicht  unter- 
scheiden ;  denn  die  Coefficienten  würden  sich  nur  um  Grössen  von 
der  Ordnung  or,  /?,  .  .  .  ändern,  und  diese  Aenderungen  würden  in 
den  Gleichungen  nur  Ausdrücke  von  der  Ordnung  derjenigen  erzeu- 
gen ,  welche  vernachlässigt  worden  sind.  Demnach  erzeugt  eine  und 
dieselbe  Verrückung  der  Punkte  rücksichtlich  der  einen  oder  andern 
jener  Gleichgewichtslagen  in  Bezug  auf  diese  letzteren  solche  Be- 
wegungen, die  für  j^den  Punkt  identisch  sind;  diess  ist  aber  das 
vorige  Theorem. 

51.  Uebereinanderlagerung  der  Wirkungen.  Da 
die  Frage  sdmit  auf  die  erste  zurückgeführt  ist,  in  welcher  von 
einer  blossen  Verrückung  des  Systems  ohne  Einführung  neuer  Kräfte 
die  Rede  war,  so  gilt  wiederum  das  Princip  der  Uebereinanderlage- 
rung. Nun  kann  der  Anfangszustand  als  aus  der  Zusammenwirkung 
zweier  andern  Zustände  hervorgegangen  angesehen  werden,  von  de- 
nen der  eine  der  gegebene  ist  und  der  andere  bloss  in  den  Ver-. 
rückungen  mit  verändertem  Zeichen  besteht ,  welche  von  der  ersten 
Gleichgewichtslage  zur  zweiten  überführen  würden ,  und  welche  bis 
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auf  das  Zeichen  die  aus   den  Gleichungen  9)   gezogenen  Werihe 
▼on  fl^i )  i^i )  7i )  •  •  •  sind ;    d.  h. 

Die  gesuchte  Bewegung  entsteht  aus  der  Ueberein- 
anderlagerung    zweier    Bewegungen,     deren    eine 
dem  gegebenen  Anfangszustande  ohne  Einführung  . 
neuer  Kräfte  entspricht,  und  deren  andere  aus  der 
Einführung    dieser    Kräfte,    ohne   Verrückung   und 
ohne     Geschwindigkeit    im  Anfangszustande,    her- 
vorgegangen ist.^ 
Die  erste  dieser  Bewegungen  kann,  wie  wir  schon  bewiesen, 
auf  unendlich  viele  Arten  zerlegt  werden ,    ebenso  verhält  es  sich 
mit  der  zweiten;     wenn  man  nämlich  .in  den  Gleichungen  9)  die 
Grössen  H^  K^  L^  , .  \  in  eine  und  dieselbe  Anzahl  beliebiger  Theile, 
die  auch  Null  sein  können,  zerlegt,  dann  zunächst  nur  die  ersten 
Theile  nimmt,  darauf  allein  die  zweiten,  so  bilden  die  Summen  der 
Werthe  von  cr^ ,  j?i ,  .  .  .,  welche  diesen  partiellen  Systemen  genü- 
gen ,  die  Lösungen  der  Gleichungen  9).     Zerlegt  man  nun  die  ein- 
geführten Kräfte  in  eine  beliebige  Anzahl  Gruppen,  so  geben  die 
vollständig  bekannten  Ausdrücke,  welche  sie  in  den  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  liefern,  zusammengenommen  die  Grössen  ff^  K^ 
Z/,  .  .  .,  mithin  bestimmen  die  Werthe  von  cr^,  /3^,  . . .,  die  einer  je- 
den von  diesen  Gruppen  entsprechen,  in  gehöriger  Weise  addirt,  die 
Verrückungen,  wekhe  durch  "die  eingeführten  Kräfte  erzeugt  wer- 
den.   Die  Wirkungen  der  Verrückungen  addiren  sich  aber,  d.  h. 

Die  von  den  verschiedenen  Kräftegruppen  hervor- 
gebrachten Wirkungen  lagern  sich  ebenfalls  Über- 
einander. 

52.  Integration  der  Gleichungen,  Eine  Auflösung  der 
Gleichungen  6) ,  deren  Anzahl  {n)  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen 
Coordinaten  übereinstimmt ,  erhält  man  durch  die  Annahme : 

a  =  sin  (rt  +  0» 
ß=  R^  sin  (rl  -|-  5) , 
y  =  R^sin(rt  +   0> 
a=:  A3  sin  {rt  +  0- 


Bei' Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  6)  erscheinen 
/}| ,  /^2 )  '  *  •   °u'  '^^  linearer  Form ;    nach  ihrer  Elimination  bleibt 
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eine  Endgleichnng ,  die  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  r^  vom-Grade 
n  ist;  man  erhält  daher  n  Werthe  für  r,  indem  man  die  negativen 
Werthe  unberücksichtigt  lässt,  weil  die  durch  sie  gegebenen  Lösun- 
gen in  den  übrigen  enthalten  sind.  Diese  n  Werthe  müssen  reell 
und  ungleich  ausfallen ,  denn  ausserdem  würden  die  Unbekannten 
sich  durch  Exponentialgrössen  oder  algebraische  Ausdrücke  darstel- 
len lassen,  welche  mit  der  Zeit  wachsen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung des  stabilen  Gleichgewichts  streitet;  doch  muss  man  die  be- 
sonderen Fälle  ausnehmen,  in  welchen  die  Coefficienten  dieser  Aus- 
drücke verschwinden. 

Jeder  Werth  von  r  bestimmt  ein  einziges  System  von  Werthen 
für  i^i ,  i?2 )  ■  ■  ->  wofern  es  nicht  eine  unendliche  Anzahl  derselben 
giebt;  multiplicirt  man  diese  Werthe  von  a,  /$,/,..  .  mit  einer 
willkürlichen  Constante  B,  so  hat  man  wieder  eine  Lösung  der  Glei- 
chungen 6),  und  dabei  kommen  in  jeder*  Unbekannten  die  beiden 
willkürlichen  Constanten  R  und  s  vor.  Indem  man  die  so  erhaltenen 
Lösungen  für  jeden  der  n  Werthe  von  r  addirt,  gelangt  man  zu  dem 
allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  6) ,  welches  2n  willkürliche 
Constanten  i?,  i?',  .  .  .,  ;,  s',  .  .  .  enthält;  es  besteht  in  den  Glei- 
chungen 

C  a  =  Ä  sin  (r(  +  5)  +  ä'  sin  {rt  +  /)  +  ... 

ß  =  ÄÄ,  sin  (rl  +  0  +  ä'ä'i  «w  ('•''  +  /)  +  ... 
y  =  RR^sin  {rl  +  *)  +  ^'^\ ^^^  i/i  +  s)  +  .  .  . 


11) 


wobei    sich    die   2n   Constanten    durch    die    Anfangswerthe     von 

da  dß 
dt'  dt 


a,  ß,  y^  a\  , .  ,y  — ,  -7-  .  •  .   bestimmen  lassen. 


53.  Zerlegung  der  Bewegung  in  einfache  Schwing- 
ungen. Die  particulären  Bewegungen  des  Systems,  welche  jedem 
der  n Werthe  r^r  .  .  .  entsprechen,  besitzen  einige  bemerkensw^rtbe 
Eigenschaften.   Nehmen  wir  z.  B. 

of  =:  Ä  sin  (rt  +  *), 
ß  =5  RR^  sin  (rt  +  5), 
y  =  RR^  sin  (rt  -f-  s\ 
cc=RR^  sin  (rt  +  s), 
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80  stehen  die  Verrttckungen  a ,  |3 ,  /,  .  .  .,  bei  jedem  ty  in  Constanten 
Verhältnissen,  d.  h.  die  Bewegung  des  Punktes  m  ist  geradlinig; 
dasselbe  gilt  für  alle  übrigen  Pankte.    Ferner  sieht  man,  dass  die 

Bewegung  periodisch  und  die  Dauer  der  Periode  =  —  ist.  Dem- 
nach machen  alle  Punkte  geradlinige  Schwingungen  von  gleicher 
Dauer,  sie  beginnen  und  beendigen  diese  Schwingungen  zu  gleicher 
Zeit,  und  die  von  ihnen  durchlaufenen  Räume  stehen  in  constanten 
Verhältnissen.  Der  blosse  Anblick  der  Gleichungen  11)  beweist 
nun  folgenden  Satz : 

Jede  Bewegung  eines  Systems  von  einer  endlichen 
Anzahl  von  Pnnkten,    die  unendlich  wenig   aus  ei- 
ner stabilen  Gleichgewichtslage  gjerückt  sind,  kann 
so  betrachtet  werden,   als  wenn  sie  aus  der  Zusam- 
mensetzung   der   verschiedenen  einfachen   Schwin- 
gungen, deren   das  System  fähig  ist^  hervorgegan- 
gen wäre. 
Die  Anzahl  dieser  Schwingungen  ist  gleich  der  Anzahl  der  un- 
abhängigen Coordinaten,   wofern  sie  nicht  unendlich  ist,  wie  wir 
schon  oben  bemerkt  haben;   die  Schwingungen  eines  und  desselben 
Systems  sind  synchjonisch  oder  von  gleicher  Periode,  ihre  ver- 
schiedenen Richtungen  und  die  Dauer  der  Periode  hängen  einzig  und 
allein  von  der  ^atur  des  Systems  ab  ^  dagegen  sind  ihre  Amplituden 
und  die  Co(5fficienten ,  mit  welchen  sie  in  der  allgemeinen  Lösung 
versehen  sind ,  von  dem  An  fange  zustande  abhängig. 

54.  Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Bewegung  eines  Punktes, 
welcher  nur  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen  und  auf  einer 
beliebigen  Oberfläche  ^u  bleiben  gezwungen  ist.  Entfernt  man  den- 
selben aus  seiner  Gleichgewichtslage  im  tiefsten  Punkte  der  Ober- 
fläche und  ertheilt  ihm  eine  sehr  kleine  Geschwindigkeit,  so  kann 
er  eine  unendliche  Anzahl  verschiefl euer  Curven  beschreiben,  welche 
von  dem  Anfangszustande  abhängen ;  da  aber  nur  zwei  unabhängige 
Coordinaten  vorhanden  sind,  so  existiren  nur  zwei  Systeme  von  ein- 
fachen Schwingungen,  und  man  kann  leicht  beweisen,  dass  sie 
in  den  beiden  Krümmungscurven  der  Oberfläche  im  tiefsten  Punkte 
stattfinden.  Jede  andere  Bewegung  geht  aus  der  Verbindung  dieser 
beiden  Schwingungen  hervor.  Nur  in  dem  Falle ,  wo  alle  Krtim- 
mungshalbmesser  in  diesem  Punkte  gleich  wären,  könnte  jeder  nor- 
male Schnitt  der  Ort  der  einfachen  Schwingungen  sein,  und  dann 
würde  es  deren  eine  unendliche  Anzahl  geben. 
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55.   Wenn  die  verschiedenen  Wurzeln  r,  r ,  .  .  .  xjihier  einander 

commensurabel  sind ,  so  durchläuft  das  System  periodisch  dieselben 

Zustände;    es  ist  nämlich,   wenn  fi  das  grösste   gemeinschaftliche 

Maass  bezeichnet, 

r  =  Äft,  r  =hfij , 

wo  hyh\  .  .  .  ganze  Zahlen  bedeuten ,  die  keinen  gemeioschaftlichen 
Factor  haben.  Damit  nun  die  Werthe  von  a,  /?,  .  .  .  sich  periodisch 
nach  einem  Zeitintervalle  •9'  wiederholen  können,  müssen  die  Pro- 
ducte  hfid-y  h'fid'y  .  .  .  Vielfache  von  27t  sein,  also  für  ganze  Ar,  k\  .  .  . 

^    hfid'  =  27tAr,    Ä'fid  =  2nk\  .  .  . 

Da  die  Zahlen  kyk\  , , ,  unter  sich  in  denselben  Verhältnissen  wie 
die  relativen  Primzahlen  /i,  V, . . .  stehen,  so  sieht  man  leicht,  dass 
die  kleinsten  Werthe  von  Ar,  Ar', . . .  die  Zahlen  ä,  ä',  . . .  sein  müs- 
sen, woraus  für  die  Dauer  der  Periode 

In 

folgt.  Für  |i4  =  0,  d.  h.  wenn  die  Zahlen  r,  /,  r",  . . .  kein  gemein- 
schaftliches Maass  besitzen,  wird  '9*  =  cx),  die  Bewegung  also  nicht 
mehr  periodisch.  Ueberhaupt  kann  in  diesem  Falle  das  System, 
weder  in  Beziehung  auf  die  Lagen  noch  auf  die  Gesphwindigkeiten) 
jemals  durch  zwei  identische  Zustände  gehen;  geschähe  diess  näm- 
lich auch  nur  einmal,  so  würden  sich  diese  Zustände  wiederholen 
und  im  Widerspruche  zum  Vorigen  eine  Periode  bilden. 


Anhang. 

Ueber  das  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung 


Betrachtet  man  |,  17,  ^  als  beliebige  von  x^  y^  z  abhängige 
Grössen ,  so  besitzt  der  Ausdruck 


die  folgenden  beiden  Eigenschaften 

av      av  ^  av  _  ^ 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  durch  Ausftihrung  der  ange- 
deuteten Differentiationen  tiberzeugen  kann.  Aus  den  Gleichungen 
2)  und  3)  folgt  weiter  eine  Eigenschaft  des  Ausdruckes 

£(r—at) 
r 

man  findet  nämlich  durch  zweimalige  partielle  Differentiation  in  Be- 
ziehung auf  X 

dx^  ~   {         r»  r^  '^  r  j  \dx) 

■    /       fi(r-aO    .    f<ir-aO]d^r 
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und  wcnu  man  sich  die  entoprechenden  Werthe  von  -^  und     ^    ., 

hingeschrieben  denkt,  so  giebt  die  Addition  aller  drei  Gleicfanng^en 
unter  Beräcksichdgung  der  in  No.  2)  und  3)  verzeichneten  Relationen 

d^U        dW        c^-ü  _  f\r-ai) 

Da  andererseits 

€t^  r 

80  folgt  nunmehr,  dass  zwischen  den  nach  or,  y,  z  und  /  genommenen 
partiellen  Differentialquotienten  von  Ü  die  Beziehung 

stattfindet,  oder  dass  ü  ein  particuläres  Integral  der  Differential- 
gleichung 

darstellt.  Bei  der  linearen  Form  derselben  kann  man  jetzt  ein  all- 
gemeineres Integral  auf  die  Weise  bilden,  dass  man  U  mit  einem  be- 
liebigen Factor  multiplicirt,  welcher  von  x^y^  z  und  /  frei  ist,  wohl 
aber  $,  17,  ^  enthalten  kann,  diesem  Factor  beliebig  viele  Verschie- 
dene Werthe  ertheilt,  und  alle  so  entstehenden  particulären  Inte- 
grale addirt  Wählt  man  zu  diesem  Factor  den  Ausdruck  F(|,  17,  ^) 
d'^  dti  d^,  so  geht  die  genannte  Summe  in  ein  zwischen  willkürlichen 
Grenzen  genommenes  bestimmtes  Integral  über,  und  man  hat  daher 
als  allgemeineres  Integral 

cx>     cx>     00 

— cx>  — cx)  — 00 

Unter  den  verschiedenen  möglichen  Specialisirungen  der  Function  f 
giebt  es  einige,  bei  welchen  die 'Ausführung  der  einen  von  den  obi- 
gen drei  Integrationen  allgemein,  d.  h.  ohne  Beeinträchtigung  der 
Willkürlichkeit  von  F,  ausführbar  ist.  Wir  wollen  diese  Fälle 
näher  betrachten. 

Es  sei  erstens  bei  beliebigen  positiven  X 
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wir  scbreibeii  dabei  F^  für  F,  u^  für  u  nnd  haben  so 

oo     cx>     oo 

— oo  — oo — oo 

Um  diesem  dreifachen  Integrale  eine  andere  Form  sa  ertheflen,  den* 
kcn  wir  ans  o:,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  för  die  Inte* 
Rationen  als  fest  geltenden  Punktes ,  ebenso  1»  17«  £  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  welcher  y ermöge  der 
angegebenen  Integrationsgrenzen  jede  beliebige  Stelle  des  unend- 
lichen Raumes  einnehmen  kann ;  wir  f&hren  femer  statt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  polare  Coordinaten  ein,  nehmen  dabei  den 
Punkt  X  y  z  zum  Anfangspunkte  derselben,  betrachten  r  als  Radins- 
vector  Yon  |  1}  {^,  und  nennen  O  den  Winkel  zwischen  r  und  |,  sowie 
endlich  10  den  Neigungswinkel  der  Ebene  yon  9  gegen  die  Ebene 
|i}  I  xy.     Nach  bekannten  Formeln  ist  dann 

5  s==  o:  -|-  r  cos  ^^  ^=y  -{-  rnn^coitOy  i^z-^-rsin^sinm^ 

an  die  Stelle  des  Volumenelementes  d^  äti  dl  tritt 

r^  sin  9  d^  dm  dr 

nnd  damit  der  Punkt  'ir^t  den  ganzen  unendlichen  Raum  betreten 
könne ,  muss  r  von  0  bis  00,  ^  von  0  bis  n ,  und  o  von  0  bis  Itx  aus- 
gedehnt werden,  indem  man  sich  den  unendlichen  Raum  als  Ekigel 
von  unendlich  grossem  Ilalbme^^ser  zu  denken  hat.  Nach  diesen  Be- 
merkungen ist 

«•  =J'fJ'l^+(r-aif  "'^^^  "•  ö  *•  "•"  ♦  ^*  "-  -"•• 
0   0    0 

wobei  Sy  1},  {^  durch  die  oben  angegebenen  Werthe  zu  ersetzen  sind 
und  nur  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnung  $,  17,  (  beibehalten  wurde. 

Lassen  wir  l  in  Null  fibergehen,  so  verschwinden  alle  diejenigen 
Elemente  des  vorstehenden  Integrales,  ftir  welche 

X  _ 

n.  21 
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wird;  da  nun  aber  dieser  Ansdmck  in  dem  Falle  rz=  ai  nicht  ver- 
schwindet, sondern  im  Oegentheil  unendlich  gross  wird,  so  bleiben 
noch  alle  Elemente  übrig,  ftir  welche  r  unendlich  wenig  von  a/* ver- 
schieden ist.  Um  sie  von  den  übrigen  za  sondern,  zerlegen  wir  das 
in  Beziehung  auf  r  genommene  Integral  in  drei  Integrale  von  r  =  O 
bis  r  z=  ai  —  d,  von  r=zai  —  d  bis  ai  +  e  und  von  r  =  «i  -|-  c  bis 
r  1=  oo,  wo  d  und  i  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Von  den 
drei  genannten  Integralen  verschwinden  dann  das  erste  und  letzte, 
im  zweiten  setzen  wir 

r  s=  a/  +  A^, 

wo  Q  eine  neue  Variable  bezeichnet,  und  erhalten 

e 

-^  *  • 

'  u^  =  LimJj  Jj-^^F^{lri,t){<^(  +  m)sin^dadaidQ 
0    0         S       ^ 

~  Q 
1  =  0:+  (ai  +  Xu)  cos  & 

1^  =5  y  +  {at  +  kq)  sin  ^  co0  <o 

^  c=  z  +  {at  +  Xq)  sin  ^  sin  m 

und  durch  Ausführung  des  angedeuteten  Grenzüberganges 

9c  2xr  cx) 

wi  =J  j  j  r|^2  ^i(S»  n^  0  «'  ««  ^  ^^  ^«  ^9 

0  0  — oo 
I  c=  or  +  at  cos  ^,  i;  =  y  -j-  a/  «w  ^  cos  o,  f  r=  z  +  a/  sin  ^  sin  es. 

Da  hier  |,  17 ,  (  nicht  mehr  von  q  abhängen,  so  kann  die  auf  q  bezüg- 
liche Integration  ausgeführt  werden  und  giebt 

n  2« 

7)  Wi  =  «<!/  /    /  Fi(J,  ly,  0  sin  ^  dd'  dw. 

0     0 

Nimmt  man  zweitens  in  der  Formel  6) 

^/  V  2a  A(r — a/)  f  1  1 
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wo  Dl  den  partiell  nach  i  genommenen  Differentialquotienten  be* 
zeichnet,  so  erhalt  man  ein  zweites  Integral 

OO      CX)"  CX)     • 


OO CX)  — oo 


oder  weil  t  für  die  Integration  als  Constante  'gilt  und  weder  in  r  noch 
in  I,  17,  £"  vorkommt, 


00    cx>     00 


"«  =^'/  /  ß  A^+(r-aO»  ^'^^'  ''•  ^^  '^^  ''''  ''^- 


00  — (X> CX) 


Mit  dem  dreifachen  Integrale  lassen  sich  dieselben  Transformationen 
wie  vorhin  ausführen ;  es  bleibt  dann 

8)  t/2  =  na  dI  tj  Jf^{1,  ri,  f)  sin  ^  d^  doA 

0    0 

und  dabei  haben  $,  17,  £*  wie  in  No.  7)  die  Werthe 

J  =  a:  +  a/  cos  -O",    1;  =  y  +  «/ «/ «  ^cosfa,    f  =  z  +  0/  «n  ^  5m  a>. 

Aus  den  Integralen  7)  und  8)  kann  man  ein  neues  Integral  dadurch 

zusammensetzen,  dass  man  jene  mit  zwei  willkürlichen  Constanten 

C  C 

—  und  —  multiplicirt  und  addirt;  in  der  nunmehrigen  Formel 

üJt  an 

9)  u  =  C^tj    I Fid  71,  Q  9in  ^  d^  dm 

0    0 

7t       27t 


^00 


sind  nur  noch  die  Functionen  F^  und  F2  nebst  den  Constanten  (7^  und 
C2  so  zu  bestimmen ,  dass  für  ^  =  0 


u  =  f{x,  y,  z)  und  ^  =  F(ie,  y,  z) 


21» 
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wird.  Ndü  giebt  die  vorige  Formel  bei  AosftibniDg  der  auf  /  bezüg- 
lichen Differentiation 


u  =  C^ij  JF^i^ly  %  f)  sin  ^  d^  da 


0     0 

+    ' 


0     0 
n    2n 


+  C^J  Jf^(1  1?,?)  sin  e  rfd  ^fi) 


0     0 

und  für  /  =  0  d.  hTg  =  a:,  i?  t=:  y,  ?  :=  z 

u  =  C2    I    f  i^2(^>  y»  ^)  ^''^  ^  ^^  dcö  ==  4«  C2F2{x,  y,  2) ; 
0   0 

dieser  Ausdruck  Hlllt  mit  /(.r,  y,  z)  zusammen,  wenn 

genommen  wird.   Nach  wiederholter  Differentiation  ergiebt  sich 

it  2» 

0    0 

n   29r 

0  0 

ff      27C  .  ^ 

+  C^tf  JD^F^il  fiy  t)  sin  ^  d&  d0 
0  0 

9C     27S 

+  ^C^f  J^iFzil  Vy  0  sin  ^  d»  rfw, 
0    0 
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wobei  im  letzten  Integrale 


j)iF^  =  af  — ~  cos  ^  +  ;r— ^  stn  &  cos  m  +  :rr-^  ««  ^  stn  <o  K 


gesetzt  werden  kann.   Für  f =0  bleibt 

7C    In 


-^  —C^j  J F^(x,y,z)  sin^dedm 


0   0 

+  2a  Cj  /    /  1^—^  C05  0  +  ^--^  sin  ^coscn-^-  ^— ^  *m  ^  sin  oAsind^  dd'  dio. 
0     0^*  '• 

Bei  einzelner  Integration  findet  man  aber,  dass  die  drei  Doppelinte- 
grale 

TS  27r  7t    2it 

I    I  cos  9'  sin  ^  dd"  dw,       /    I  sin^d^  cos  w  d&  d&^ 
0    0  0     0 

in^'ö'  5in  G)  d-^  dfo 

0  0 

verscbwinden ,  dass  mitbin  die  obige  Gleichung  anf 

du  '      * 

—  =  4«  C^Fy^  (rr,  y,  z) 

zurückkommt;  sie  stimmt  mit  der  zweiten  Bedingung  überein,  wenn 

Cj  =  —  und  F^  (,r,  y,  z)  =  J'(ar,  y,  z) 

genommen  wird.     An  die  Stelle  der  Gleichung  9)  tritt  nunmehr  die 
folgende  - 

7t      Tut 


7»         27» 


10)  u  =  ^ij  JFß,  ri,  f)  sin  e  d&  dm 


0    0 

»    27t 


^nJiJ  Jf{lfl,t)sin^d&dJ 
'^  0   0  ^' 
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worin 

Die  hier  mitgetheilte  Entwiekelnng  des  von  Poisson  angegebenen 
Integrales  ist  übrigens  niebts  weiter  als  ein  von  anderen  Theorien  nn- 
abhängiger  Beweis  jener  merkwürdigen  Forme],  mehr  sollte  sie  über- 
haapt  nicht  sein;  hinsichtlich  der  Methoden  zur  Entdeckung  der- 
artiger Integrale  verweisen  wir  auf  die  Quellen:  Fourier,  Theorie 
de  la  chaleur  pag.  523 — 541;  Canchy,  Memoire  sur  VmiSgration  des 
iquations  aux  diff'erences  pariiettefeic*  (Journal  de  Vecole  polylechnique^ 
cahier  XIX,  page  510 — 589),  sowie  auf  eine  zweite  Abhandlung  von. 
Caachy  Über  denselben  Gegenstand  im  ersten  Bande  seiner  Exer- 
cices  d'annlyse  {\S¥>)  pag.  76. 


